4.1

a) Lasketaan janan keskipisteen koordinaatit.
(x1,91)
(1,6)

(x1+x2 J/1+)’2)
2 ’ 2
:(1+7 6+(*2))
27 2

_ (8 4

272

= (4, 2) (z2,92)

(7,-2)

Lasketaan janan pituus.

\/(xz —x)*+ (= n)?
= J(7—1)? +(-2-6)?
J6? + (-8

36+ 64

V100

1
10

b) Lasketaan janan keskipisteen koordinaatit.

('xl + X2 Y1 + Y2 ) (T2, Y2)
2 2 (-8,3)
N 2 > 2

(z1,91)
(—10,0)

Lasketaan janan pituus.



\/(xz — x>+ —n)?

= (=8 = (=10))% + (3 — 0)?
o

= J4+9

=13

¢) Lasketaan janan keskipisteen koordinaatit.

(xl +x2 Y1 +y2) (z1,91)
2 2 (~5,9)

(2, Y2)
(2,9)

_ (=542 949,
2 02

_ (=3 18

—Y20 2

_ 3

Lasketaan janan pituus.

\/(xz —x)?+ (2 —n)?
=2 —(=5)> + (-9
=7 +0>

.

=7

Vastaus

a) keskipiste (4, 2), pituus 10

b) keskipiste (-9, %), pituus J13
¢) keskipiste (—%, 9), pituus 7



4.2

Lasketaan janan AB keskipisteen koordinaatit.

(2, 95)

(x1+x2 y]+y2) B =(2,7)
2 2

_—64+2 —-1+47

=( 2 7 2 )

(=4 6
272

=(-2,3)

(z1,91)
A= (—6, —1)

Lasketaan janan 4B keskipisteen (—2, 3) jaorigon (0, 0) vélinen
etiisyys (kahden pisteen vélinen etdisyys on pisteiden vélisen janan pituus).

\/(xz —x)*+ (= n)?
= J(=2-0)2 + (3—0)2
=(=2)* +3

=J4+9

=13

Vastaus

J13



4.3

Janan toinen péitepiste on origossa eli (0, 0). Merkitdin toista
padtepistettd (x, y). Janan keskipiste on tdlloin

iz, Ay (z, 2

2 2

o<

Toisaalta keskipiste on (12,—5).

Muodostetaan yhtilot ja ratkaistaan x ja y.

=-5]2,

< N

=-10
Janan toinen péétepiste on (24,—10).

Lasketaan janan pituus.

\/(xz —x)? + (2 — »)?

= \/ (24 — 0)? + (=10 — 0)? Sievennetdin CAS-laskimella.
=26

Vastaus
paitepiste (24,—10), pituus 26



4.4

Janan x -akselilla olevan pédtepisteen y-koordinaatti on 0. Merkitddn
titd padtepistettd (x, 0).

Janan y -akselilla olevan péétepisteen x-koordinaatti on 0. Merkitdan
titd padtepistettd (0, y).

Janan keskipiste on tilldin

Toisaalta keskipiste on (—8, 3).

Muodostetaan yhtilot ja ratkaistaan x ja y.

I
o W

=-8 |2 |2

X
2
x

< N

=-16

Janan péatepisteet ovat siis (—16, 0) ja (0, 6).

Vastaus



4.5

a) Appletilla ndhdéén, ettd x-akselin pisteiden (—1, 0) ja (5, 0)
etdisyys pisteestd (2,—4) on 3.
b) Merkitddn x-akselilla olevaa pistettd (x, 0).

Pisteen (x, 0) etdisyys pisteestd (2,—4) on 5. Muodostetaan yhtalo
jaratkaistaan x.

\/ (x—=2)2+(0—(—4)% =5 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-1 tai x=5
Pisteet ovat (—1, 0) ja (5, 0).
Vastaus

a) (=1, 0) ja (5, 0)
b) (-1, 0) ja (5, 0)



4.6

a) Merkitddn x-akselilla olevaa pistettd (x, 0).

Pisteen (x, 0) etdisyys pisteestd (7, 6) on 10. Muodostetaan yhtilo
jaratkaistaan x.

\/ (x=7)2%+(0-6)2 =10 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=-1 tai x=15

Pisteet ovat (—1, 0) ja (15, 0).

b) Merkitddn y -akselilla olevaa pistettd (0, y).

Pisteen (0, y) etdisyys pisteestd (7, 6) on 10. Muodostetaan yhtalo
jaratkaistaan y.

\/(0 ~N? +(y—6)?* =10 Ratkaistaan CAS-laskimella.

y=6-+/51 tai y=6++51

Pisteet ovat (0, 6—~/51) ja (0, 6 +~/51).

Vastaus
a) (—1, 0) ja (15, 0)

b) (0, 6—+/51) ja (0, 6++/51)



4.7

Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

AB = \/(14 — 0)2 +(-3— (—5)2 Sievennetdan CAS-laskimella.

— 1042

AC = \/ (6—0)2 +(3—(-5))? Sievennetidin CAS-laskimella.
=10

BC = \/(6 — 14)2 +(3- (—3))2 Sievennetdan CAS-laskimella.
=10

Tutkitaan kolmion ABC suorakulmaisuutta kokeilemalla, toteuttavatko
sivujen pituudet Pythagoraan lauseen. Jos kolmio 4BC on

suorakulmainen, pisin sivu 4B = 1042 ~ 14,14 on sen hypotenuusa.

AB? = AC? + BC?
(105/2)2 =102 +102
1002 =100 + 100
200 = 200

tosi

Koska kolmion ABC sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen,
kolmio ABC on suorakulmainen.

Vastaus

AB =102, AC=10 ja BC =10

Kolmio on suorakulmainen, koska sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan
lauseen.



4.8

Kolmion ABC kirjestd B piirretyn keskijanan toinen paétepiste on
janan AC keskipiste.

Lasketaan janan AC keskipiste.

X+X Nt

(57 )
:(1+(2—4)’ 2452)
_(=3 4
272

— (=3
=(=3.2)

Lasketaan keskijanan eli pisteiden B =(—3, 5) ja (—%, 2) vilisen

janan pituus.

\/(xz —x)* 4+ (= n)?

2
- \/(_3 - (_3)) +(2-5)% Sievennetidin CAS-laskimella.

35
2

Vastaus

35
2



4.9

a) Piirretddn kdyrdt y=|x+1| ja y=[3x—6|.

Yy

b) Yhtélon ‘x + 1‘ = ‘3x — 6‘ ratkaisuja ovat kdyrien y = ‘x + 1‘ ja
y =[3x—6| leikkauspisteiden x-koordinaatit, eli x ~1,3 tai

x =~ 3,5.



¢) Ratkaistaan yhtdlo ‘x + 1‘ = ‘3x — 6‘ laskemalla.

x +1]=3x—6|
x+1=3x-6 |-1 tai x+1=—-Bx—-06)
x=3x-7 | —3x x+1=-3x+6 |—1
—2x=-7 [: (—2) x=-3x+5 | +3x
x:% 4x =5 14
_3
Ty
Vastaus
a) ks. kuva
b) x~1,3 tai x~3,5
) x=2 tai x=

4 2



4.10

a) Etsitdén appletilla se x-akselilla oleva piste, joka on yhtéd kaukana
Sadun sekd Sagan kodeista.

4

y ~
300 325 )
.
(300, 200)
200
201.56

100

(325, 0) %

0 100 200 300 400 500 600 i
201.56 (500, -100)

-100

Appletin perusteella Satu ja Saga eroavat pisteessd (325, 0).



b) Merkitddn x -akselilla olevaa Sadun ja Sagan eroamispistettd (x, 0).

Eroamispisteen etdisyys Sadun kodista on \/ (300 — x)% + (200 — 0)2.

Eroamispisteen etdisyys Sagan kodista on \/ (500 — x)? + (—100 — 0)2.

Eroamispisteen etdisyys molempien kodeista on yhta suuri.
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan x.

\/(300 )2 + (200 0)2 _ \/(500 )2 1(—100 0)2 Ratkaistaan
' N * CAS-laskimella.
x =325

Eroamispiste on siis (325, 0).

Vastaus
(325, 0)



4.11

a) Lasketaan janan keskipisteen koordinaatit.

X+X Nt

5 =5
=244 T+(=)
= ( 2 2 )
_(2 6
T2 2
=(1 3)

Lasketaan janan pituus.

\/(xz —x)? 4+ (v — n)?

= J(4—(=2)) +(-1-7)

N

36+ 64

V100
0

1

b) Lasketaan janan keskipisteen koordinaatit.

(x1+x2 J’1+)’2)
2 7 2

_ 9+ (12) 1147

_ =21 18

2 0 2
— (101, 9)
2,

Lasketaan janan pituus.



\/(xz —x)*+ (0 —n)?

= J(—12—(=9) + (7 —11)
=\9+16

=25

5

¢) Maédritetddn janan keskipisteen koordinaatit.

X+XxX n+m

( 2 2 2 )
_ 0+ 0+5
25 )
_ b
=32

Maéiritetdén janan pituus.

\/(xz —x)?+ (i —n)?
= J(a—0)? +(b—0)

— /aZ +b2

Vastaus
a) keskipiste (1, 3), pituus 10

b) keskipiste (—10%, 9), pituus 5

¢) keskipiste (%, g), pituus +/a? + b?



4.12

Janan keskipisteen x-koordinaatin laskemisessa on tapahtunut
merkkivirhe. Oikea keskipisteen x-koordinaatti on

2411

X 3 5

Janan pituutta laskettaessa on kdynyt merkkivirhe sekd x-koordinaattien
ettd y-koordinaattien erotuksessa. Oikea janan pituus on

J6— (32 1 (212 =4f97 + (—3)2 =90 = 310.



4.13

Janan x -akselilla olevan pédtepisteen y-koordinaatti on 0. Merkitddn
titd padtepistettd (x, 0).

Janan y -akselilla olevan péétepisteen x-koordinaatti on 0. Merkitdan
titd padtepistettd (0, y).

Janan keskipiste on tilldin

Toisaalta keskipiste on (a, b).

Muodostetaan yhtilot ja ratkaistaan x ja y.

-2

< N

I
D o

Janan péatepisteet ovat siis (2a, 0) ja (0, 2b).

Vastaus
(2a, 0) ja (0, 2b)



4.14

Janan toinen piitepiste on (—6, 7). Merkitddn toista padtepistettd (x, y).

—6+x T+y
b 2 )‘

Janan keskipiste on tilldin ( 5

Toisaalta keskipiste on (4, 2).

Muodostetaan yhtélot ja ratkaistaan x ja y.

—6+x T+y
—I= =4 =2
2 2

Ratkaistaan CAS-laskimella.

Janan toinen paitepiste on (14,—3).

Lasketaan janan pituus.

\/(xz —x)?+ (i —n)?
= J(14—(=6))? +(-3-7)? Sievennetiin CAS-laskimella.
=105

Vastaus
paitepiste (14,—3), pituus 104/5




4.15

a) Merkitddn x-akselilla olevaa pistettd (x, 0).

Pisteen (x, 0) etdisyys pisteestd (—8, 5) on 13. Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan x.

\/ (x—(=8)2 +(0—-5)? =13 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-20 ta x=4

Pisteet ovat (—20, 0) ja (4, 0).
b) Merkitddn y -akselilla olevaa pistettd (0, y).

Pisteen (0, y) etéisyys pisteestd (—8, 5) on 13. Muodostetaan
yhtélo ja ratkaistaan y.

\/(0 —(=8)? +(y—5)? =13 Ratkaistaan CAS-laskimella.

y=5-—4/105 tai y=5++/105

Pisteet ovat (0, 5—+/105) ja (0, 5++/105).

Vastaus
a) (—20, 0) ja (4, 0)

b) (0, 5—+/105) ja (0, 5++/105)



4.16

Olkoon pisteen 0 molemmat koordinaatit a. Pisteen Q = (a, a)
etdisyys pisteestd (2, 0) on 10. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan a.

\/(2 —a)’> +(0—a)*> =10 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=—6 tai a=28

Siis 0= (—6,—6) tai Q= (8, 8).

Vastaus

Q0 =(-6,-6) tai 0 =8, 8)



4.17

Merkitdén tuntemattomia pisteitd B = (x, ;) ja C = (x,, ¥5).

= (z1,91)

Suunnikkaan lavistdjien OB ja AC leikkauspiste on D = (4,-3).
Tiedetdin, ettd suunnikkaan l4vistdjit puolittavat toisensa, eli piste D on
myos lavistédjien keskipiste.

Toisaalta lavistdjain OB keskipiste on (—— + al , 0 + gl )= (

34! )

Muodostetaan yhtélot ja ratkaistaan x; ja ).

X . M 3.
o4 |2 L= 32
x1=8 y1:—6
Siis B — (8,—6).

Ratkaistaan vastaavasti pisteen C = (x,, ,) koordinaatit.
—4+ X -2+ Y2 )

2 72 ’
Muodostetaan yhtdlot ja ratkaistaan x, ja y,.

Lavistdjain AC keskipiste on (



—4+X2 —2+y2
> =4 > =-3
X, =12 y=-4

Siis C = (12,—4).

Vastaus
B=(8,-6) ja C=(12,-4)

Ratkaistaan CAS-laskimella.



4.18

Kuvassa esimerkki tilanteesta arvolla x = 5,4.

y
%p C
°
4
G
2
A B X
O P L
-2 0 2 6 8
\IE_‘F

a) Koskanelion AXCD kaikki sivut ovat yhta pitkié, jokaisen sivun
pituus on x. Koska nelidn sivut ovat kohtisuorassa, niin D = (0, x).

Lasketaan x-akselin alapuolisen nelion XBEF sivun BX pituus.
Tiedetddn, ettd B = (4, 0) ja X = (x, 0).

BX = J(x—4)2 +(0—0) = /(x—4)2 = x—4

Siis nelion XBEF jokaisen sivun pituus on x — 4. Talloin
E=4,—-(x—4)=(@4, 4—x).



b) Lasketaan janan DE keskipiste G.

G:(O_54, x—|—4—x)

2
_(4 4
2’ 2
=(2,2)

Huomataan, ettd janan DE keskipisteen G arvo ei riipu muuttujasta
X.

¢) Kuvassa esimerkki tilanteesta arvolla x = 2,7.

y
4
31D c

°
G
2
F E
1
4-x

A X B

Og Py 2
-1 0 1 2 3 4 5 6

Kun 0<x <4, niin D= (x, 0) ja £E=(4, 4—x), kuten a-
kohdassakin. Siis G = (2, 2) kuten b-kohdassakin, joten sen arvo ei
riipu muuttujasta x.

Vastaus

a) D=(0,x) ja E=(4,4—x)

b) Keskipiste on (2, 2).

¢) Ei vaikuta, janan keskipiste on tissdkin tapauksessa (2, 2).



4.19

a) Piirretiéin kdyrit y = \2x2 - x\ ja y=|2x].

-2 -1

o

(0’ 0) 1 2 3 4

b) Yhtilon ‘sz — x‘ = ‘2x‘ ratkaisuja ovat kdyrien y = ‘2x2 — x‘ ja

y= ‘Zx‘ leikkauspisteiden x-koordinaatit, eli x ~ —0,5, x ~ 0 tai

x~1,5.



¢) Ratkaistaan yhtilo ‘2x2 —x‘ =|2x| laskemalla.

‘2)62 — x‘ = ‘2x‘

2x2 —x=2x | —2x tai 2x% —x = —2x | +2x

2x2=3x=0 2x* +x=0

x(2x—-3)=0 x2x+1)=0

x=0 tai 2x—=3=0 |13 x=0 tai
2x=3 |:2 2x=—1 |:2
_3 1
x=3 x=-5

Vastaus

b) x~—-0,5, x=~0 tai x~1,5

__1 i x—2
) x= ok x=0 talx—2



4.20

a) Lasketaan pisteiden (—3, 1) ja (7,—9) taksinkuljettajan etdisyys.

‘xz —xl“i“J’z—)’l‘
=|7—(=3)|+|-9-1
=10+ |-10|
=10+10

=20

b) Lasketaan pisteiden (2, 4) ja (—1,—3) taksinkuljettajan etiisyys.

‘xz —xl‘ﬂyz—h‘

=|-1-2|+]-3-4
=[~3+]-7
=347

=10



Pisteitd (2, 4) ja (—1,—3) yhdistéva reitti, jonka pituus on
taksinkuljettajan etdisyys, voidaan piirtdd yhdistimalla pisteet x -
akselin ja y-akselin suuntaisilla janoilla. Esimerkiksi:

Yo A=(29)
4 ®

-2 -1 0 1 3 4

Vastaus
a) taksinkuljettajan etdisyys on 20
b) taksinkuljettajan etdisyys on 10



4.21

/
/
a) Jana AB on s -akselin suuntainen, jolloin sen pituus AB =5
voidaan laskea ruutuina kuvasta.
Vastaavasti jana BC on f-akselin suuntainen, jolloin sen pituus
BC =7 voidaan laskea ruutuina kuvasta.
Ratkaistaan janan AC pituus kosinilauseella.
AC? = AB? + BC? —2- AB- BC - cos 60°
AC? =52 +7% —2.5-7-¢c0s60° Ratkaistaan CAS-laskimella.

AC =39 ~ 6,2



b) Lasketaan kolmion ABC pinta-ala sinikaavalla.

AABC:%-AB-BC-sin6O°

:%-5-7-sin60°

—%zls,z

Vastaus
a) AB=5, BC=7 ja AC =+/39 ~6,2
b) 35;5z15,2



4.22

a) Pisteet A= (s, t;), B=(s,, ;) ja C=(s,, t,) madrdivit
kolmion ABC, jonka avulla voidaan laskea kysytyn sivun AC pituus.
Kéydaan lépi eri tapaukset.

Tapaukset 1 ja 2.

Sl < S2 ja tl < t2 tal S2 < Sl ja

C = (s2,t3)

N
GAANY
/ N
; ~
/ ~
/ .~
/ N
’ S
/ .~
/ .~
60° oo
B=(s2,t1) N el o
A= (s1,t1)
/ .
/
/
/

A= (s1,t1)

B = (s, 11)

C = (s, t2)

Jana AB on s -akselin suuntainen, joten sen pituus on
AB = ‘Sz — 5 ‘

Vastaavasti jana BC on ¢ -akselin suuntainen, joten sen pituus on
BC - ‘zz - tl ‘

Ratkaistaan kysytty etdisyys AC kosinilauseella.



AC? = AB? + BC? —2- AB- BC - cos120°

Ac? :(‘52 _SIDZ +<‘t2 —11‘)2 _2"52 —Slez —11\'(—%)

AC? = (55 — ) + (ty — 1)) + sy — 1]t — 1]

AC = \/(Sz —51)% + (= 11)* +[sy — st — 1|

Sievennetén vield termi |s, — s;[|t, — 7|

Tapauksessa 1 51 <s, ja f; <t,, jolloin

sy = 1|ty — 11| = (55 — st — 1))

Tapauksessa 2 s, < ja t, <t, jolloin

sy = s1||ta — 11| = = (55 —57) - (—=(ty = 1)) = (57 — 5t — 7).

Siis tapauksissa 1 ja 2 Kkysytty etdisyys on
AC = \/(Sz —51)? +(ty — 1) + (57 — )t —17).

Tapaukset 3 ja 4.
S, <8 Ja H <t tai

C = (s2t2)

B= (st A= (o1,t1)

C = (s2,t2)

Vastaavasti kuten tapauksissa 1 ja 2, AB=|s, —s|| ja
BC — ‘tz - tl ‘

Ratkaistaan kysytty etidisyys AC kosinilauseella.



AC? = AB? + BC? —2- AB- BC - cos60°

2 2
AC? = (ls =[] +(jr2 —11]) —2'\S2—Sl\'\fz—f1\%
AC? = (s; —51)2 +(t; —1)* —|sy — 51|t — 1]

AC:\/(Sz —s)? + (6 — 1) —|sy — 51|t — 11|

Sievennetéén vield termi |s, — 5|t — /.
Tapauksessa 3 s, <s ja t; <t,, jolloin
52 =1t =1 = —(s3 = s)(12 = 1y).
Tapauksessa 4 s; <s, ja t, <t, jolloin
52 =51l =11 = (52 = 51) - (=t = 17)) = —(55 = 57)(t — 1))
Siis tapauksissa 3 ja 4 kysytty etédisyys on
AC = \/(Sz —s)2 4 (1 —1)? = (—(sy =)t — 1))
= \/(Sz —51)% +(ty — 1) + (59 — 5ty — 7).

Niin ollen kaikissa tapauksissa pisteiden (s, s,) ja (#, t,) vilinen

etdisyys on \/(sz =512+ (ty —1))? + (55 — st — ).

b) Sijoitetaan a-kohdan kaavaan (s;, s,) = (0, 0) ja (s, t,) = (s, ).
\/(52 —5)? + (1, — 1) + (s — )ty — 1)
= J(s—0)2 + (¢ —0)% + (s — 0)(t — 0)

=2 +12 +st

Vastaus
a) (53— )2+t — )2 + (55 — sty — 1)

b) s? +12 + st
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