18.1
a) Pisteen 4= (2, 7) paikkavektorion OA4 =2i+7;.

Lasketaan vektorin OA4 pituus.
| 04 |= 2% 477 \E\:./a§+aﬁ,missé

=4 +49 a,=2jaa,="7.
=53

b) Pisteen B = (3,—5) paikkavektorion OB =3i—5].

Lasketaan vektorin OB pituus.

b) o) . .
= (a5 +a; , missd

a, =3 ja a, =—5.

| OB |= /3% +(=5)? |a

_ 5

O
+
[\l
9]

¢) Pisteen C = (-9, 0) paikkavektorion OC = —9i+0; = —9i.
Lasketaan vektorin OC pituus.
| OC |=/(=9)? + 02 | @ |= /a2 + a‘2 , Mmissé

= /81 a,=-9 ja a,=0.
=9



d) Pisteen D = (\/g,—Z) paikkavektori on OD = J5i— 2j.

Lasketaan vektorin OD pituus.

| OD |= \/(\/5)2 +(=2)? | @ |=\JaZ + aﬁ , missd
=J5+4 a, =5 ja a, =-2.

_ 5

=3

Vastaus

a) OA=2i+7j, |OD|=+/53
b) OB=3i—5j, |0Bl=+/34
¢) OC=-9i, loCl=9

d) OD =+/5i—2j, |oDl=3



18.2

Pisteen koordinaatit voidaan lukea sen paikkavektorin komponenttien
kertoimista. Kun pisteen A paikkavektori on OA = xi + yj, pisteen
koordinaatit ovat (x, y).

a) Pisteen A paikkavektori on OA = 37 — 87, joten pisteen koordinaatit
ovat (3,—8).

b) Pisteen 4 paikkavektorion OA4 =7j =07 + 7, joten pisteen
koordinaatit ovat (0, 7).

¢) Pisteen 4 paikkavektorion O4 = —7 + ;j', joten pisteen

3
koordinaatit ovat (—1, %).
Vastaus
a) (3,-8)
b) (0, 7)

9 (-1 3)



18.3

Selvitetddn pisteestd 4 = (—5, 4) alkavan vektorin 97 + 23

loppupisteen H koordinaatit marittimalld sen paikkavektori OH.

Hahmotellaan mallikuva.

A=(=5,4)
0= (0, 0)

Madritetdén pisteen H paikkavektori.

OH = OA + AH OA=—5i +47
=57 +47 +97 +237 AH =97 4+ 237
=47 +277

Piste H = (4, 27).

Vastaus
H=(4, 27)



18.4

Merkitdan vektorin alkupistetté
kirjaimella A4 ja loppupistettd
kirjaimella B.

A=(—6,8)

On selvitettdava loppupiste B kun
lahdetéddn pisteestd A4 ja kuljetaan
vektori V.

Madritetdan loppupisteen B
paikkavektori pisteen A
paikkavektorin OA4 ja vektorin v
avulla.

0 = (0, 0)

OB=04+v OA=—67 +87
= —6i +87 +37 —127 v =37 —127
= 37 —47

Loppupiste B onsiis (—3,—4).

Vastaus
(~3,-4)



18.5

a) Madritetddan vektori A4B.

E:(xz —x)i + (= y)Jj
=(5-9)7 +(3—13)7
47T —107

A= (x,y)=1(9, 13)
B=(x,y,)=(,3)

b) Madritetdédn alkupisteen P paikkavektori.
Pisteeseen P pdidstddn origosta kulkemalla
vektorin AB vastavektori BA.

o
OP = BA BA=—AB
= —4B AB = —4i —10;
= —(—47 —107)
=47 +107

Loppupiste P onsiis P = (4, 10).

Vastaus
a) AB=—47 —10]
b) P=(4, 10)



18.6

a) Madritetddan vektori A4B.

AB = (x; —x))i + (v, — 3]
=(6-2)7 +(9—(=5))j
= 47 + 147

b) Médritetdin vektori AB.

AB = (xy —x))i +(»y — )T
—2-6)T+(5-9)]
— 4747

¢) Madritetdsn vektori AB.

AB = (xy —x))i + (v, — 3]
=0O—(=5)i +(6-2)j
=14i +4;

d) Miiritetddn vektori AB.
AB = (xy —x))i +(»y —»)J

=(6-5)7 +(9—-2)7
=7 +7

Vastaus
a—4,b-2, ¢c-5, d-1

A= (x;, ) =(2,-5)
B =(x;,,)=1(6,9)

A= (x,)=1(6,9)
B=(xy,,)=(2,5)

A=(x, ) =(-5,2)
B= (Xza }’2) =(9,6)

A= (x,y)=G,2)
B =(x3,y,)=1(6,9)



18.7

a) Muodostetaan vektori AB ja lasketaan sen pituus.

AB = (22 — (—14))i +(—43—34)] Vektori pisteesti 4 = (—14, 34)
=36i —77) pisteeseen B = (22,—43).

[4Bl = /362 + (—77)? =85

b) Muodostetaan vektori CD ja lauseke sen pituudelle.

CD = (4t —1)i +(12—89)7 Vektori pisteestd C = (¢, 89)
=3i-77j pisteeseen D = (4¢,12).

€Dl = {312 + (—=77)? = /92 + 5929
Pituudet |CD| ja |4B| ovat yhté suuret. Ratkaistaan t.

[cD| =48]

\9£2 +5929 =85 Ratkaistaan CAS-laskimella.
t=—12 tai t =12

Vastaus
a) |4B| =385
b) t=-12 tai t=12



18.8

a) Kuvasta ndhdaén, ettd a = 3i+ 2.

Lasketaan vektorin @ pituus.

@l =+32+22 =J9+4 =13

b) Kuvasta nihddén, ettd b =i—4.

Lasketaan vektorin b pituus.

Bl=y12 + (-4 =1+16 =17



¢) Miiritetdin summavektori 5@ —2b vektorien 2 ja b avulla.
5a—2b =537 +27)—2(i —47)  a =30 127, b =7 4]
— 157 +107 — 27 +87
— 137 4+ 187

Lasketaan vektorin 5@ —2b pituus.

5 —2b| = /132 +182 @l = \Ja? + a2, missi
=+/493 a, =13jaa, =18.
Vastaus

a) =37 +27, lal=+13
b) b =747, [bl=17
¢) 5a —2b =137 +187, |5a —2b| = /493



18.9

a) Merkitddn koordinaatistoon pisteet

A=@3,-8), B=(-2,7) ja

C=4, 4.

Piirretiin vektorit AB ja
Vektoreiksi saadaan

AB =—5i +15; ja

AC =7 +12j.

AC.

s
B=(-2,7)

Cc=(4,4)

A=(3,-8)



b) Kopioidaan vektori AC ja siirretisn se
alkamaan pisteestd B.

Péaadytadn pisteeseen (—1, 19).
¢) Kopioidaan vektori AB ja

siirretddn sitd niin, ettd se

loppuu pisteeseen C. ) C=t )

Vektori alkaa pisteestd
9,—11).

(-1,19)

(9,—-11)

Vastaus

a) AB=3-57 +15j, AC =17 +12]
b) (-1, 19)

¢) (9,—11)




18.10

a) Pisteiden 4= (2, 3), B=(0, 7) ja C = (4,—2) paikkavektorit ovat
OA=2i +37, OB=0i +77=17] ja OC =4i —2].

Paikkavektorien summa on

OA+OB+0C =2i +37 +77 +4i —27
=67 +87

b) On selvitettdva loppupiste P, kun ldhdetéén pisteestdi C = (4,—2) ja
kuljetaan summavektori OA4 + OB + OC = 6i + 8. Kutsutaan titi

vektoria nimelld CP.

Hahmotellaan mallikuva.

C=(4,-2)



Mairitetdédn pisteen P paikkavektori.

OP = OC + CP OC=4i —2] ja CP=6i +8j
=4i —2j+6i +8)
=107 +6;

Loppupiste P = (10, 6).
Vastaus

a) 67 +87
b) P = (10, 6)



18.11

a) Kolmion kédrkien B ja C koordinaatit saadaan selville méarittdmélla
niiden paikkavektorit OB ja OC.

Hahmotellaan mallikuva.

Pisteen A4 = (3, 0) paikkavektorion O4 = 37.

Maidritetdén pisteen B paikkavektori.

OB = OA+ 4B 0A=3i, AB=5i —2j
=3i +5( —2j
=8 —2j

Kérki B onsiis B =(8,—2).
Maidritetddn pisteen C paikkavektori.



OC = OB + BC OB=8i —2j, BC=—i +8j
=8i —2j—1+8j
=7i+6j

Kérki C onsiis C = (7,6).

b) Jos kolmio on suorakulmainen, sen sivujen pituudet toteuttavat
Pythagoraan lauseen.

Lasketaan saadun kolmion sivujen pituudet ja tutkitaan, toteuttavatko ne
Pythagoraan lauseen.

Sivun AB pituus on sama kuin vektorin 4B =5i — 2 pituus.

4Bl =52 + (-2 =25+ 4 =29

Sivun BC pituus on sama kuin vektorin BC = —i +8 pituus.

BCl=\(=1)? +8 =1+64 =65

Sivun AC pituus on sama kuin vektorin AC pituus. Médritetisn
vektori AC vektorien AB ja BC avulla ja lasketaan sen pituus.

AC=AB+BC =5 =2 —7 +8j =4i +6

[AC| =42 +62 = (16 +36 =52

Néhdéan, ettd sivuista pisin on BC. Tutkitaan, toteuttavatko sivujen
pituudet Pythagoraan lauseen.



4B +[acl’ =|Bcl

29 +52 =065
81 =65
epétosi

Kolmion sivujen pituudet eivit toteuta Pythagoraan lausetta, joten
kolmio ei ole suorakulmainen.

Vastaus
a) B= (87_2)9 C= (7a 6)
b) eiole



18.12
a) Pisteen 4= (-7, 1) paikkavektorion O4=—77 + .

b) Pisteen B paikkavektorion OB = 6i — 87, joten pisteen koordinaatit
ovat (6,—8).

¢) Lasketaan vektorien O4 ja OB pituudet.

\@\ = \/(—7)2 +12 lal = ./af. + af , missi
=449 +1 a,=-7jaa,=1
_ /5
=4/25-2

=52

|OB| = /62 + (—8)2 @l = Ja? + a2, missi
=+/36+64 a,=6jaa,=-8
= /100

10

Vastaus

a) OA=-T7i +7

b) B =(6,—8)

¢) [04|=5v2 ja [0Bl=10



18.13

a) Madritetddn vektorit AB ja AC, kun A =(—2,-3), B=(4,—1) ja
C =(2,-6).

AB = (x3 —x)T + (y2 — )] A= (x, y)=(-2,-3)
=@—(=2)i +(-1-(=3)/ B=(xy, ) =(4-1
= 67 +27

AC = (xy —x)T + (v — 1) A=(x, ) =(-2,-3)
=2—-(=2)i +(=6—(=3))]  C=(x,1,)=(2,-6)
— 47 —37

b) Kutsutaan pisteesti B alkavan vektorin AC loppupistettd pisteeksi
P. Pisteen koordinaatit saadaan selville médrittimélld sen
paikkavektori.

Hahmotellaan mallikuva

O = (0, 0)




Madritetdén pisteen P paikkavektori.

OP = OB + BP BP = AC
= OB + AC OB =47 — ], AC =47 —3]
— 47 — ] +47 =37
=87 —47

Péaadytéan siis pisteeseen (8,—4).

¢) Kutsutaan pisteeseen C piittyvin vektorin AB alkupistetti pisteeksi
P. Pisteen koordinaatit saadaan selville médrittdmalld sen
paikkavektori.

Hahmotellaan mallikuva.

0=(0,0)

C=(2,-6)

AB =61+ 2j



Mairitetdén pisteen P paikkavektori.

OP = OC + CP CP=—A4B
= O0C — 4B OC =27 —6j, AB=67 +27
=2i —6 — (61 +27)
=2 —6j —61 —2]
= —47 —87

Vektorin alkupiste P = (—4,—8).

Vastaus

a) E:6?+27, TC:47—37
b) (8,—4)

¢ (—4,-8)



18.14

a) Madritetddn vakion ¢ arvot appletilla. Loydetéén kaksi arvoa.

t=22
*®
a =107 +3t] =107+ =67
10
11.66 i
6
] b= bti — 6 = —107 — 6}
Kun ¢ = —2, kummankin vektorin pituus on 11,66.

t=2
11.66 .

a =107+ 3tj =107 +67

10

b="5ti — 65 = 107 — 6

11.66

Kun ¢ = 2, kummankin vektorin pituus on 11,66.



b) Muodostetaan vektorin @ =10/ + 3z pituuden lauseke.

7l = 102 + (3¢)2 =100+ 972

Muodostetaan vektorin b = 5¢i — 6 pituuden lauseke.

Bl = (502 + (—6)? =+/25¢2 +36
Pituudet |al ja |b| ovat yhti suuret. Ratkaistaan .

| = b
J100 + 972 = \25:2 + 36 Ratkaistaan CAS-laskimella.
t=-2 tai t=2

Vastaus
t=-2 tai t=2



18.15

Muodostetaan vektorin %1/7 —5v lauseke vektorien # ja v avulla.

%ﬁ—SV:%(67—127)—5(—7+4I') =60 —12],v=—1+4j
=27 — 47 +57 —207
=77 — 247

Lasketaan vektorin %ﬁ — 5V pituus.

— 7 +(—24)2 =/49+576 = /625 =25

%a—Sv

Vastaus
25



18.16

Merkitddn vektorin v = 5i —12; loppupistettd kirjaimella B ja
vektorin # = 207 — 21 loppupistettd kirjaimella C.

Hahmotellaan mallikuva.

A= (-3,9)

C
Kolmion kolmannen sivun BC mairad vektori —v +u7 =u — V.

Maidéritetddn vektori o — V.

i —v =207 —217 — (571 —127) i =207 —217, v=5i —127
=207 —217 —57 +127
—157 —9F

a) Lasketaan kolmion sivujen pituudet vektorien v =5i —12;,
w=20i —217 ja wu—v =15 —9; avulla.
AB =v]= /52 +(=12)2 =25+144 =169 =13
AC = i) = /202 + (—=21)% = /400 + 441 = /341 = 29



BC =u —v] = /152 +(=9)? =/225+81 =+/306 ~ 17,5

Nahdéaan, ettd kolmion lyhin sivu on 4B ja sen pituus on 13.

b) Kolmion kirkipisteet B ja C saadaan selville méarittdméall4 niiden
paikkavektorit.

Pisteen A= (-3, 9) paikkavektorion O4 = —37 +97.

Madritetdédn pisteen B paikkavektori.

OB = OA+ 4B AB =7V
=0A+v OA=-37 +97, v=>5i —12j
=37 +9j +57 —12]
=27 —-37

Kaérkipiste B = (2,—3).

Madritetdén sitten pisteen C paikkavektori.

OC =04+ AC AC =1
=0A+u OA =37 +97, =207 —21]
=37 +9j +207 —217
=177 —127

Karkipiste C = (17,—12).

Vastaus
a) AB=13
b) B=(2,-3) ja C=(17,—-12)



18.17

Kolmion sivut maérdytyvit vektoreista
a=-2i +7j, b =5i +9; janiiden
erotusvektorista
b—a=5i +9j—(=2i +7))

=5 +9j+2i =7j

=7i +2j.

Jos kolmio on suorakulmainen, sen sivujen pituudet toteuttavat
Pythagoraan lauseen. Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

@l = (=22 +72 =4+ 49 =/53
b] =+/52 +92 =25 +81 =106
—al =72 122 = J49 14 =53

Nihdiin, ettd kolmion pisimmin sivun méirid vektori 5. Tarkistetaan,
toteuttavatko sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

Sl

@’ +lp —al’ =[5l

(V53)% + (+/33)? = (1/106)?

53+53=106
106 =106
tosi

Pythagoraan lause toteutuu, joten kolmio on suorakulmainen.

Vastaus
on



18.18

Vektorin @ = 7¢i —24¢j pituuden lauseke on
= J(70)% + (—241)?
= \49¢% + 5761

625¢2

= 2512
= 25[¢|

Muodostetaan yhtild |a@| =1 ja ratkaistaan vakion ¢ arvo.

25ld =1
=L 55
_ 1 _ 1
t—25 tai t= 75

Muodostetaan vektorin @ lausekkeet.

1

Kun t—g niin
a="T1 —24if =7- 2%1 _24.2%j:2157_%17.
Kun t:—L niin

25°
a:75—24;7:7.(_%)7_24.(_%)7:_%f+%—.
Vastaus
Kun ¢ =-— 5,niin a——%?-y%*



18.19

Kaérkipisteiden 4= (-3, 7) ja B =(4,—5) paikkavektorit ovat
OA=—-3i +7j ja OB=4i —5]j. Kirkipisteen C paikkavektori on
ocC.

Kiérkipisteiden paikkavektorien summa on nollavektori. Muodostetaan
yhtilo ja ratkaistaan paikkavektori OC.

0OA+OB+0C =0
OC— _04-0B OA==30+7J
OB = 47 —57
=—(-3i+7j)—(4i —5))
3777 4T +57
—7-2

Kérkipiste C onsiis C = (—1,-2).

Vastaus
C=(-1,-2)



18.20

Suunnikkaan vastakkaiset sivut
ovat yhdensuuntaiset ja yhtd
pitkat. Kérkipisteeseen D
padstddn esimerkiksi 1ahtemalla
karkipisteestd A4 ja
kulkemalla vektori BC.

C = (5,6)

v oy e e, A= (=2, 4)
Madritetdén pisteiden

B=(,—-1) ja C=(5, 6)

vilinen vektori BC.

B=(3,-1)
BC = (xy =)0 + (2 = 2)J B =(x )=~
=(5-3)7 +(6—(~1)] C = (x3,77) = (5, 6)
=2i+7j
Muodostetaan kérkipisteen D paikkavektori.
. OA=—-27 +47
OD = 04 + BC ety
BC=2i+7j

— 27 47+ 21 + 77
=07 +117

Neljas karkipiste on siis D = (0, 11).

Vastaus
D=(0,11)



18.21

Merkitddn annettuja kirkipisteitd S = (3, 4), T =(5,—1) ja
U=(-2,5).

Pisteiden sijaintia havainnollistaa oheinen kuva.

IEEXCIE))

Olkoon neljas karkipiste V. Koska karkipisteiden jéarjestystd ei ole
kiinnitetty, voi neljds kirkipiste sijaita useassa eri paikassa. Kaikki
mahdolliset suunnikkaat ovat SUVT, SUTV ja SVUT.

Kasitellddn jokainen tapaus erikseen. Pisteen koordinaatit saadaan selville
médrittdmalld sen paikkavektori.



Suunnikas SUVT :

Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja yhtd pitkét.
Karkipisteeseen V
padstddn esimerkiksi
lahtemalla
karkipisteestd T ja
kulkemalla vektori
SU.

U=(-2,5)

Hahmotellaan
mallikuva.

T = (5,-1)

Maéritetddn vektorin SU lauseke.

— - _ Vektori pisteestd S = (3, 4)
SU=(2-3)i+(5—-4)j )
pisteeseen U = (—2, 5).

— 5T 47

Muodostetaan kirkipisteen V' paikkavektori.

. OT =5i —j
OV =0T +SU T
SU =—5i +j
=51 —j—5i+7]
=07 +07

Suunnikkaan SUVT neljés kérkipiste on siis ¥ = (0, 0).



Suunnikas SUTV :
Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja yhtd pitkét.
Karkipisteeseen ¥ pédstddn esimerkiksi ldhtemaéllé kérkipisteestd 7 ja

kulkemalla vektori US.

Hahmotellaan mallikuva.

U = (—2, 5)

Vektori US on vektorin SU vastavektori, eli

US=-SU=—(=5{ +j)=5i —].

Muodostetaan kérkipisteen V' paikkavektori.

B OT =5i -7
OV =0T +US —
US =57 —j
=51 —j+51—7
=107 — 27

Suunnikkaan SUTV neljis kérkipiste on siis V' = (10,—2).



Suunnikas SVUT :

Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja yhtd pitkét.
Kaérkipisteeseen V' pédstdin v
esimerkiksi 1dhtemalla
karkipisteestd S ja

kulkemalla vektori TU.

Hahmotellaan mallikuva.
U= (-2,5)

Miéritetdan vektorin TU T=(5-1)

lauseke.

— - - Vektori pisteestd 7 = (5,—1)
TU =(—2-5i +(5—(—1)J .
pisteeseen U = (-2, 5).

=—7i +6j
Muodostetaan kérkipisteen V' paikkavektori.

. OS =37 +47
oV =0S+TU o o
TU = —T7i +6]
=37 +45 -7 +6]
=—47 +107

Suunnikkaan SVUT neljds kérkipiste on siis V' = (—4, 10).

Vastaus
(Oa 0)5 (10’_2) ja (_45 10)



18.22

Vektori AB voidaan ilmaista pisteiden A4 = (X, y) ja B=(x,Y,)
paikkavektoreiden avulla muodossa 4B = OB — OA.

Maidritetddn paikkavektorit OB ja OA.
OB = x,0 +y,]

O0A=xi +nj

Muodostetaan vektorin 4B lauseke.

AB = 0B —04
= X0 + o] — (i +11j)
=Xl +yof —xi —nJj
=(x—x)i + (v —»)J

On osoitettu, ettd jos 4 = (x;, y;) ja B = (x,, y,), niin vektori
AB = (xy = x)7 + (v, — )]

O

18.23

Vektori ¢ =ta + (1—t)b voidaan ilmaista vektorien @ =37 —2; ja
b =7 —4j avullamuodossa

c=ta+(1—-1t)b
=t(37 —27)+(1—1)7 —47))
=3t -2 +i—4) —ti +44
=0@t+1—-0)i +(—2t—4+41))
=Qt+D)i +2t—4);



Muodostetaan vektorin ¢ pituuden lauseke.
[l = (2t + 1) + (21 — 4)?
=42 44t 1442 — 161 +16

=82 —12¢ +17

Juurrettava lauseke 8¢2 —12¢ 417 on yldspéin aukeava paraabeli. Niin
ollen se saa pienimmén arvonsa huippunsa kohdalla.

Merkitisn y = 8¢> —12¢ + 17. Muokataan yhtild huippumuotoon

y—yo = a(t —1y)*.

Téaydennetdin yhtidlon oikea puoli

y =82 —12t+17 y , Y , b
nelioksi CAS-laskimella.

2
o, _3V,25 25
y_g(t 4)+2 2
2
_25 _qf,_3
Y z_g(l 4)

Huippumuotoisesta yhtélostd ndhdéén, ettd paraabelin huippu on
3 25
4’ 27

Juurrettava lauseke saa siis pienimmaén arvonsa parametrin ¢ arvolla 3

1
Lasketaan vektorin ¢ pituus.

ol =82 —12¢ +17

2
—[8(3) —12.2
B 123

=7 )

2 | 2
Vastaus
=3 =32 - 2]
4 2 2
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