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[3+11M
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Kulmat 3 ja (#+110° ovat vieruskulmia. Muodostetaan yhtalo.

B+ B+110°=180° |-110°
23 =170° -2
B =35°

Koska suorat / ja m ovat yhdensuuntaiset, samankohtaiset kulmat « ja
B +110° ovat yhtd suuret.

o= B+110°=135°+110° = 145°

Vastaus
a =145° ja B =35°
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Kolmion kulmat ovat 52°, 180° —« ja 180°—108° = 72°,

Kolmion kulmien summa on 180°. Muodostetaan yhtilo.

52°+180° —a 4 72° = 180°
304° - =180° |-304°
—o=—124°
o =124°

Vastaus
a =124°
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a)
6,5cm
u
4,0cm 50cm
35acm
Lasketaan puolisuunnikkaan pinta-ala.
A:%(3,5+6,5)~4,0 A:%(’a+b)h
=20 (cm?)

Pinta-ala on 20 cm?.

3,0mm
Lasketaan kolmion pinta-ala.
_1.30. _1
A= 5 3,0-4,0 A 2ah
= 6,0 (mm?)

Pinta-ala on 6,0 mm?

¢) Jaetaan monikulmio puolisuunnikkaaksi ja suorakulmioksi.
11,3 m

=

4,2m
6,0m

7,7m
Puolisuunnikkaan korkeuson 11,3 m—-3,8m="7,5 m.
Lasketaan kuvion pinta-ala.
A=38-42 +%(6,0 +4,2)-7,5

= 54,21

~ 54 (m?)
Pinta-ala on 54 m?.

Vastaus
a) 20 cm? b) 6,0 mm? c¢) 54 m?
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A | 11—

Kun sisempi suunnikas jactaan kuvan mukaisesta kahteen osaan lavistdjalla
muodostuu kaksi kolmiota. Koska sisempi suunnikas saatiin yhdistamalla
ulomman suunnikkaan sivujen keskipisteet, on muodostuneiden kolmioiden

molempien korkeus % =1,5cm.

Lasketaan uuden suunnikkaan pinta-ala kahden kolmion pinta-alojen
summana.

N 1l 6.15= 2
A=5-6-15+5-6:1,5=9 (em?)

Vastaus
9 cm?
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Merkitdan suunnikkaan lyhyempéaa sivua kirjaimella x. Talloin pidempi
sivu on tdlloin 1,3x.

Merkitdan kolmion sivun pituutta kirjaimella a.

1,3x

Kolmion piiri on yhtd suuri kuin suunnikkaan piiri. Muodostetaan yhtalo.
3a=2x+2-1,3x
3a = 4,6x 3

a=1,533...x ~1,53x

Kolmion sivu on siis 1,53 — 1 =0,53 =53 % pidempi kuin suunnikkaan
lyhyempi sivu.

Vastaus
53 %
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Merkitidn nelion muotoisen tontin sivun pituutta kirjaimella x.
Talon pitempi sivu on talléin %x ja lyhyempi sivu %x.

[N

Piha-alueen pinta-ala saadaan vihentdmalla tontin pinta-alasta talon pinta-
ala. Muodostetaan piha-alueen pinta-alan avulla yhtalo ja ratkaistaan tontin
pinta-ala x2.

1.1

x-x—jx-gx:400
S.2_ 6
6x =400 5
x2 =480 (m2)
Vastaus

480 m?
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a) Piirretdén jana AB ja pisteeseen 4 sen normaali. Valitaan normaalilta
piste C. Yhdistetddn pisteet 4, B ja C, jolloin saadaan
suorakulmainen kolmio 4BC.

[v~]

Piirretdén kulmien B ja C kulmanpuolittajat. Merkitdan
kulmanpuolittajien leikkauspiste. Mitataan kulmanpuolittajien
leikkauspisteeseen muodostuvan terdvan kulman suuruus.

Vaikuttaa siltd, ettd kulma on aina 45°.



b) Olkoon suorakulmaisen kolmion terdvit kulmat « ja (. Piirretddn
ndihin kulmiin kulmienpuolittajat.

Kulmanpuolittajien ja hypotenuusan muodostaman kolmion kolmas
kulma on tylpp4 ja sen suuruus on

—q80°—Lo L
v =180 ya 25

Terdvien kulmien summa

o 1
=180°— (o +
2(a A a+ 3 =90°.

1200 L0

=180 3 90

=135°.
Kulmanpuolittajien vélinen terdva kulma on timén vieruskulma.
180° —135° = 45°

On osoitettu, ettd suorakulmaisen kolmion terdvien kulmien
kulmanpuolittajien vilinen terdvéd kulma on aina 45°. [

Vastaus
a) Kulmanpuolittajien vélinen terdvé kulma néyttdisi olevan 45°.
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a) Appletin perusteella vaikuttaisi silté, ettd neljakkéén pinta-ala on puolet

lavistdjien pituuksien tulosta: A4 = %dldz.

Pinta-ala: A= 20.04
Lavistéjien pituuksien tulo: 11.26-3.56=40.08

b) Lavistdjd d; jakaa neljakkédn kahteen kolmioon. Koska neljikkdén
lavistdjat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kolmioiden korkeudet
ovat x ja d,—X.

d,

d,—x

Neljakkaén pinta-ala voidaan laskea nididen kolmioiden pinta-alojen
summana.

A:%d1<d2—x)—|—l

> d; - x Erotetaan yhteinen tekija %dl.

:%dl-(dz—xth)

1
) did,
On osoitettu, ettd neljakkddn pinta-ala voidaan laskea ldvistdjien

pituuksien avulla kaavalla 4 = %dldz. O
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Merkitdén 55 tumaan television kuvaruudun leveytti kirjaimella x ja
ratkaistaan se verrantoyhtalosta.

32_71 Ratkaistaan CAS-laskimalla.
55 X
x =122,03...(cm)

Ruudun leveys on 122 cm.

Vastaus
122 cm
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Kootaan tiedot taulukkoon.

Lampi | Mittakaava
Kartalla 39 1

Luonnossa p 15 000

Muodostetaan verrantoyhtilo ja ratkaistaan lammen ympéarysmitta p
3,9 1

p 15000
p = 58500 (cm)

Ympérysmitta on 58 500 cm = 585 m = 590 m.

Lasketaan suunnistajan keskivauhti.

v=2

t
_ 585m
- 5.60s
=1951
s
~2,01
S

Keskivauhti voidaan ilmoittaa myos yksikdssd km/h.

km _ 5 5 km
(1,95-3,6)5 = =70
Vastaus

ympérysmitta 590 m, keskivauhti 2,0 m/s (7,0 km/h)



K11

Kéytetddn oheisen kuvan merkint6jé.

60 cm

60 cm

1,1 m

Kuvion sisdkkaiset kolmiot ovat kk-lauseen nojalla yhdenmuotoiset, silla
niilld on yhteinen huippukulma ja kyljen, seké vaakasuorien kantojen
rajaamat samankohtaiset, yhtd suuret kantakulmat.

Ratkaistaan pienen kolmion korkeus x verrantoyhtdlostd. Huomataan
vield, ettd 1,1 m=110 cm.

x _ 60 Kerrotaan ristiin.
x+60 110
110x = 60(x + 60)
110x = 60x + 3600
50x = 3600 |:50
x =72 (cm)

Suuren kolmion korkeus on x + 60 cm=72cm + 60 cm =132 cm ~ 1,3 m.

Vastaus
1,3m
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Kéytetddn oheisen kuvan merkint6jé.

C

12 5

B
A X D VY B

Harjoitustehtidvin 3.14 perusteella kaikki kuvan suorakulmaiset kolmiot
ovat keskenddn yhdenmuotoisia. Ratkaistaan ensin pituus x kolmioista

ABC ja ACD.
AB _ AC
AC — AD
13_12

12 X
13x =144 |:13

_ 144

13

Ratkaistaan sitten y kolmioista ABC ja CBD.

AB _ CB

CB ~_ DB

13_5

5 vy

13y =25 1113
_ 25

T3

Suhteeksi saadaan
144 25 _ 144 13 _ 144

Vastaus
144 - 25
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Lasketaan pienoismallin mittakaava k. Tilavuuksien suhde on 1: 100 ja
toisaalta tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.

3o L
k 100
=3l —_1

100 3100

Pienoismallin mitata saadaan nyt kertomalla alkuperdiset arvot mittakaavan
arvolla.

Leveys: -2,00m = 0,4308...m ~ 0,431m=43,1 cm

1
3100

-1,00m = 0,2154..m =~ 0,215m=21,5 cm

Pituus: 3
100

Korkeus: #-3,00m =0,6463..m ~ 0,646 m= 64,6 cm

3100

Vastaus
leveys 43,1 cm, pituus 21,5 cm ja korkeus 64,6 cm.
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Merkitdan pienoismallin siiven pinta-alaa A. Pinta-alojen suhde on
mittakaavan nelid.

A _ (1)2
190 75
A=0,03377...(m?)

Pienoismallin siiven ala on noin
0,03377... m?>=337,7... cm? ~ 340 cm?.

Vastaus
340 cm?
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a) Uudet pituudet saadaan suoraan prosenttikertoimen avulla. 15%

pienennystd vastaa kerroin 100% — 15% = 85% = 0,85. Uudet pituudet
ovat

0,85-18cm=153cm=15cm ja
0,85-30cm=25,5cm =~ 26 cm.

b) Lasketaan ensin mittakaava kéyttden hyvéksi tietoa, jonka mukaan
pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid. Pinta-alojen suhde on

0,854 _ 0.85 .
Saadaan yhtals.
k? = 0,85

k=40,85 tai k=—4/0,85

Mittakaavan arvo on positiivinen, joten &k = /0,85 .
Uudet pituudet saadaan kertomalla vanhat mittakaavan arvolla.

0,85 -18cm =16,5951...cm ~ 17cm
0,85 -30cm = 27,6586...cm ~ 28cm

Vastaus
a) 15cm ja 26 cm
b) 17 cm ja 28 cm
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Kéytetddn oheisen kuvan merkint6ja.
a

a—x
Ratkaistaan ensin lauseke lyhyemmén osan pituudelle x verrantoyhtélosta.

X _a-—x
a—x a
x= */§2+3a ~2,618..-a tai x = 3—2561 ~0,381...-a
Koska x<a,on x = 3_2\/§a.Téilléin
a—x:a—3_\/§a:\/§_la.
2 2
Kysytyksi suhteeksi saadaan
N T D R Y
(a—x).a—Ta-g—TNOﬁl&
Vastaus
V51 0618

2
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—

6

Ratkaistaan sivun pituus x Pythagoraan lauseella.

82 +62 = x?
x2 =100
x=-—10 tai x =10

Pituus on positiivinen luku, joten x =10.

Vastaus
x=10
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6,8 cm

Kolmion kannan puolikkaan pituus on =3,4cm.

3,4 cm 3,4 cm

Kantakulmat:

1 3,4

49 =46,06...° =~ 46

= Cos~
Huippukulma:

B =180°—2a =180°—2-46,06...° = 87,87...° ~ 88°

Vastaus
46°, 46° ja 88°
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Ratkaistaan kulman « suuruus sinilauseella.

4,3 58
sina  sin44,3°

a=3L18...°

a =~ 31°

Ratkaistaan CAS-laskimella.

Vastaus
a=31°
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8,6
Ratkaistaan kulman « suuruus kosinilauseella.

7,62 =3,32 +8,62 —2-3,3-8,6-cosav  Ratkaistaan CAS-laskimella.
o =61,49...°

a=x~61°

Vastaus
a=61°
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2,9
60,9°

9,9

Ratkaistaan sivun pituus x kosinilauseella.

x2=9,924292-2.99.2.9.c0s60,9° Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=—8,85... tai x =8,85...

Pituus on positiivinen luku, joten x = 8,85...~8,9.

Vastaus
x=28,9
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2,3 m

a

1,8 m

a) Lasketaan toisen kateetin pituus a Pythagoraan lauseella.

2,32 = 1,8 +a?
a? =237 1,82 =1,43...

a=—1,43... tai a=./1,43...

Pituus on positiivinen luku, joten a =4/1,43... m~ 1,4 m.

b) Pienin kulma on lyhimmén sivun vastainen kulma. Lasketaan kulma a.

cosa = L8
23
_ —1 198 _ o o
o = Cos [2,3 = 38,49...° =~ 38
Vastaus
a)l,4m
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Kolmion pinta-ala on

A=—=-5-8-sin60°

Vastaus

a) 1043

b) 17,32

60°
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a) Piirretdén jana ja sen paitepisteet keskipisteind kaksi ympyraa.

39
Kolmion ympéri piirretyn ympyrin keskipiste on kolmion sivujen
keskinormaalien leikkauspisteessa.

Kolmion ympiri piirretyn ympyrén sdde on 4,0 cm.
b) Kolmion sisddn piirretyn ympyréan keskipiste on kolmion
kulmanpuolittajien leikkauspiste.
c

Kolmion siséén piirretyn ympyrén séteen pituus on 1,2 cm.
Vastaus
a) 4,0 cm b) 1,2 cm
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Merkitdan hypotenuusan pituutta 2a:lla.

Ratkaistaan kolmion kateetin AC pituus.

AC
2a

AC = 2ac0s30° = \3a

c0s30° =

Ratkaistaan janan AE pituus.

o_ _a_
co0s30° = 1B

. a 2
E= cos30° ﬁ“

Lasketaan janojen EC ja AE pituuksien suhde.

a
EC _ AC—AE _ 31
AE AE 2 2

Vastaus
1:2 (tai 2:1)
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Tapa 1 Kéytetdén sinilausetta.

1

a =180°—90°—41° = 49°

Lasketaan puun korkeus % sinilauseella.
h _ 29
sin(41°—17°)  sina
h=15,62...
~16 (m)
Puun pituus on 16 m.
Vastaus
16 m
Tapa 2 Kéytetddn apuna suorakulmaisia kolmioita.
Lasketaan kateettien pituudet x ja y.

Ratkaistaan CAS-laskimella.

sin17° :219 ,,
y =29-5in17° = 8,47... (m)
o_ X

cosl7® = 29 ”
x =29-cosl7° = 27,73... (m) ml

Lasketaan puun korkeus /.
tan41° =21 +h
X

8,47..+h
27,73...

h=15,62...
~ 16 (m)
Puun pituus on 16 m.

Vastaus
16 m

tan41° = Ratkaistaan CAS-laskimella.
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34

45

Kolmion suurin kulma on pisimmén sivun vastainen kulma «.

Kéytetdédn kosinilausetta.

452 =342 4+ 232 —2.34-23-cosa

_ 457 -34% 23>
cosa = —>.34.23 =-0,217...

o = cos™1(—0,217...) = 102,55...° ~ 102,6°

Vastaus
102,6°
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Lahtd
Kohde
Syntyy tasakylkinen kolmio.
Kantakulmat ovat o = 150 — 67" _ 86,65°.

2

Lasketaan kysytty etdisyys x sinilauseella.

X o 3,8
sin6,7°  sin86,65°
_ 3,8-sin6,7° N
= g6 6se = 04441~ 0,44 (km)

Veneilija padtyy 0,44 km eli 440 metrin padhén kohteestaan.

Vastaus
440 m:n padhéan
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80m 52 m

3,4 m

Lasketaan kulmat a ja f suorakulmaisista kolmioista.

tana = 5,2
3.4
a = tan~! 2421] —56,82..°
tan 0 = g:g
3 = tan~! 22] —66,97..°

Lasketaan kulma y.

v =180°—a— 3 =180°—56,82...° — 66,97...° = 56,20...° =~ 56°

Vaijerien vélinen kulma on 56°.

Vastaus
56°
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Kulma a saadaan sinilauseella.

S.ﬁ = .894 5 Ratkaistaan CAS-laskimella.
sinaw  sin62
o =3515..° tai

a=144,84..°

Tarkistetaan, kelpaavatko saadut kulman a arvot laskemalla kulma f.

eJos o =35,15..,niin §=180°—35,15...°—62° =82,84...°.
Tama kelpaa kolmion kulmaksi.

eJos o =144,84..°, niin §=180°—144,84..°—62° = —26,84..°.
Téma ei kelpaa kolmion kulmaksi, joten tapaus « = 144,84...°
hylatéén.



Sivun pituuden ¢ laskemiseksi ratkaistaan sivun pituus b sinilauseella.

b _ 8%
sin3  sin62°
b — 394 Ratkaistaan CAS-laskimella.

sin82,844..°  sin62°
b =1004,632... (m)

¢=1315m —1004,632...m = 310,367... m
Lasketaan kulma y.

~=180°—62°=118°

Sivun pituus x saadaan kosinilauseella.

x2 =c? 45832 —2.¢-583-cosy
= (310,367...)> + 5832 —2-310,367...- 583 cos118°
=606 113,16...

x = —,/606113,16... tai x=./606113,16...

Pituus on positiivinen luku, joten

x=,/606113,16... m = 778,53... m ~ 779 m

Vastaus
a=2352° x=779m
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Vaylamerkki
2.14 km
1,76 km
Majakka
2,81 km
Lokkikallio

Kysytty kulma « saadaan laskettua kosinilauseen avulla.

2,812 =1,76% + 2,142 —2-1,76-2,14- cosa

2,812 —1,76%> —2,14>
cosq = 2176214 =-0,029...

a =cos 1(—0,029...) = 91,66...° ~ 92°

Vastaus
92°
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Kirkkol

7 km

‘ Kirkko2

4 km
Katselupaikka

Katselusuuntien vilinen kulma on

o ' n__ o Ao 20 o_ o
62°21'20" =62 +60 +60‘60 = 62,3555...

Kysytty etdisyys saadaan kosinilauseen avulla.

x2=724+42_-2.7-4-¢c0862,3555...°
=39,016... (km?)

x = —4/39,016... tai x=—/39,016...
Pituus on positiivinen luku, joten x = /39,016... = 6,246...~ 6 km .

Kirkot ovat 6 km etdisyydelld toisistaan.

Vastaus
6 km
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a) Kannan pituuden puolikas on 3

72:16 ja

kyljen pituuden puolikas % =12.

Kolmion painopiste P on keskijanojen leikkauspiste, joka jakaa
mediaanit suhteessa 2 : 1 kérjesti lukien.

Tasakylkisen kolmion kannalle piirretty korkeusjana on samalla
keskijana. Lasketaan kolmion korkeus.

242 =16% + CD?
CD? =242 —16% =320

CD =+/320 tai CD =—/320
Pituus on positiivinen luku, joten CD = V320 =85
Lasketaan painopisteen P etdisyys huippukulman kirjesta.

_2/_2. _ 16
a=3CD=7% 85 3\5

b) Lasketaan painopisteen P etdisyys kantakulman kérjesté.
b2 = PD? +162

1 2
= (ECD) +162

2
=(%.8«/§) +162

_ 2624
9
_ /2624 s {2624
b= = tai b= =9

Pituus on positiivinen luku, joten b = | % = @

Vastaus

2) 16;5 b) 8\/35
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Merkitdan tasasivuisen kolmion sivun pituutta 2a:lla ja
korkeutta A:lla.
Lasketaan kolmion korkeus #4.

(2a)?> = a* + h?

8
=3 i h= 3> N

Pituus on positiivinen luku, joten 4 = +/3a* = \/g\a‘ =3a (a>0).
Muodostetaan yhtdlé Pythagoraan lauseen avulla.

82 = a® 4+ (h—8)?
82 =q% + (\/g a— 8)2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=0 tal a = 4\/5

Koska a >0, niin a =43,

Kolmion sivun pituus on

20 =243 =83

Vastaus

83
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Piirretédén tilanteesta mallikuva.
Merkitdaan kolmion kyljen pituutta 2a:lla.

Kolmion ympdri piirretyn ympyran keskipiste on sivujen keskinormaalien
leikkauspiste. Tasakylkisen kolmion kannalle piirretty korkeusjana on erds
keskinormaaleista.

Kolmion sisdén piirretyn ympyrén keskipiste on kulmanpuolittajien
leikkauspiste. Tasakylkisen kolmion kannalle piirretty korkeusjana on erés
kulmanpuolittajista.

On laskettava suhde % .



Kolmion kannan puolikas on ympdéri piirretyn ympyran siade R.

(2R)? = (2a)? + (2a)? Ratkaistaan CAS-laskimella.

R:\/Ea tai R:—\/Ea ‘a>0

Séde on positiivinen luku, joten R = V2a.

Kuvaan merkityt keltainen ja vihred kolmio ovat yhdenmuotoiset kk-
lauseen perusteella (molemmissa huippukulman puolikas ja suora kulma).

Vastinpituuksien suhde on vakio. Muodostetaan yhtalo.

R—r _r ‘R:\/Ea

2a R
a—r __r
2a 2a

2a

Ratkaistaan » CAS-laskimella.

R \F“ =2 +1

Vastaus

V2 +1
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a) Ympyrin pinta-ala on 1990 m?. Ratkaistaan ympyrin side.

1990 = 1tr2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
r=-—25,1681... tai »r = 25,1681...

Pituus on positiivinen luku, joten »=25,1681... m.
Lasketaan halkaisija.

d=2r=2-25,1681...m = 50,3363... m ~ 50,3 m

b) Lasketaan aulatilan ympérysmitta.

p=2n-r=2m-251681...m =158,136.. m ~ 158 m

Vastaus
a) 50,3 m
b) 158 m
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Ison ympyrén halkaisijaon 2 +4 + 6 =12 jasdde % =6.

Ison ympyrin pinta-ala on - 62 = 367.
Ympyrén sisélla olevien pienempien ympyroiden siteet ovat 1, 2 ja 3.
Viritetyn kuvion pinta-ala on pienempien ympyrdiden pinta-alojen summa:

w12 + 722 + 732 =147,

Lasketaan véritetyn kuvion pinta-alan suhde ison ympyran pinta-alaan.

?{{:7:18

1

Vastaus
7:18.



K38

a) Piirretddn jana, jonka pituus on 1. Piirretdédn janan péatepisteiden avulla
sdannollinen monikulmio, jossa on 12 karkipistetta.

Piirretddn ympyra valitsemalla kolme

kehén pistettd. Kaikki 12-kulmion
kérjet ovat ympyrén kehén pisteita.

Mitataan 12-kulmion ja ympyrén pinta-alat.

12-kulmion pinta-ala: 11.196

ympyrén pinta-ala: 11.725

12-kulmion pinta-ala on 11,196 ja ympyran 11,725.

Lasketaan 12-kulmion pinta-alan suhde ympyrén pinta-alaan.

11,196 N
11705 = 0:9548..% 0,95



b) Ympyralld ja 12-kulmiolla on yhteinen keskipiste.
Keskipisteestd 12-kulmion vierekk&isiin
kérkiin piirretyt sdteet muodostavat 12-
kulmion sivun kanssa tasakylkisen kolmion.
Vastaavia kolmioita muodostuu kaksitoista,
joten kolmion huippukulman suuruus on

360° _ 20
o= 30°.
Tasakylkisen kolmion huippukulmasta 150

kannalle piirretty korkeusjana puolittaa
huippukulman ja kannan.

Ratkaistaan ympyrén séde
suorakulmaisesta kolmiosta.

Sini on vastaisen kateetin suhde
hypotenuusaan.
Ratkaistaan CAS-laskimella.

1
sin15° = 2-
r

L_Bn2
2

Lasketaan 12-kulmion pinta-ala.

1 (B4+DN2 (B2 oo
12-2. . -sin30 )
2 2 2 12-kulmiossa on
tasakylkisen kolmion pinta-ala kaksitoista tasakylkist’ci
kolmiota.
=3.(\3+2)

Lasketaan ympyrén pinta-ala.
2

Lasketaan 12-kulmion pinta-alan suhde ympyrén pinta-alaan.
3:(W3+2) _ 3
SN
Vastaus
a) 0,95 b) % ~ 0,95

~ 0,95
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Piirretdén jana, jonka
pituus on 3,5. kaaren pituus: 2.9

Piirretdén janan toiseen
péétepisteeseen kulma,

jonka koko on 47°.
47°

Piirretddn ympyrasektori 35
valitsemalla
keskipisteeksi kulman
47° karkipiste.
a) Mitataan sektorin kaaren pituus. Kaaren pituus on 2,9.
Lasketaan sektorin piirin pituus.
35+2,9+3,5=99
Sektorin piirin pituus on 9,9.
b) Lasketaan sektorin kaaren pituus.
_ 47°
b= 360°
=2,8710...

-2m-3,5

Lasketaan sektorin piirin pituus.
3,54+2,8710...4+3,5=9,8710...~ 9,9

Vastaus
a) 9.9
b) 9,9
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Taydennetddn kuvaa. Merkitdan
keskelld olevan pikkuympyran sadetta
kirjaimella 7.

Kolmio 4BC on tasakylkinen kolmio,
jonka sivujen pituudet ovat 6,5 ja 5.
Korkeusjana CD puolittaa kannan 4B
pisteessd D. Janan DB pituus on 3.

Ratkaistaan tasakylkisen kolmion ABC
korkeus CD Pythagoraan lauseella.

CD? +3% =52 Ratkaistaan CAS-laskimella.
CD=—4tai CD =4
Koska pituus on positiivinen luku, niin CD = 4.

Lasketaan janan ED pituus.

ED=CD—-CE
=4—-2+4vr)
=2—r

Ratkaistaan pikkuympyrén sdde » Pythagoraan lauseella kolmiosta DBE.

ED? + DB? = EB?

2-7r)?+32=03+r)? Ratkaistaan CAS-laskimella.
2
5
Vastaus
o2

5
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a) Piirretddn mallikuva.

—/

b) Taydennetdédn kuvaa.

%

Ratkaistaan keskipisteen etdisyys janteestd Pythagoraan lauseella.
142 + h? = 15? Ratkaistaan CAS-laskimella.

h=—29 tai h=+29

Pituus on positiivinen luku, joten # =+/29 .
Ratkaistaan pienemmén ympyrén sdde » Pythagoraan lauseella.
72 + /29 = r? Ratkaistaan CAS-laskimella.

r=-—78 tai r =+/78
Pituus on positiivinen luku, joten » =+/78 . Pienemman ympyrén sdde

on /78.

Vastaus

b) /78
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Piirretddn mallikuva.

Koska ison ympyran halkaisija
on 8, pienempien ympyrdiden
halkaisijat ovat 4. Pienempien
ympyroiden sdteet ovat siten 2.

Lasketaan segmentin pinta-ala

sektorin ja kolmion pinta-alojen >
erotuksena.

Aseg = Asek - Ak

~ 3600 " 2
=n—-2

Vastaavia segmenttejd on 8, joten
niiden pinta-ala on
8- (m—2)=8n—16.

Valkean alueen pinta-ala saadaan,
kun pienempien ympyroiden

pinta-alasta vdhennetidin
segmenttien pinta-ala.

4.7-22 — (87 —16) = 8n +16

Viritetyn alueen pinta-ala saadaan, kun ison ympyrén pinta-alasta
vihennetddn valkean alueen pinta-ala.

7-42 — (81 +16) =81 —16

Vastaus
8t —16
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Nelikulmion kérjessd A oleva kulma
on kehidkulma ja samaa kaarta vastaa
keskuskulma on 114°. Kehékulma on
puolet samaa kaarta vastaavasta
keskuskulmasta.

Kérjessd A4 olevan kulman suuruus on
114° _ 0
5 = 57

Nelikulmion kérjessd C olevan kulman suuruus on 360° —114° = 246°.
Lasketaan kulman « suuruus.

a =360°—42°—-57°—246° Nelikulmion kulmien summa on 360°.
=15°

Vastaus
15°
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Lasketaan kulman B suuruus.
180° — 105° — 52°=23°

Kulma B on kehdkulma, ja samaa kaarta
vastaava keskuskulma on 2 - 23° =46°,

Ympyrén siteet ja sivu AC muodostavat
tasakylkisen kolmion, jonka huippukulma on
46° jakanta AC.

Tasakylkisen kolmion huippukulmasta
piirretty korkeusjana puolittaa huippukulman

ja kannan. !

6,0 cm 3°:

Ratkaistaan kannan puolikas I

suorakulmaisesta kolmiosta, jonka toinen I

terdvé kulma on 4; =23°. |j|
X

sin23° = 6x0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=2,344... (cm)
Sivun AC pituuson 2 - x=2-2344...cm=4,689...cm =~ 4,7 cm.

Vastaus
4,7 cm
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Piirretdén jana AB, jonka pituus

on &. Piirretdédn janan toiseen

péétepisteeseen janan normaali
ja

mitataan siitd etdisyys 15

ympyrén avulla.

Piirretdan suorakulmainen
kolmio ABC.

Piirretdan kolmion
kérkipisteiden

kautta kulkeva ympyr4.
Merkitdan

ympyran keskipiste.

Koska ympyrén kehdkulma A4 on suora, kolmion hypotenuusa BC
on ympyrén halkaisija. Mitataan janan BC pituus.

Janan BC pituus on 17. Ympyrén sdde on % =38,5.

b) Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on ympyrén halkaisija.

Ratkaistaan halkaisijan pituus Pythagoraan lauseella.
82 +152 =d? Ratkaistaan CAS-laskimella.
d=-17 tai d =17

Pituus on positiivinen luku, joten ympyrén halkaisija d=17.

Ympyrin sdde on % =8.,5.

Vastaus
a) 8,5

17 _
b) 5-=8.5
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Piirretddn mallikuva. Merkitdan c B
korkeutta kirjaimella #. R

Lontoon ja Helsingin vilinen

etdisyys 1820 km on maapallon
poikkileikkausympyrén kaaren A
pituus.

Sektorin kaaren pituus on 1820
km. Ratkaistaan keskuskulman «
suuruus.

1820 = 3300 -40000  Ratkaistaan CAS-laskimella.

a =16,38°

Maapallon side on % km = 20000 , -
T ™

Ratkaistaan korkeus 4 suorakulmaisesta kolmiosta.

20000 Kosini on viereisen kateetin suhde
o__ T
c0s16,38° = 20000 hypoténuusaan. .
5 +h Ratkaistaan CAS-laskimella.
T
h=26931..
~ 269 (km)

Tulisi nousta vahintddn 269 km:n korkeudelle.

Vastaus
vahintddn 269 km:n korkeudelle
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a) Piirretdén kuvio ja tutkitaan sité pistettd P siirtdmalld. Mitataan
kulmien suuruudet. Kulmien ADP ja PCB summa nayttdisi olevan
aina 45°.

D C

244 ¥ N\ 206°

P

b) Taydennetdin kuviota.

Kulmat PCB ja PDB ovat samaa kaarta vastaavia kehdkulmia, joten
ne ovat yhté suuret. (Vastaavasti kulmat ADP ja ACP ovat keskenédén
yhté suuret.)

Kulma ADB = 45°.

ADP + PCB = ADP + PDB = ADB =45° [

Vastaus
a) 45°
b) 45°
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Téydennetién kuviota

Suorakulmaiset kolmiot ovat yhdenmuotoiset kk-lauseen perusteella.
Muodostetaan verrantoyhtilo ja ratkaistaan x.

S—Tx = % Ratkaistaan CAS-laskimella.
_8
73
Pienemmin suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on % ja
suuremman 8 — § 136 .

Ratkaistaan suorakulmaisten kolmioiden tuntemattomien kateettien
pituudet AC ja CB.

2
42 4 AC? = (%) Ratkaistaan CAS-laskimella.
AC:—g tai AC:#
a7

Pituus on positiivinen luku, joten AC = >

2
22 1 CB? = (%) Ratkaistaan CAS-laskimella.

CB=— Z*F czafi
27

Pituus on positiivinen luku, joten CB = =

Lasketaan janan 4B pituus.

AC+CB:¥+¥:2\/7
Vastaus 2\/7



K49

a) Piirretddn jana, jonka pituus on 16 ja tdlle janalle keskinormaali.
Mitataan siitd etdisyys 15 ympyrédn avulla.

Kolmion siséén piirretyn ympyrén keskipiste on kulmanpuolittajien
leikkauspiste. Piirretdén kulman puolittajat ja merkitéén niiden
leikkauspiste. Piirretddn ympyra.

Mitataan ympyrén séde. Sdteen pituus on 4,8.



b) Kolmiot CBD ja FDE ovat yhdenmuotoiset kk-lauseen perusteella:
e kolmioilla on yhteinen kulma
e kummassakin on suora kulma.

D

Ratkaistaan janan BD pituus Pythagoraan lauseella.

BD? =82 +152 Ratkaistaan CAS-laskimella.
BD =—17 tai BD =17

Pituus on positiivinen luku, joten BD = 17.

Muodostetaan verrantoyhtalo ja ratkaistaan sade 7.

EF _ ED
CB BD
g = 151; r Ratkaistaan CAS-laskimella.
r=24
5

Vastaus
a) 4,8
b) 24

5



K50

a) Lasketaan laatikon tilavuus.

V = 40,0-23,0-10,0 = 9200 (cm?)

b) Lasketaan laatikon avaruuslavistdja pituus.

d? = 40,0% + 23,02 +10,02
d? = 2229

d =~2229 =47,21... tai d = —/2229 = —47,21...

Pituus on positiivinen luku, joten d = 47,21...cm.

Koska avaruuslavistdjan pituus 47,21... cm > 46,0 cm,
sauva mahtuu laatikkoon.

Vastaus

a) 9200 cm?
b) mahtuu



K51

Kuution tilavuus on 123 cm?. Ratkaistaan kuution sédrmén pituus a.

a® =123

a=3123

Lasketaan kuution pinta-ala.

A= 6a*

2
=6-(3123)
=148,39...
~ 148 (cm?)

Vastaus
148 cm?
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a) Lasketaan suoran ympyrilierion tilavuus.
V= A4,h 4, = mr?

r=31cm
h=1,10m=110 cm

= rrih

=x-312-110
=332097,7... (cmz)
IImaistaan tilavuus litroina.

332097,7...cm? = 332,0977... dm3 = 332,0977...L ~ 330 L
b) Lasketaan suoran ympyrékartion tilavuus.

_ 1 2
V=3 4,h \Ap_w
—12
:l"ﬁl"zh r cm
3 h =54 cm
:%-n-122-54

= 8143,00... (cm3)
IImaistaan tilavuus litroina.

8143,00... cm?® = 8,14300... dm® = 8,14300... L ~ 8,1 L
¢) Lasketaan pallon tilavuus.
V= %ﬂﬁ
= %.ﬂ .253

= 65449,84... (cm?)
IImaistaan tilavuus litroina.
65449,84... cm? = 65,44984... dm> = 65,44984... L ~ 65 L
Vastaus
a) 330 L
b) 8,1 L
¢) 65L



KS3

Oletetaan, ettd kattilassa oleva vesi muodostaa suoran ympyrélierion.
Veden tilavuus on 3,0 L = 3,0 dm? = 3000 cm3.
Ratkaistaan veden korkeus.

V= A,h -4,

Vastaus
7,9 cm
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2,40m

Ratkaistaan sivutahkon korkeus /% Pythagoraan lauseella.

h? =1,95% +1,202 Ratkaistaan CAS-laskimella.
h=-2,28... tai h=2,28...

Pituus on positiivinen luku, joten 2 = 2,28... m.

Lasketaan katon pinta-ala.

A= 4%-2,40-2,28... ~10,99..~11 (m?)

Vastaus
11,0 m?
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Putken sisdhalkaisija on 32 mm ja sdde 16 mm.
Putken ulkosdde on 16 mm + 1,2 mm =17, 2 mm.
Putken pituus on 1 m = 1000 mm.

Materiaalin tilavuus on putken ulko- ja sisdtilavuuksien erotus.

Vm = Vu - VS
=1-17,22-1000 — 7 - 162 - 1000
=125161,05... (mm?)

IImaistaan tilavuus kuutiometreina.

125161,05... mm> = 125,16105... cm?
=0,12516105... dm3
=0,00012516105... m3

Lasketaan putken massa.

massa

tiheys=—
y tilavuus

—m
P=Yy
m=pV

= 2700 kg/m?-0,00012516105... m?

=0,337...kg

~ 0,34 kg

Vastaus
0,34 kg
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a) Piirretdin kuva.

Muodostuu tasakylkinen kolmio.
b) Ratkaistaan kolmion kylkien pituus a.
a? =5% 4122 Ratkaistaan CAS-laskimella.
a=-13 tai a=13
Pituus on postiivinen luku, joten a =13.
Ratkaistaan kolmion kanta b.
b? =52 452 Ratkaistaan CAS-laskimella.

h=-5J2 tai b=5V2

Pituus on postiivinen luku, joten b = 5\/5 .
¢) Ratkaistaan kantakulman « suuruus.

2
132 =132 + (SJE ) —2.13-5J2-cosa Ratkaistaan CAS-laskimella.

a=174,21..° ~ 74°

Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret.
Lasketaan huippukulman suuruus.
180°—2-74,21..° = 31,56...° =~ 32°

Vastaus

a) Kolmio on tasakylkinen.

b) 13, 13 ja 542

c) 74°, 74° ja 32°
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Korkeus on 8,6 cm. Ilmaistaan tilavuus vastaavassa yksikossa.
2,0d1=0,2L =0,2 dm?® =200 cm?

Ratkaistaan pohjan séde.

_ 3
V2 V =200 cm
h=28,6 cm
200 = 72 -8,6 Ratkaistaan CAS-laskimella.

r=-=2,72... tai r =2,72...
Pituus on positiivinen luku, joten » =2,72... cm .

Lasketaan vaipan pinta-ala.

A= 27rh
=2-7-2,72...-8,6
=147,01...
~ 150 (cm?)

Vastaus
150 cm?
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a) Lasketaan muovailuvahan tilavuus.
V =3,02 =27 (cm?)

Pallon ja kuution tilavuudet ovat yhté suuret. Ratkaistaan pallon séde.

= g’ﬁr
27 = %mﬁ Ratkaistaan CAS-laskimella.
r=1,86105...
~ 1,9 (cm)

b) Verrataan pallon pinta-alaa kuution pinta-alaan.

Ap _ 4m?

Ay 6a?
_ 471-1,86105...2
B 6-32
= 0,80599...
= 80,599... %
~81%

Pinta-ala pienenee 19 %.

Vastaus
a) 1,9cm
b) pienenee 19 %
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Lasi ja siini oleva neste ovat yhdenmuotoiset suorat ympyrékartiot.
Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.

Ratkaistaan juoman tilavuus V.

3
v (1 ) ) )
175 = (2) Ratkaistaan CAS-laskimella.

v =0,21875
~ 0,219 (dl)

Vastaus
0,219 dl
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Pyramidin tilavaus on V' = %Aph .

Koska pohjan pinta-ala ei muutu, tilavuus on sitd suurempi, mitd korkeampi
pyramidi on. Pyramidin korkeus on suurimmillaan kuvan tilanteessa.

D

Pystytahko ABD on tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 2.
Ratkaistaan korkeus /# Pythagoraan lauseella.

h? 412 =22 Ratkaistaan CAS-laskimella.

h=+3 tai h=—3

Pituus on positiivinen luku, joten 4 = \/g .

Pyramidin pohja ABC on tasasivuinen kolmio, jonka kanta on 2
ja korkeus NER

Lasketaan pyramidin tilavuus.

_1
V=3 Ah

:l.(%.z.ﬁ).ﬁ

3
=1

Vastaus
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a) Piirretdédn kuva.

Helsinkié ja Anchoragea (pisteet B' ja C') yhdistdvin kaaren
keskuskulman suuruus on 60°. Lasketaan kaaren pituus.

= 600 . .
b= gge 2m-6370

= 6670,64...
~ 6670 (km)
b)

6370 km

a = 60°
A

Ratkaistaan leveyspiirin 60° N séde.

. o __ Vd . ~ .
sin30° = 6370 Ratkaistaan CAS-laskimella.

r = 3185 (km)
Etdisyys on puolet leveyspiirin ympérysmitasta.
d— 27-3185
B 2

=10005,97...
~ 10000 (km)

Vastaus
a) 6670 km b) 10 000 km
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a) Piirretddn kuva. Satelliitti on pisteessd E. Satelliitin ndkyvyysalue
ulottuu pisteisiin F' ja G.

Ratkaistaan kulman « suuruus.

6370
€O ="6370 + 1200
— ool 6370 | _ °
o = COoS (6370+12OO)_32’70'"

Lasketaan kulman BAG suuruus.

90° —32,70...° = 57,29...° ~ 57°

Nakyvyysalue ulottuu leveyspiirille 57° N.



b) Piirretddn kuva.

Lasketaan leveyspiirin kohtisuora etdisyys d péivintasaajasta.

o__d |
c0s32,70..° = 6370 ‘6370
d = 6370-c0s32,70...°
=5360,22... (km)

Lasketaan leveyspiirin kohtisuora etdisyys / pohjoisnavasta.
h = 6370 —-5360,22...=1009,77... (km)

Nakyvyysalue on muodoltaan pallokalotti. Lasketaan sen pinta-ala.
A =2wrh

= 2.7-6370-1009,77...
= 40415 141,14...
~ 40000 000 (km?)

Nikyvyysalueen pinta-ala on 40 000 000 km? .
Verrataan nikyvyysalueen pinta-alaa Maan pinta-alaan.

A _ 2wrh

Ay 42
_ 2w-6370-1009,77...
B 4763702

=0,0792...~ 0,08 =8 %

Vastaus
a) 57° pohjoista leveytti  b) 40 000 000 km?, 8 %
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a) Kiytetddn kuvan merkint6ja.
Kolmio GFE on
suorakulmainen.

Kulma « on sivutahkon ja

pohjan vilinen kulma.
Ratkaistaan sen suuruus.

tana = 4d
tanoe = 4
a=tan" 14
=75,96...°
~ 76,0°

b) Kéytetddn kuvan merkintoja.

Kulma GEH on kahden

vastakkaisen sivutahkon vélinen
kulma.

Kolmio GEH on tasakylkinen.

Lasketaan huippukulman GEH
suuruus.

180°—2-75,96...°
=28,08...°
~ 28,1°




¢) Kaytetddn kuvan merkint6ja.

Kulma [ on sivusérmén ja E

pohjan vilinen kulma.

Kolmio BGF on tasakylkinen ja
suorakulmainen. Ratkaistaan
sivun BF pituus.

BF? =42 + 42
BF? =24* A
BF = a2 tai BF = —a2

Pituus on positiivinen luku, joten
BF = aV2.

Kolmio BFE on suorakulmainen.
Ratkaistaan kulman (3 suuruus.

4a
tan 8 = —4_
a2

tana = i

NG

o = tan~! [\;‘5]

=70,5287...°
~ 70,5°



d) Kiytetddn kuvan merkint6ja.

Kulma ¢ on sivusérmén ja
pohjasdrménn vélinen kulma.

Kolmio GFE on suorakulmainen.
Ratkaistaan sivun GE pituus.

GE? = a? + (4a)?
GE? =174%
GE = aJ17 tai GE = —a17

Pituus on positiivinen luku, joten

GE:a\/ﬁ.

Kolmio BGE on suorakulmainen.
Ratkaistaan kulman § suuruus.

tand = \/gﬂ

tanézx/ﬁ
6:tan*1x/ﬁ

= 76,3669...°
~ 76,4°

Vastaus
a) 76,0°
b) 28,1°
¢) 70,5°
d) 76,4°



K64

a) llmaistaa tilavuus kuutiometreina.
3000 L = 3000 dm?* =3 m?

Siilion tilavuus on 3 m® ja pohjan side 0,65 m.
Ratkaistaan sdilion pituus.

70,652 -h=3 Ratkaistaan CAS-laskimella.
h=2,2601...
~ 2,3 (m)

b) Oljysiilion piity on oheisessa kuvassa. Oljykerros on suora lierio, jonka
pohja on ympyridsegmentti (kuvassa sininen).
Ratkaistaan kulman « suuruus.

cosa = 0,25
0,65
a = cos 1| %22
a 0,65
= 67,3801...°

Keskuskulman BAC suuruus on
2-67,380...°=134,760...°.

0,40 m

Segmentin pinta-ala on sektorin pinta-alan ja kolmion pinta-alan erotus.
Aseg = Asek - Ak

_134,760..° 0 1 o e o0 ce o
= e ™ 0,657 = 2-0,65-0,65-sin134,760...

=0,34686... (m?)
Lasketaan 6ljyn tilavuus.
V=4,h

=0,34686...-2,2601...
=0,78397... (m?)
[lmaistaan tilavuus litroina.

0,78397... m> = 783,97... dm> = 783,97... L ~ 784 L

Vastaus
a) 23m b) 784 L



K65

Piirretdén kaksiulotteinen mallikuva.
12,0 cm

Kaaren pituus on 12,0 cm. Ratkaistaan keskuskulman « suuruus.

3300 -21-13,0=12,0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

o =52,8884...°
Ratkaistaan etéisyys d.

c0s52,8884..° = —4_ 13,0

13,0
d =13,0-c0s52,8884...°
=7,8438... (cm)

Lasketaan korkeus 4.
h=13,0—7,8438...= 5,156... (cm)

Ympyrén sisdén jadva alue on muodoltaan pallokalotti. Lasketaan sen
pinta-ala.
A =27rh

=27-13,0-5,1556...
=421,16...
~ 420 (cm?)

Vastaus
420 cm?



Al

63°

Kolmion kulmien summa on 180°.

Ratkaistaan kulman (3 suuruus.

B =180°—90°—63° =27°

Samaa kaarta vastaavan kehdkulman suuruus on puolet vastaavasta
keskuskulman suuruudesta.

_84° 0
8= =4




¢) Kulmat 110° ja a ovat samaa kaarta vastaavat kehidkulma ja
keskuskulma.

=P,

Lasketaan kulman « suuruus.
a=2-110°=220°

Kulmat « ja v muodostavat taysikulman.
v =360°—220° = 140°

Kulmat ~ ja § ovatsamaa kaarta vastaavat keskuskulma ja
kehékulma.

_140° _ 0
6= = 70
Vastaus
a) 3=27°
b) 3 =42°

¢) B3=70°



A2

a) Matka x maastossa ratkeaa verrantoyhtalosta.

33mm _ 1
X 400 000

x =13200 000 mm

Vastinpituuksien suhde on mittakaava.

Matka maastossa on 13 200 000 mm = 13,2 km ~ 13 km.

b) Myos peruskartan matka y ratkeaa verrantoyhtéldsta.
IImoitetaan todellinen matka millimetreissé.

Y _ 1
13200 000 mm 20 000

20 000y =13 200 000 mm
y =660 mm = 66 cm

Vastaus
a) 13 km
b) 66 cm



A3

Lipputangon, aidantolpan ja ndiden varjojen muodostamat kolmiot ovat
yhdenmuotoisia kk-lauseen perusteella: molemmissa on suora kulma ja
yhteinen terdva kulma (auringon séteiden ja maanpinnan vilinen kulma).

1,10 m

0,88 m

20,0 m

Muodostetaan verrantoyhtild ja ratkaistaan lipputangon korkeus 4.

Ao 110
20,0 ~ 0,88
h=25,0 (m)

Lipputangon korkeus on 25,0 m.

Vastaus
25,0 m



A4

Lentokone?2

Lentokonel

Tutka

Lentokoneiden vilinen etdisyys x saadaan kosinilauseella.

x2 =5920% + 45902 —2-5920-4590 - cos 28°
=8130183,29... (m?)
x = £,,/8130183,29... = 2851,34... ~ 2850 (m)

Lentokoneiden vélinen etdisyys on 2850 m.

Vastaus
2850 m



AS

a) Keskijanat jakavat toisensa suhteessa 2 : 1 kérjestd lukien. Tutkittu
keskijana jakautuu siis osiin, joiden pituudet ovat

1.

136=12 ja 2.36=24.

3

b) Kolmion suurin kulma on pisimmén sivun vastainen kulma.

Suurimman kulman puolittaja jakaa vastaisen sivun osiin, joiden
pituudet ovat 12 ja 18.

Vastaus
a) 12 ja 24
b) 12 ja 18



A6

a) Lasketaan kolmion kolmannen kulman suuruus.
v =180°—27°—39,0°=114°

3,14 m

Lasketaan sivun a pituus sinilauseella.
a 3,14
sin39,0°  sin114°
a=2,163...~ 2,16
Ratkaistaan sivun b pituus sinilauseella.
sinb27° = si131’1114 4° Ratkaistaan CAS-laskimella.
b =1,560... ~ 1,56

Ratkaistaan CAS-laskimella.

b) Lasketaan kolmion pinta-ala.
A= -3,14:1,56...5in39°
=1,54...

~ 1,54 (m?)
Kolmion pinta-ala on 1,54 m?.

Vastaus
a) 1,56m ja 2,16 m
b) 1,54 m?



AT

Lasketaan kulman ~ = <EDA suuruus. v on 100°:n keskuskulmaa
vastaava kehikulma.

Lasketaan kulman 3 = <<CAD suuruus. 3 on 36°:n keskuskulmaa
vastaava kehikulma.

_ 36" _qge
B==0-=18

Lasketaan kulman « suuruus. Kolmion kulmien summa on 180°.
Kolmion ACD kulmat ovat «, 5 =18° ja 180°—y =180°—-50°=130°

a =180°—-130°—18° = 32°

Vastaus
a =32°



A8

A0 A A

2r

Olkoon kuution muotoisen pakkauslaatikon sisdsdrmén pituus 2.

Tapal Verrataan kappaleiden tilavuuksia niiti laskematta.

Pakkauslaatikkoon juuri ja juuri mahtuvan

e kuution sdrmé on 2r

e suoran ympyrélierion korkeus on 27 ja pohjan halkaisija 2~

e pallon halkaisija on 2r

e sddnndllisen nelisivuisen pyramidin korkeus on 27 ja pohjana on nelio,
jonka sivun pituus on 2r

e suoran ympyrakartion pohjan halkaisija on 2r ja korkeus 2r.

Kappaleiden massat (painot) suhtautuvat kuten niiden tilavuudet, koska

umpinaiset kappaleet on valmistettu samasta materiaalista.

e Kuutio on suurin, pakkauslaatikkoon ei jéi yhtdan tyhjaé tilaa.

e Suora ympyrélierié mahtuu kuution sisdén.

e Pallo mahtuu suoran ympyralierion sisdén.

e Suora ympyrakartio mahtuu pyramidin siséén.

Jérjestys on palloa ja pyramidia lukuunottamatta pédteltédvissd suoraan.

Verrataan pallon ja pyramidin tilavuuksien lausekkeita keskendén.

Pallon tilavuus on V', = %mﬁ ~4,2-73.

Pyramidin tilavuus on

v

1y 8
pyramidi — 3 pohja

_l. 2, — 6.3 L3
h=3- Q2 2r=3rd =27,
Siis 7,

yramidi < V pallo » jOten pyramidi on massaltaan palloa kevyempi.
Kappaleiden massat pienimmaésta suurimpaan ovat:

1. suora ympyrékartio

2. sdannoéllinen nelisivuinen pyramidi

3. pallo

4. suora ympyrélierid

5. kuutio

Vastaus suora ympyrékartio, sddnndllinen nelisivuinen pyramidi,

pallo, suora ympyrilierid, kuutio



Tapa 2
Lasketaan kaikkien kappaleiden tilavuudet ja verrataan saatuja
lausekkeita.
Kuutio
Kuution sdrmé on 2r.
Vkuutio = (27”)3 = 81”3
Pallo
Pallon halkaisija on 2r, joten séde on r.
4

Vpallo = ?ﬂ . 7”3 ~ 4,2}”3
Suora ympyrikartio
Suoran ympyriékartion pohjan halkaisija on 27 ja korkeus 2r.

1 1 2
Viario = gAph = §1T-I’2 2r = gwr3 ~ 2,173
Nelisivuinen pyramidi
Sadnnollisen nelisivuisen pyramidin korkeus on 2r ja pohjana on nelio,
jonka sivun pituus on 2r .

V pyramidi = %Aph = %(2?‘)2 2y = %;3 ~2,7r3

Suora ympyrilieri6
Suoran ympyralierion korkeus on 27 ja pohjan halkaisija 2r .

Vieris = Aph = -r%-2r = 2mr’ ~ 6,317

Kappaleiden massat (painot) suhtautuvat kuten niiden tilavuudet, koska
umpinaiset kappaleet on valmistettu samasta materiaalista.

Kappaleet suuruusjarjestyksessd pienimmastd suurimpaan lueteltuna ovat
1. suora ympyrékartio

2. sadnndllinen nelisivuinen pyramidi

3. pallo

4. suora ympyralierio

5. kuutio

Vastaus
suora ympyrékartio, sddnndllinen nelisivuinen pyramidi,
pallo, suora ympyrilierio, kuutio



A9

Alue muodostuu kahdesta ympyrésektorista: neljannesympyrastd, jonka
sdde on 1 m, sekd siteeltddn 4-metrisen ympyran osasta, josta on
poistettu neljannesympyra.

1 213 .4
A 4’1T1+4’1T4
%TY—FlZ’T(

= 47?71 ~ 38 (m?)

Lammas ylettyy lilkkumaan 38 m? laajuiselle alueelle.



b)

3m

Lammas ylettyy liilkkumaan alueella, joka koostuu ympyrésektorista ja
suorakulmaisesta kolmiosta.

Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti voidaan ratkaista Pythagoraan
lauseella.

x2 432 =42 Ratkaistaan CAS-laskimella.

x:xﬁ taix:\ﬁ

Pituus on positiivinen luku, joten x = J7.

Kolmion pinta-ala 4, = 1.3 J7.

2
Ratkaistaan kulma £ ja sen avulla kulma «.
_3
cosf3 = )
= cos’l% — 41,409..°
a=90°— (3 =90°—41,409...° = 48,590...°
o _48,590..°  »
Sektorin pinta-ala A4, = 360 " 4

Alueen koko pinta-ala on

_ 1 7 48.590..°
A=ty + 4, =537+ 250
Lammas ylettyy lilkkumaan 11 m? laajuisella alueella.

Vastaus
a) 38 m’ b) 11 m?

4% =10,753...~ 11 (m?).



Al0

Olkoon pallon tilavuus aluksi V) ja pinta-ala 4;. Pienennyksen jilkeen

pallon tilavuudesta on jéljelld 100 % —25 % =75 % =0,75.
Pienennetyn pallon tilavuus on V, = 0,75F; ja pinta-ala 4, .

Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan mittakaava .

-2 =3 |V, =0,75V,

k=3/0,75

Yhdenmuotoisten kappaleiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid.

Al _ 1.2
4,k
2
=3/0,75
=0,8254...
=82,54... %

Pinta-ala pienenee 100 % —82,54...% =17,45..% ~ 17% .

Vastaus
17 %



B1

a)
o
15m
9,0 m
H
X
cosa = 9.0
15
_ —1 ﬂ _ o o
« = COS [ 15 ] =53,13..° =~ 53
152 = x> 49,0
x? =152 -9,0> =144
x=+/144 =12 tai x = /144 = —12
Pituus on positiivinen luku, joten x =12 m.
b)

x2 =4,024+5,02—-2-4,0-5,0-cos29,0°
=6,015...

X =4/6,015... tai x = —/6,015...

Pituus on positiivinen luku, joten
x=4/6,015...cm=2,45...cm ~ 2,5 cm.



4,0 X
sina  sin29,0°
xsina = 4,0-sin29,0°
4,0-sin29,0°
x
4,0-5in29,0°
- 2,45...

=0,790...
a =sin"10,790... = 52,24...°
tai o =180°—52,24..°=127,75..°

sino = x=2,45..

Tarkistetaan kelpaavatko saadut kulmat annetun kolmion kulmiksi
laskemalla kolmion kolmas kulma f.

e Kun o = 52,24...°, niin
B =180°—29,0°—52,24...° = 98,75...° (kelpaa kolmion kulmaksi)

e Kun oo =127,75...°, niin
B =180°—29,0°—127,75..° = 23,24...° (kelpaa kolmion kulmaksi)

Tapaus « =127,75...° ei kuitenkaan kelpaa tehtévén ratkaisuksi,
koska a ei ole kolmion suurin kulma (se ei ole pisimmén sivun
vastainen kulma).

Kysytyn kulman on siis oltava 52°.

Vastaus
a) x=12m, a ~ 53°
b) x =2,5cm, a ~ 52°



B2

Ville s6i neljd isoa lettua, joiden side oli 22 _ 1 cm.

2

Leo soi yksitoista pientd lettua, joiden sidde oli % =4 cm.

Lettujen massa on suoraan verrannollinen niiden pinta-alaan, koska letut
ovat yhtd paksuja. Verrataan syotyjen lettujen pinta-aloja.

Villen sydomien lettujen pinta-ala 44,
Leon sydmien lettujen pinta-ala 114,
_4-m-11?
11-7-42
=2,75
=275%

Villen syoméit letut painoivat 275 % —100 % =175 % enemmén.

Vastaus
175 %



B3

a) Lasketaan kulman « suuruus kolmiosta 4BD.

a =180°—60°—10°—70° = 40°
b) Piirretddn ensin kantakulmat. Tdydennetdédn loput kuviosta ja mitataan
kysytty kulma (.

C

20°

p=20" =10 £ = 20°
y=70° a=60°
Vastaus

a) a=40°
b) = 20°



B4

Suunnikkaan vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret. Pidempi ldvistdja on
suunnikkaan suuremman kulman vastainen 14vistd;ja.

Lasketaan kulman « suuruus.

o= 1800 _22'380 — 1420

Ratkaistaan pidemmaén lavistdjan pituus x kosinilauseella.

x2=3,42 47,22 -2.3,4-7,2-cos142° Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-—10,09... tai x =10,09...

Pituus on positiivinen, joten x =10,09.. m ~ 10 m.

Pidemmaén lavistdjan pituus on 10 m.

Vastaus
10 m



BS

Riekkovuori
o 2,1 km
56°
Koppelomaki 1,76 km Pyykallio

Sinilause:

1.’ 76 = .2’1 5 Ratkaistaan CAS-laskimella.
sinaw  sin56

a=44,01..° tai a=135,98...°

Tarkistetaan kelpaavatko saadut kulmat laskemalla kolmion
kolmas kulma f.

e Kun o =44,01..°, niin
B =180°—56°—44,01..°=79,98..°.
Kelpaa kolmion kulmaksi.

e Kun o =135,98...°, niin
B =180°—56°—135,98..° = —11,98..°.
Ei kelpaa kolmion kulmaksi.

Siis Koppeloméen ja Pyykallion véli ndkyy 44,01... °© = 44° kulmassa.

Vastaus
44°



B6

Lasketaan keilapallon tilavuus kuutiodesimetreina.

p =43 r:MTcm:B,O cm = 1,30 dm

3

:%-1,303

=9,202... (dm?)

Lasketaan keilapallon massa.

p = 19,32 kg/dm?3

m=pV
V =9,202... dm3

=19,32-9,202...
=177,797...
~ 178 (kg)

Tavaravaaka néytti keilapallon painoksi 178 kg.

Vastaus
178 kg



B7

\
\ Papukaija

6370 km ‘ Keksilaatikko
\

e a-kohdassa kysytéén pitkin tangenttisuoraa mitattua papukaijan ja
keksilaatikon viélista etdisyyttd a.

e b-kohdassa kysytddn ympyrakaaren pituutta b.
a) Lasketaan etdisyys a Pythagoraan lauseella.

Hypotenuusan pituus on 6370 km + 46,0 m = 6370,046 km.

6370,046% = 6370% + 42
a? = 6370,0462 — 6370% = 586,04...

a =+/586,04... tai a=—/586,04...

Pituus on pisitiivinen luku, joten

a = +/586,04... = 24,208306... ~ 24,2 (km)



b) Lasketaan ensin keskuskulma a.

cosa = —9370 (999992 .

6370,046
o =cos~10,999992... = 0,2177...°

Lasketaan keskuskulmaa a vastaavan ympyrékaaren pituus b.

= Q . .
b= 3c5e- 26370

0,2177..°
T 360°
= 24,208190... ~ 24,2 (km)

-2 6370

¢) Verrataan saatuja etdisyyksid a ja b.

a—b=24,208306... km — 24,208190... km
=0,000116... km

=116...cm~10 cm

Etdisyyksilld on eroa noin 10 cm.

Huomaa: ldhtéarvojen mittaustarkkuus asettaa tdiméan c-kohdan
padtelman hieman kyseenalaiseksi.

Vastaus

a) 24,2 km

b) 24,2 km

¢) noin 10 cm



B8

Merkitién kalastajan istuinpaikkaa kirjaimella C, saaren péétepisteité
kirjaimilla 4 ja B seké saaren keskelld olevaa kived kirjaimella K.

Koska kiven etdisyydet saaren pdistd ja kalastajasta ovat yhtd suuret,
pisteet 4, B ja C ovat K-keskisen ympyrén kehilla.

Jana AB on ympyrin halkaisija, kulma C on puoliympyrén sisidltimi
kehdkulma, joten kulma C on suora kulma.

Kalastaja ndkee saaren 90° kulmassa.

b) Saari AB on suorakulmaisen kolmion hypotenuusa

AB = /482 +8 =10+/97 = 98,4885... ~ 98 (m)
Saaren pituus on 98 m
Vastaus

a) 90°
b) 98 m



r 66,5°N

Lasketaan pohjoisen napapiirin 66,5° N séde.

o_ I
€0s66,5° = R
7 = Rcos66,5° |R = 6371 km

= 6371 c0s66,5°
— 2540,430... (km)

a) Pisteiden 4 ja B vilisen tunnelin pituus on kantana suorakulmaisessa
tasakylkisessd kolmiossa, jonka kylkend on napapiirin sidde r.

a? =r? 4 r?
=2r? | r = 2540,430... km

a= EN2r? =2r =+/2-2540,430... = 3592,71... ~ 3593 (km)
b) Lyhyemmaén napapiirin kaaren pituus:

=90 Hrr=Lloog. - ~
b= 360° 2nr = 4 27-2540,430... = 3990,49... ~ 3990 (km)

Vastaus
a) 3593 km
b) 3990 km

HUOMAA:

Voi myos tulkita vastauksen tarkkuuden 90° asteen kulman
mukaisesti 2 merkitsevidn numeron tarkkuudella:

Vastaus

a) 3600 km

b) 4000 km



B10

=

14 mm

152 mm

Pystyssd, kérjellddn seisovan suoran ympyrékartion poikkileikkaukseen
syntyy kaksi tasakylkistd kolmiota, jotka ovat yhdenmuotoiset (kk:
huippukulma yhteinen ja samankohtaiset kulmat yhté suuret).
Tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.

Vvesi — (Lf
Vkartio 152
h3 _ Vvesi 1523
Vkartio
vesz 1523 —152-3 vevz
karno karno

Toisaalta ympyrékartiossa olevan veden tilavuus on sama kuin
r-siteisen suoran ympyrélierion tilavuus, jossa » on kartion yldosan séde.

— — 2
Viesi = Apyh = mr<-14

vesi

Lasketaan kartion tilavuuden ja veden tilavuuksien suhde.

i 714 4 34 4

Vk, 12 e L, 152 152
artio 3% 152 5152

Nyt saadaan laskettua kysytty korkeus /.

/V - [42
h=152.3-28L =152-3—= =99,002... ~ 99 (mm)
Vkartio 152

Koska 99 mm < 152 mm, kaikki satanut vesi mahtuu kartioon.
Vesi nousee kartiossa 99 mm korkeuteen.

Vastaus

99 mm
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