3.1
Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x.

F’(x) = D(3x2 —5x +13) D(f +g) = Df +Dg
= D3x%? — D5x + D13
=6x—5+0
=6x—-5
= f(x)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. OJ



3.2
a) F(x)=(2x—-3)%2 ja f(x)=8x—12.

Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x.
Du(s(x)) = u’(s(x))-s(x)

/ _ 2
Fi(x) = D((Z_Xi)) u(x) = x2 s(x) =2x—3
u(s(x)) / /
u'(x) = 2x s'(x)=2
=2(2x-3): 2
u'(s(x))  s'(x)
= (4x—6)-2
=8x—-12
= (%)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. O

b) Funktiot F(x) =Inx—sinx+7 ja f(x):%—cosx ovat

molemmat maériteltyjd, kun x > 0.

Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x > 0.

F/(xX) = D(Inx —sinx +7) D(f +g) = Df +Dg
1

DiInx ==

— DInx— Dsinx+ D7 X=x
Dsin x = cos x

:%—cosx—i-o Dk = 0

—1_ osx

X
= f(x)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. O



3.3
Tutkitaan, onko F'(x) = f(x) kaikilla x.

a) F(x)=16x?—16x

F/(x) = D(16x? —16X) D(f +g) = Df +Dg
= D16x? — D16x
=32x—16
= f(x)

Funktio F onsiis funktion f integraalifunktio.

b) F(x) = (4x —2)2
F/(x) = D((4x — 2)?) Df " — nf "-1Df
= 2(4x—2)-4
— (8x—4)-4
=32x—-16
— £(x)

Funktio F onsiis funktion f integraalifunktio.

c) F(x)=(2x—4)? +12x2

F/(x) = D((2x — 4)2 +12x2) D(f +g) = Df + Dg
= D((2x — 4)?) + D12x2 Df " = nf "-1Df
= 2(2x —4)- 2+ 24x
= 8x—16 + 24x
= 32x —16
= f(x)
Funktio F onsiis funktion f integraalifunktio.
Vastaus
a) on
b) on

c) on



34

Tutkitaan, onko F’(x) = f(x) kaikilla x.
a) F(x) =sin2x+cos3x +4

F’(x) = D(sin2x + cos3x + 4)

Du(s(x)) = u’(s(x))-s"(x)
= Dsin2x + Dcos3x + D4 Dsin x = cos x
=0 Dcosx = —sinx
= C0s2Xx-2—sin3x-34+0
= 2C0s2Xx — 3sin 3x f(x) = 2cosx — 3sin x
= f(x)

Funktio F eiole funktion f integraalifunktio.
Esimerkiksi F'(7) =2 ja f'(x) =—-2= F'(x).

b) F(x) =sin?x+cos®x +9

F/(x) = D(sin? x + cos® x +9)
= Dsin? x + Dcos® x + D9

-0

= D((sin x)?) + D((cos x)?) Du(s(x)) = u’(s(x)) - s’(X)
= 25sin x- cos X 4 3(cos x)? - (—sin x)

= 2sin xcos X — 3¢0s? xsin x f (x) = 2cos x — 3sin x

= f(X)

Funktio F eiole funktion f integraalifunktio.
Esimerkiksi F'(t) =0 ja f'(%) = -2 = F/(%).



¢) F(x)=2sinx+3cosx+5

F’(X) = D(2sinx + 3cos X +5)

= D2sinx + D3cos x + D5 Dkf — k Df

=0 _

= 2Dsinx +3Dcos x Dsin x = cos x
Dcosx = —sin x

= 2-€0sX + 3+ (—sinx)

= 2C0S X — 3sin X

= f(x)

Funktio F onsiis funktion f integraalifunktio.

Vastaus
a) ei
b) ei
c) on



3.5

F(X)=—x*+2x+C ja f(x)=—-4x342.

Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) Kkaikilla x.

F/(x) = D(—x*+2x+C)
= —4x342
— f(x)

On osoitettu, etta funktio F on funktion f

a) Maéritetddn vakion C arvo niin, ettd integraalifunktion

Derivoidaan CAS-laskimella.

integraalifunktio. OJ

F(x) = —x* +2x+C kuvaaja kulkee pisteen (1, 3) Kautta.

Lisataan piirtoalueelle liukusaadin C. Méaéritetddn minimiarvoksi
esimerkiksi —10, maksimiarvoksi 10 ja animaatioaskeleeksi 0,1.

Piirretdadn funktion F kuvaaja ja piste
@ 3).

Madritetdan liukusaatimen avulla

vakion C arvo niin, ettd funktion F
kuvaaja kulkee pisteen (1, 3) kautta.

Saadaan C =~ 2.

Integraalifunktio on
F(X) ~ —x* +2x + 2.

Y

(1, 3)

y = F(x)




b) Méaéritetdan vakion C arvo niin, etté integraalifunktion
F(x) = —x* +2x+C kuvaaja kulkee pisteen (1, 3) Kautta.

FO) =3 F(x)=—x*+2x+C
—144+2.1+4C=3 Ratkaistaan CAS-laskimella.
C=2

Integraalifunktio on F(x) = —x* + 2x + 2.

Vastaus
a) F(x) ~ —x*+2x+2
b) F(x) = —x* +2x+2



3.6
Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x).

F/(x) = D(2x3 4+ x? —3x +C) Derivoidaan CAS-laskimella.
= 6X> +2x—3
— £(x)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. [J

a) Madritetddn appletin liukusaatimen avulla vakion C arvo niin, etta
funktion F kuvaaja kulkee pisteen (—1,—2) kautta.

Saadaan C ~ —4. I

Integraalifunktio on
F(X) ~ 2x3 +x2 —3x—4.

b) Mééritetddn vakion C arvo niin, ettd integraalifunktion
F(x) = 2x3 + x?> —3x +C kuvaaja kulkee pisteen (—1,—2) Kkautta.

F(-1)=-2
2.(-13+(-1D? -3.(-1)+C = —2 Ratkaistaan CAS-laskimella.
C=-4

Integraalifunktio on F(x) = 2x3 + x2 —3x — 4.

Vastaus
a) F(x) ~2x3 +x?-3x—4
b) F(x)=2x3+x?—-3x—4



3.7

Funktion f(x) =12x3 —4x+ 2 erés integraalifunktio on
F(x) = 3x* —2x2 +2x, silla

F/(x) = D(3x* — 2x2 + 2X) D(f 4+ g) = Df 4 Dg
= D3x* — D2x2 4 D2x
=12x3 —4x+2
= f(x).

On osoitettu, ettd F(x) = 3x* —2x2 + 2x on erés funktion f
integraalifunktio. [J

Vastaus
Esimerkiksi F(x) = 3x* —2x2 + 2x.



3.8

a) Funktion f(x) =4x®+5 erés integraalifunktio on Fy(x) = x* 45X,
silla

Fo' (x) = D(x* +5x)
= Dx* + D5x
=4x3+5
— f(x).

D(f + g) = Df + Dg

On osoitettu, ettd Fy(x) = x* +5x on eras funktion f
integraalifunktio. [J

b) Funktio F onfunktion f integraalifunktio tdsmalleen silloin, kun
F(x) = Fy(x)+C, missd C € R on vakio.

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat siis
F(x) = Fy(x) +C = x* +5x +C.



c) Madritetdan vakion C arvo niin, ettd integraalifunktio
F(x) = x* +5x +C saakohdassa —2 arvon 14, eli sen kuvaaja

kulkee pisteen (—2, 14) kautta.

Lisataén piirtoalueelle liukus&adin C.
Méaéritetddn minimiarvoksi esimerkiksi
—10, maksimiarvoksi 10 ja

animaatioaskeleeksi 0,1.

Piirretdaén funktion F kuvaaja ja piste
(-2, 14).

Maaritetdan liukusaatimen avulla
vakion C arvo niin, etta funktion F
kuvaaja kulkee pisteen (—2, 14)

kautta.

Saadaan C ~ 8.

Integraalifunktio on F(x) ~ x* 4+5x +8.

Vastaus

a) Esimerkiksi Fy(x) = x* +5x.
b) F(x) = x*+5x+C

c) F(x)~x*+5x+8

(—2, 14)

y = F(x)




3.9

a) Funktiot F, F, ja f ovat kaikki méariteltyja, kun x > 1.

Osoitetaan derivoimalla, ettd F’(x) = f(x), kun x> 1.

/ 1 F(x) = ﬁ
Fl(X):Dm Di:f/'gff'g/
g g2
_ DI1-(1-x)—1-D(1—x)
- (L—x)?
=0
_ 0-(1—x)—(D1-Dx)
N (1—x)?
_—(0-1
-0
_ 1
- 1-x?
= f(x)
Osoitetaan derivoimalla, ettd F,’ (x) = f(x), kun x > 1.
Fo(x) = ﬁ
F/() =D 1 £ flg_tf.g
9 g2
_ Dx-(I—x)—x-D(1L—x)
- (L—x)?
_ 1A= -x (-1
-2
_@-x+x
- @-x?
_ 1
(1—x)?
= f(x)

On osoitettu, ettd F'(x) = f(x) ja F/(x)= f(x), kun x> 1.



b) Sievennetdén erotus F (X) — F,(X).

L i X>l

RO)— R0 = 2 — %
— X

T 1—x
=1

F (x) — F,(x) =1 kaikilla x > 1.

c) llmaistaan b-kohdan tulosta hyédyntden funktio F (x) funktion
F,(x) avulla.

R(x)—F((x) =1
F(X) = F(x) +1

Vastaus
a) ks. tehtavan ratkaisu
b) F(x)—F,(x) =1 kaikilla x > 1.

) F(x)=F(x)+1



3.10

Funktio F onfunktion f integraalifunktio tdsmélleen silloin, kun f
on funktion F derivaattafunktio, toisin sanoen

f f(x)dx = F(X) josjavainjos F'(x)= f(x).

a) F’(x):D%sin2x+C D(f + g) = Df + Dg
=D %sinzx +0 Dkf = kDf
DC
= 1 p(sin2x)
2
- %D (sin x)? Df " = nf "-1Df
1 Z .
== .7 .sinx-cosx
4
= sin Xcos X
— f(x)
Vaite a on siis tosi.

b) F/(x)=D —%coszx+c D(f +g) = Df + Dg
=D —%coszx +0 Dkf = kDf
:—%Dwﬁx
- —%D (cos )2 Du(s(x)) = u'(s(x))- s'(x)

1 Z :
=——.2-c0sX-(—sinXx)
2
= COS XSin X
= sin XCOS X
= f(x)

Vaite b on siis tosi.



c) F'(x) = D(sinxcosx +C) D(f +g) = Df + Dg
= Dsinxcosx +0 Df-g)=f".g+f'-g
. . Dsin x = cos x
= Dsinx-cosx + DcosX-sin X .
Dcosx = —sinXx
= COSX-COS X + (—sin X)-sin x
= €052 X —sin? x cos? x —sin? x = cos 2x
= C0S2X

= f(x)

Vaite ¢ on siis tosi.

Vastaus
a,bjac



3.11

a) Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x.

F/(x) = D[(GX —8)° ]

4
—n Liay_ay2
=D 4(6x 8)
- %D((Gx—8)2) Df " = nf "~1Df
—1 5 6x_8).
~2.2.(6x-8)6
_12 oo
=7 (6x—8)
—3.(6x—8)
— 18x — 24
= f(x)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. [J



b) Funktiot F ja f ovat molemmat méariteltyja, kun x > 0.

Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x > 0.

F'(x) =

D(Inx + cos x3)

DInx + Dcos x3

1 Dcosx3

u(s(x))
14 sinxd.3x2
u'(s(x)) s'(x)

1 _ay2siny3
X

1 3x3sinx®
X X

1—

~ 1-3x3sinx3

X

f(x)

Dinx = %

Du(s(x)) = u’(s(x))-s'(x)

u(x) = cosx s(x) = x3
u’(x) = —sinx s(x) = 3x?

Lavennetaan samannimisiksi.

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. O



3.12

a) Osoitetaan, etta F'(x) = f(x).

F'(x) = DE**(2—x)*) D(f-g)=f"g+f-¢
— De2* . (2—x)* + D(2— x)* €2 Du(s(x)) = u'(s(x))-s'(x)
De* = e*
=e2X.2.2=x)*+42—-x)3 (-1 e
=2e2%.(2—x)* —4e?*.(2—x)8 Yhteinen tekija 2e2X.
=22 (2—-x)*-2(2-x)%) Yhteinen tekija (2 — x)3.

=2e2.(2-x)°%-((2—x)—2)
=2e2X.(2—x)%.(—x)
=-2x-e%x.(2-x) (a—x)" = (-D)"(x—a)"
= -2x-e2*. (=1)3(x—2)°
=-2x-e2X.(-1)-(x—2)8
=2x-e2X.(x—2)8
= f(x)
On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. OJ

b) Funktiot F ja f ovat molemmat madriteltyja, kun x > 1.

Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x > 1.

F/(x)=D ¥£4 Dé _ 9of — fbg = g
_ (x=1)-D(3x+4)—(3x+4)-D(x—1)
(x—1?

— (x=D): 3= (3x+4)-1 Poistetaan sulut.

(x—1)?
_3x=3-3x—4

(x—1)?
R
(x—1)?

— f(%)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. [



3.13

Tiedetadn, etta f (x) = YX =2

N

, missa x > 0.

a) Funktio F(x)=x —4\/;+9 on méaritelty, kun x > 0. Tutkitaan,
onko F'(x) = f(x) kaikilla x > 0.

F'(X) =D x—4JX +9

= Dx—D 4J/x +D9 Dkf = kDf
=1 =0
—1_4. _ 1
=1-4.D /x D Jx o
j( 1
—1— 4.
Zx
2 _Ax
—1 - 1 N
_x 2
Ix o Jx
_ -2
Jx
= f(x)

Funktio F onsiis funktion f integraalifunktio.



b) Funktio F(x) = Jx on madritelty, kun x > 0. Tutkitaan, onko

X +1

F'(x) = f(x) kaikilla x> 0.

/ f Df — fD

:(&“)'D((I\/XY)J:KEDWH) D(f +g) = Df +Dg
_ (&+1)~D(JJ__)+1J)2_ DX +0 hteinen tekija D)

_ DHX)- ((f+1) Jx) _ 1

(WX +1)2 P02
1

(x +1)2
1 fx) = X =2

2x (Vx +1)? Vx
= f(x)

Funktio F eiole funktion f integraalifunktio.

Esimerkiksi F'(1) =

1 1 . 1-2
Ay~ R O



) F(x) = (vx —2)2 on madritelty, kun x > 0. Tutkitaan, onko
F'(x) = f(x) kaikilla x > 0.

F/(x) = D((Wx —2)?) Dg(f(x)) = g'(f(x))- f'(x)
=2-(x =2)-D(/x —2) D(f +g) = Df + Dg
= 2.(x=2)-D(/x) -0 D(WX) = -1

24x

_ 1
—2.(J'—2)-ﬁ
_Z-(x-2)

Zx
_ax-2

Ix
= f(x)

Funktio F onsiis funktion f integraalifunktio.

Vastaus
a) on
b) ei
c) on



3.14

Tutkitaan, onko F’(x) = f(x) kaikilla x > 0.

F/(x) = D(x? + 4vx +C) Derivoidaan CAS-laskimella.
—2x+ 2 Laskin voi antaa vastauksen
JIx eri muodossa.
= T(x)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. [

a) Funktio saa kohdassa 1 arvon —4, kun sen kuvaaja kulkee pisteen
(1,—4) kautta.

Madritetddn vakion C arvo niin, ettd integraalifunktion
F(x)=x2+4Jx +C kuvaaja kulkee pisteen (1,—4) kautta.

Lisataan piirtoalueelle liukuséadin C. Madritetddn minimiarvoksi
esimerkiksi —10, maksimiarvoksi 10 ja animaatioaskeleeksi 0,1.

Piirretdén funktion F kuvaaja ja piste

Maaritetaan liukusaatimen avulla

vakion C arvo niin, ettd funktion F
kuvaaja kulkee pisteen (1,—4) kautta.

Saadaan C ~ —9.

Integraalifunktio on
F(X) ~ X2 4+ 44/x —9.




b) Méaéritetadn vakion C arvo niin, etté integraalifunktio
F(x) = x2 +44/x +C saakohdassa 1 arvon —4.

FQ) = -4
P2irafl+Cc=—4 Ratkaistaan CAS-laskimella.
C=-9

Integraalifunktio on F(x) = X2 +4/x — 9.

Vastaus
a) F(X)~ x2+4Jx -9
b) F(x) = X2 +4/x -9



3.15

a) Funktiot F(x) =xInx+5 ja f(x)=1+Inx ovat molemmat
madriteltyjd, kun x > 0.

Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x) kaikilla x > 0.
F’(x) = D(xInx +5)

D g)=f' g+ f-g
— D(xInX) + D5 (f-9) g+1t-9

Dk =0
=Dx:-Inx+x-DInx+0 Dlnx:%
1
=1Inx+ X =
X
=Inx+1
=1+Inx
= f(x)

On osoitettu, ettd funktio F on funktion f integraalifunktio. O

b) Funktio G(x) = 2xInx+5 on méaritelty, kun x > 0.
Funktio g(x) =2+ Inx? on mééritelty, kun x = 0.

Koska funktioilla on eri méérittelyjoukko, niin funktio G eiole
funktion g integraalifunktio.

Vastaus
a) ks. ratkaisu
b) Ei ole, silla funktioilla on eri maarittelyjoukko.
Funktio G on médritelty, kun x >0, ja funktio g, kun x = 0.



3.16

Funktion f(x) = —sinx—2x erds integraalifunktio on
F(x) = cosx — X2, silla

F’(x) = D(cosx — x2)
= Dcos x — Dx?2
= —sin X — 2X

= f(x).

D(f +g) = Df + Dg
Dcosx = —sin x

On osoitettu, ettd F(X) = cosx — x2 on eras funktion f
integraalifunktio. [J

Vastaus
Esimerkiksi F(X) = cosx — x2.



3.17
a) Olkoon funktio f(x) = 34x33,
Funktion f erés integraalifunktio on Fy(x) = x34, silla
Ry () = D()
= 34x3
= f(x).
Nain ollen f34x33dx =Fy(x)+C =x*+C.
b) Olkoon funktio f(x) = 6.
Funktion f erés integraalifunktio on Fy(x) = 6x, silla
Fo' (x) = D(6x)
=6
= f(x).
Nin ollen fsdx = Fy(X) +C = 6x+C.
Vastaus

a) x*+C
b) 6x+C



3.18

a) Funktion f(x) =6cosx erés integraalifunktio on Fy(X) = 6sinX,
silla

Fo' (x) = D(6sinx) Dkf = kDf
= 6-Dsinx Dsinx = cosx
= 6C0S X
= f(x).

b) Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat

F(x) = f f (x)dx
= Fy(x)+C Fo(x) = 6sinx
=6sinx +C.

Funktion sinx arvojoukko on [—1, 1]. Integraalifunktio F saa

suurimman arvonsa, kun funktio sinx saa suurimman arvonsa, eli
arvon 1.

F(x)=7 F(x) = 6sinx+C
6sinx+C =7 Sijoitetaan sinx = 1.
6-1+C =7
6+C=7 |-6
c=1

Funktion f integraalifunktioista se, jonka suurin arvo on 7, on
F(x) = 6sinx +1.

Vastaus
a) Esimerkiksi Fy(x) = 6sinx.
b) F(x) =6sinx+1



3.19

a) Osoitetaan, ettd F/(x) = f ().

/ _ 1
F(x)= D[x2 +3]

_ D1-(x* +3)—1-D(x* +3)

(x2 43)?
=0

_0-(x2 +3)— (Dx? + D3)

B (x2 +3)?

_ —(2x+0)

T (x2+3)?2

__ —2X

(x? +3)2
= f(x)
Osoitetaan, ettd F,’(x) = f(X).

2
F'(x) = D[S)):z 11136]

1
Fi(x) =
1(%) x? +3
Di: f/gffg/
g 92
Dk =0

D(f +g) = Df + Dg

g
_ D(5x% +16) - (x* +3) — (5x? +16) - D(x* +3)

(x2 4 3)?
=1x =0

=0
_ (D(5x?) + D16) - (x2 + 3) — (5x? 4-16) - (Dx? + D3)

(x2 +3)?
_ 10x-(x* +3) — (5x +16) - 2x
(x2+3)?
_ 10x3 4 30x —10x® — 32x
(x2+3)?
—_ =2X
(x2 +3)?

= f(x)

On osoitettu, ettd F'(x) = f(x) ja F)’/(x) = f(x).

Poistetaan sulut.

g



5x% 416 1
b) F,(x)—F(x) = -
) 2() 1() X2+3 X2+3

_5x2+16-1
X2 +3

2
_ SX*+15 Yhteinen tekija 5.

x2+3
5 (x2+3)

F,(x) — F(x) =5 kaikilla x.

c) llmaistaan b-kohdan tietoja hyddyntéen funktio F,(x) funktion F (x)
avulla.

Fo(x) = Fi(x) =5
Fo(x) = R(X) +5

Vastaus
a) ks. tehtdvan ratkaisu

b) F(x)—F(x) =5 kaikilla x.
c) F(x)=F(x)+5



3.20

a) Funktio g(x) = In(x? +3x+5) on maéritelty, kun x2 +3x+5> 0.

Tutkitaan funktion f(x) = x? +3x+5 nollakohtia diskriminantin
avulla.

ax? + bx + ¢, missa
a=1b=3jac=5.
D=3-415=-11 <0 D =b? —4ac

x24+3x+5=0

Funktion f kuvaaja on ylOspéin aukeava paraabeli. Koska
diskriminantti D < 0, funktiolla ei ole nollakohtia. Funktion kuvaaja
sijaitsee siis kokonaan x-akselin ylapuolellaja f(x) > 0 kaikilla x.

Funktion g madrittelyjoukko on siis koko reaalilukujen joukko R.

b) Derivoidaan funktio g(x) = In(x? +3x +5).

D(u(s(x)) = u’(s(x)) - s'(x)
g’(x) = D(In(x? 4 3x +5)) 1
DInx ==
X
__ 1
X2 +3x+5
=1 43
X2 +3x+5
_ 2X+3
X2 +3x+5

D(x? +3x +5)

c) Koska 22)(7+3 on funktion g derivaatta, niin funktion
Xc+3Xx+5

2X+3

kaikki integraalifunktiot ovat X) +C. Siis
x2 +3x+5 9 909

J 223 o= [ 0'00dx= 900 +C = In(x® +3x+-5) +C.



Vastaus
a) R

2X+3
b) g'(x) = 5512
) 99 X2 +3x+5

2X+3 4y —n X2 +3x+5)+C
2 fx2+3x+5 ( )
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Funktio f on kaikkialla jatkuva ja aidosti kasvava. Funktiolla on lisaksi
erimerkkiset arvot f(1) =—-13<0 ja f(134) =8> 0, jotensill&d on
tasmélleen yksi nollakohta. Merkitaan funktion f nollakohtaa Xg.

Jos F(x):ff(x)dx, niin F'(x) = f(x). Integraalifunktion F

aariarvoja voidaan ndin ollen tarkastella sen derivaatan, eli funktion f
arvojen merkin avulla. Laaditaan kulkukaavio.

X
F/(x) = f(x) - +
F(x) N\ /

Kulkukaaviosta ndhdaan, etta integraalifunktio F saa pienimman arvonsa
kohdassa Xg. [
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Lause: Olkoon F, jokin funktion f integraalifunktio. Tallin funktio
F onfunktion f integraalifunktio tdsmélleen silloin, kun
F(x) = Fy(x) +C.

On siis osoitettava, etté

1) Jokainen muotoa F(x) = Fy(x)+C oleva funktio on funktion f
integraalifunktio.
2) Jokainen funktion f integraalifunktio on muotoa F(x) = Fy(x)+C.

Todistus:

1) Koska funktio F, on jokin funktion f integraalifunktio, niin
Ry (x) = f(x). Néin ollen
D(Fy(x) +C) = DRy(x) + DC = Ry (x) + 0 = f ().

Jokainen funktio F(x) = Fy(x)+C onsiis funktion f
integraalifunktio.

2) Tarkastellaan erotusfunktiota h = F(x)— Fy(X).
D(F(x) = Fo(x)) = F'(x) = Fg(x) = f(x) = f(x) =0

Funktio F(x)— Fy(x) on siis vakiofunktio. Merkitsemalla taté vakiota
kirjaimella C saadaan

F(x)—Fy(x)=C
F(x) = Fy(x)+C. O



