
PRELI pitkä matematiikka / Kevät 2023 Ratkaisut ja pisteet

Ratkaisu: Oltava eli .2 − 5𝑥≥0 𝑥≤ 2
5

Ratkaisu: Itseisarvo ei aina ole positiivinen, sillä itseisarvo nollasta on nolla.

Ratkaisu: 2𝑥2 − 𝑥 > 𝑥2 − 𝑥 + 4

𝑥2 > 4 → 𝑥| | > 2



Ratkaisu:
4𝑥 − 1 − 2𝑥 + 1( ) = 2𝑥 + 1 − 𝑥

2𝑥 − 2 = 𝑥 + 1

𝑥 = 3

Erotus
𝑑 = 2𝑥 + 1 − 𝑥 = 𝑥 + 1 = 3 + 1 = 4

Neljäs termi =
𝑥 + 3𝑑 = 3 + 3∙4 = 15

Ratkaisu:

Ratkaisu:

Pienin luvuista on ja suurin . Lukujen summa on siis aritmeettinen77∙13 = 1001 769∙13 = 9997
erotuksella d=13:

𝑆 = 1001 + 1014 + … + 9997 = 769 − 76( ) • 1001+9997
2 = 3 810 807





- On muunnettu yhtälö luvun 2 potensseihin (2 p.)

- On ratkaistu x (2 p.)

- Tehtävä voidaan ratkaista myös logaritmeilla

- Funktion derivoiminen (2 p.)

- Määrittelyehto (1 p.)

- Oikea derivaatan nollakohta (1 p.)

- Vastauksessa on annettu myös ratkaisu x=0, (maks. 3 p.)

- Derivoinnin voi tehdä myös osamäärän derivoimiskaavalla



- Määrittelyehto (1 p.)

- logaritmien laskusääntöjen soveltaminen (1 p.)

- Saadaan kaksi ratkaisua (1 p.)

- Toisen ratkaisun hylkääminen (1 p.)

Ratkaisu: +1p per oikea termi− 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥) − 1
2 cos 𝑐𝑜𝑠 2𝑥( ) + 𝐶  

Ratkaisu:

- oikea idea ja saatu molemmat osalausekkeet (1p)



- integraalifunktiot oikein (1p)
- sijoitukset ja vastaus oikein (1p)



Ratkaisu:

Binomi on :n tekijä jos ja vain jos on sen nollakohta, eli𝑥 + 2 𝐹(𝑥) − 2

- oikein integroitu lauseke (1p)
- oikea idea nollakohdasta (1p)
- saatu C=18 ja oikea funktio (1p)

Ratkaisu:

Leikkauspisteet yhtälöllä

Kun , on .      Testipiste:0≤𝑥≤4 4 𝑥≥𝑥 𝑥 𝑥 = 1→4∙ 1 > 1∙ 1

- Leikkauspisteet oikein (1p)
- Saatu oikea integraali (1p)
- Integroitu oikein + vastaus oikea (1p)



- Yhteenlaskusäännön hyödyntäminen (2 p.)

- Yhtälön muodostaminen (2 p.)

- Ratkaisu (2 p.)



- Kertolaskusäännön hyödyntäminen (2 p.)

- Yhtälön muodostaminen (2 p.)

- Ratkaisu (2 p.)

-



B-OSA

- Kulmanpuolittajan hyödyntäminen (2 p.)

- GeoGebran työkalujen käyttö ja saatu piste D (2 p.)



- On määritetty suoran yhtälö, joka kulkee jonkin sivun kautta. (2 p.)

- Pisteen etäisyys suorasta (2 p.)

- On saatu ympyrän yhtälö keskipisteen esitysmuodossa (2 p.)

- On saatu ympyrän yhtälö yleisessä muodossa. (2 p.)

- Trigonometristen muunnoskaavojen soveltaminen (2 p.)

- Siniyhtälön rakentaminen (2 p.)

- Tangenttiyhtälön rakentaminen (2 p.)

- Myös muut trigonometriset ratkaisut hyväksytään.



- On päätelty amplitudi a (1 p.)

- On päätelty parametri d tai vastaava (1 p.)

- On päätelty jaksosta parametri b (1 p.)

- On osattu hyödyntää funktion arvoa kohdassa π. (1 p.)

- On ratkaistu parametri c1 ja c2 (2 p.)



Tarkka arvo alalle CAS puolella:



Tarkka vastaus näkyy viimeisellä rivillä.

- Kuva (2p)
- Leikkauspisteet (1p)
- Laskettu 1. integraali(1p)
- Laskettu 2. integraali(1p)
- Tarkka summa (1p)

Ratkaisu:

Ensin xy-tasossa:



Tilavuus on siis noin 161,6 t.y.

- Kuvat (1+1p)
- Laskettu 1. integraali(1p)
- Laskettu 2. integraali(1p)
- Tarkka summa (1p)
- Likiarvo (1p)

Kuvat:



Ratkaisu:



Olkoon vektorit

Tällöin kolmantena sivuna on vektori

Koska ja tämän sivun pituus on2𝑥 − 2( )2≥0 3𝑦 + 1( )2≥0

kaikilla reaaliluvuilla .

Pienin pituus saadaan kun ja samanaikaisesti.2𝑥 − 2( )2 = 0 3𝑦 + 1( )2 = 0

Kun ja pituus on 2 ja siis pienin.

Vastaus: Pienin pituus on 2.

- Muodostettu 3. sivuvektori (1p)
- Vektorin pituuslauseke (2p)
- Perustelu miksi pituus on vähintään 2 (1p)
- Todettu milloin saadaan pienin pituus (1p)
- Vastaus: 2 (1p)

Ratkaisu:

Piirretään GeoGebralla periaatekuva asettamalla liukusäädin vakiolle t. Kuvasta ei pisteitä.



Pisteet määräävät tetraedrin𝑂 = 0,  0,  0( ),  𝐴 = 2,  0,  0( ),  𝐵 = 0,  3,  0( )𝑗𝑎 𝑃 = (0,  0,  𝑧)

, jonka pohjana on kolmio ja korkeusjana . Piste .𝑂𝐴𝐵𝑃 𝑂𝐴𝐵 𝑂𝑃 𝐶 = (1,  1,  𝑡)

Tetraedrin tilavuus on , josta𝑉 = 1
3 • 1

2 ∙2∙3∙ 𝑧| | = 𝑧| | = 5

ja ).𝑧 = ±5 𝑃 = (0,  0,  ±5



Vastaus: 𝑃 = 0,  0,  ±5( ),  𝑡 = ± 5
6

- Hahmoteltu kuva (1p)
- Saatu tetraedrin kärjet (1p)
- Tetraedrin tilavuus oikein, josta P oikein. (1p)
- Saatu oikeat paikkavektorit OC (1+1p)
- Saatu oikeat arvot vakiolle t (1p)



Ratkaisu: TNspire

Vastaus: Tuhoeläinten määrä on pienimmillään 0,634 kuukauden eli noin 2,5 viikon kuluttua metsästyskauden alusta.

Määrä on suurimmillaan 2,366 kuukauden eli noin 9,5 viikon kuluttua metsästyskauden alusta.

- Derivoitu oikein (1p)
- Derivaatan nollakohdat oikein (2p)
- Perustelu ääriarvoille (1p)
- Minimikohta (1p)



- Maksimikohta (1p)

Ratkaisu: GeoGebra

”Leikkauspiste”-toiminnolla saadaan derivaattafunktion leikkauspisteet x-akselin kanssa.

Eli derivaattafunktio on positiivinen, kun (kk).0, 634 < 𝑡 < 2, 366

Tämän jälkeen ravintotilanteen huononeminen (eläinlooginen perustelu) alkaa pienentää populaation kokoa.

Kun , . Toisin sanoen . (matemaattinen perustelu)𝑡→∞ 𝑛 𝑡( ) = 1000 𝑛 𝑡( )≥1000,  𝑘𝑢𝑛 𝑡≥1

- Kuvaajat (1+1p)
- Oikea vastaus (derivaattafunktion positiivisuus) (1p)
- Perustelu (1p)
- Ravintotilanne (1p)
- Matemaattinen perustelu raja-arvolla (1p)



- Histogrammi (3 p.)

- Muu diagrammi (maks. 1 p.)



- Keskiarvo (3 p.)

- On annettu vastaus poiketen ½ m tarkkuudesta (Maks. 2 p.)

- Moodi (3 p.)

- On annettu vastaus poiketen ½ m tarkkuudesta (Maks. 2 p.)

- Mediaani (3 p.)

- On annettu vastaus poiketen ½ m tarkkuudesta (Maks. 2 p.)



Ratkaisu:

Siirrytään kongruentteihin lukuihin:

, ja26≡9 (𝑚𝑜𝑑17) 38≡4 (𝑚𝑜𝑑17) 43≡9 (𝑚𝑜𝑑17)

Siten
ja26 + 3825≡9 + 425 (𝑚𝑜𝑑17) 43 + 425≡9 + 425 (𝑚𝑜𝑑17)

Saatiin siis samat kongurenssilausekkeet, joten jakojäännös on sama.

Edelleen 425 = 250 = 25( )
10

= 3210 ≡ − 2( )10 = − 2( )5( )
2

= − 32( )2 ≡ − 2( )2 = 4  

Siten 9 + 425 ≡9 + 4 = 13 (𝑚𝑜𝑑 17)

Vastaus: Jakojäännös on siis 13.

Tarkistus Nspirellä:

- Kongruentit luvut , ja26≡9 (𝑚𝑜𝑑17) 38≡4 (𝑚𝑜𝑑17) 43≡9 (𝑚𝑜𝑑17)
(2p)

- Saatu lausekkeet ja26 + 3825≡9 + 425 (𝑚𝑜𝑑17) 43 + 425≡9 + 425 (𝑚𝑜𝑑17)
(2p)

- Saatu (1p)9 + 425 ≡9 + 4 = 13 (𝑚𝑜𝑑 17)
- Vastaus: 13 (1p)



Ratkaisu:

Lauseet ovat 1: 2: 3:𝑇⟹¬𝐻∧¬𝐿 ¬𝑇∨¬𝐻∨¬𝐿 𝐿⟺¬𝐻∨¬𝑇

H T L ¬𝐻 T¬ L¬ ¬𝐻∧¬𝐿 1 2 ¬𝐻∨¬𝑇 3
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0

Rivin 3 mukaan sekä Hupu että Lupu ovat syyllisiä (Tupu syytön) ja rivin 7 mukaan ainoastaan Lupu on

syyllinen. Siis Lupu tuomitaan ainakin heti.

Tupu vapautetaan kaikista syytteistä sillä riveillä 3 ja 7 hän on syytön.

Hupu on rivin 3 mukaan syyllinen mutta rivin 7 mukaan syytön, joten häntä ei voida tuomita (vielä).

Vastaus:

Hupu ei voida tuomita (vielä)

Tupu vapautettu kaikista syytteistä

Lupu tuomitaan syyllisenä.

- Saatu formaalilauseet (2p)
- Oikea totuustaulukko (2p)
- Oikea päättelyt (1p)
- Oikea vastaus (1p)





- Bolzanon lauseen hyödyntäminen (1 p.)

- On todettu jatkuvuus ja positiiviset että negatiiviset arvot (1 p.)

- Derivaatan hyödyntäminen ja ääriarvojen tutkinta (1 p.)

- Päättely, että on täsmälleen yksi nollakohta (1 p.)



- Taulukointi (2 p.)

- Puolitusmenetelmän käyttö (2 p.)

- On päädytty riittävän tarkkaan nollakohtaan (4 p.)

- Muu menetelmä (maks. 2 p.)

Ratkaisu:

Matikkaeditorilla:



Määritelmä:

Silloin saadaan:

- Määritelmä oikea (1p)
- Erotusosamäärän lauseke oikein (2p)
- Laventaminen oikein tehty (2p)
- Raja-arvo oikein (1p)

Ratkaisu: Jos funktio f on derivoituva kohdassa , on olemassa raja-arvo𝑥 = 𝑎



Pitää näyttää että tästä seuraa

(1p)

Oletetaan että . Silloin saadaan𝑥≠𝑎

(1p)

(1p)

Lasketaan funktion raja-arvo kohdassa .𝑥 = 𝑎

(2p)

Saatiin siis jatkuvuusehto

(1p)∎

Huomaa:

Tästä seuraa myös se että jos funktio ei ole jatkuva kohdassa , se ei myöskään ole derivoituva𝑥 = 𝑎
kohdassa .𝑥 = 𝑎


