PRELI pitkd matematiikka / Kevat 2023
Osa 1: A-osa
1. Funktiotehtavia 12p.

1.1 Mika on funktion f (z) = /2 — ba maarittelyjoukko? 2 p.
T <
r <

Tr =

@®
@)
@)

T >

e e b0 O] b0 O] bD

Ratkaisu: Oltava 2 — 5x=>0 eli x< %

1.2 Funktion f (z) = |3 — x| arvot ovat aina 2 p.
(O kokonaislukuja
@ ei-negatiivisia

(U negatiivisia

(U positiivisia

Ratkaisut ja pisteet

Ratkaisu: Itseisarvo ei aina ole positiivinen, silld itseisarvo nollasta on nolla.

1.3 Olkoon funktiot f (x) = 22% — zjag(z) = 22 — z + 4. Funktio f (x) saa suuremman arvon kuin

funktio g () kun 2 p.

O kaikki muut vastausvaihtoehdot ovat vaaria
® x>2taix < —2

> 2

<2

£Z

H

Ratkaisu: Zx2 - x> x2 —x+ 4

2
X >4-|x|>2

1.4 Maarita aritmeettisen lukujonon x, 2z + 1, 4x —

() kaikki muut vastausvaihtoehdot ovat vaaria
@® 15
O 16
O 14

... neljastermi. 2 p.



Ratkaisu:
4x — 1 —-2x+1)=2x+1—x

2x —2=x+1
x =3

Erotus
d=2x+1—-x=x+1=3+1=4

Neljis termi =
Xx+3d=3+34=15

1.5 Epayhtalon

lg(3) + ]g(%) + lg(%)—iﬂ . —i—]g(gft:) = 10 ratkaisu on

2p.
O z>10°
® z>5-10°— %
O x> 10"
O xz>5-10°

Ratkaisu:

1(3 7 2r—1 2x+1
B\°' 3 5 2z —3 2z-1

) =lg(2z+1) > 10

2r +1 > 10%

1
P> 5100 — =
z>5-10 3

1.6 Luvulla 13 jaollisten nelinumeroisten luonnollisten lukujen summa on 2 p.

(O kaikki muut vastausvaihtoehdot ovat vaaria
O 3 816 306
@ 3 810 807
O 3 805 308

Ratkaisu:

Pienin luvuista on 77:13 = 1001 ja suurin 769-13 = 9997. Lukujen summa on siis aritmeettinen
erotuksella d=13:

1001+9997

S = 1001 + 1014 + ... + 9997 = (769 — 76) » 5

= 3810807






2. Yhtaloita ja derivaatan nollakohta 12 p.

2.1 Ratkaise 16%* = ﬁ . 4p.

439,:_20
(2%) =

pl2z _ 907
122 = -7

7

r=——
12

On muunnettu yhtal6 luvun 2 potensseihin (2 p.)

On ratkaistu x (2 p.)

Tehtava voidaan ratkaista myos logaritmeilla

z =0

IT— /T
2.2 Ratkaise funktion f (z) = 2;: " derivaatan nollakohdat. 4 p.
3 : 3
T €Tz 1 -2 pyiomaa maarittelyehto:
e e— e — — 2 :
/(=) 2x? 22 27 2"
, 3 3 .5 3 _1
f@=—gut+ ot =Jat (<24a7i)
! _ 3 9 ; _1
flz)=0 = —z =0 @ _24,77 =
1 2 1 1
T g=0 tai —= =2 - -2
assa =10 tai Jz | ()7 eli . 4 = =z 1
1
Vastaus: 7 = —
YT

Funktion derivoiminen (2 p.)

Madrittelyehto (1 p.)

Oikea derivaatan nollakohta (1 p.)

Vastauksessa on annettu myos ratkaisu x=0, (maks. 3 p.)
Derivoinnin voi tehda my6s osamaaran derivoimiskaavalla

2.3 Ratkaise log- (2 + 4) — log: (x + 3) = log;(z + 2) .

4 p.



Ratkaisu:

Koska logaritmoitavan luvun tulee olla aidosti positivinen: 23 + 4 =0 ja =2+3>0 jaxr+2=0.

niin Aff: xel—2 00|

2r + 4
log, T: 3 = logs (x + 2|
21 + 4
v =r+2
T+ 3

45 +6=2r+4
2 +3x+2=0

f 0 ¥
p— 3 EVS — 412 (a SpeedCruncilla)
] 2.1

r=—1 t& 5=-2

Vastaus: p — ]

- Madrittelyehto (1 p.)

- logaritmien laskusdant6jen soveltaminen (1 p.)

- Saadaan kaksi ratkaisua (1 p.)
- Toisen ratkaisun hylkddminen (1 p.)

3. Integraaleja 12p.

3.1 Mdéritd [ (sinz + sin 2z) dz. 3 p.

Ratkaisu: — cos(x) — %cos cos (2x) + C

3.2 Mééritéj'? lz —3|dz. 3p.

Ratkaisu:

|w_3|={x—3, kunz >3
3—x, kunxz<3

f|-x—3|do:=£3(3—x)dx+f:(m_3)dx -

3( 1-2+?y)+ 5(3:c+1-2)—

211: £ : 21. —

9 1 25 9
—E+9—(—§+3)—15+?—(—9+§)—

—44+6-15+9+8=4

- oikea idea ja saatu molemmat osalausekkeet (1p)

+1p per oikea termi



- integraalifunktiot oikein (1p)
- sijoitukset ja vastaus oikein (1p)



3.3 Maarita funktion f (z) = 3z% — 4z + 1 integraalifunktioista se, joka on jaollinen binomilla = + 2.
3p.

Ratkaisu:
F (x) =f(3x2—4x+1)dm =z’ —-2s +z+C

Binomi x + 2 on F(x):n tekiji jos ja vain jos — 2 on sen nollakohta, eli

F(-2)=-8—-8-24+C=0

¢ =18

F(z)=x*—22% + 2+ 18

- oikein integroitu lauseke (1p)
- oikea idea nollakohdasta (1p)
- saatu C=18 ja oikea funktio (1p)

3.4 Laske kayrieny = 44/ jay = x4/ valiin jadvan alueen pinta-alan tarkka arvo. 3 p.

Ratkaisu:

Leikkauspisteet yhtalolla

T =4/ (z—4)/x=0

r=0%ai x =4
Kun 0<x<4, on 4\/;2x\/;. Testipiste: x = 1—>4-\ﬁ > 1-\ﬁ

A=/: (4ﬁ—xﬁ)dw=£4 (4:5% —aﬂ:%)d:r

8 2 8 2
=——.8—Z.32_(2.0=-Z=.
) 3 8 G} S (3 0 5 U)

- Leikkauspisteet oikein (1p)
- Saatu oikea integraali (1p)
- Integroitu oikein + vastaus oikea (1p)



4. Lapset hiekkalaatikolla 12 p.

Tiinalla ja Jarilla on menossa tavaransiirtoleikit hiekkalaatikolla. Tiinalla on 2 hiekkasankoa, 4 hiekkalapiota ja yksi
hiekkasiivila. Jarilla on ainoastaan hiekkasankoja ja hiekkasiivildita, joita on yhteensa 6 kappaletta.

4.1 Tiina siirtda sattumanvaraisesti yhden lelun Jarin lelukasaan ja Jari siirtaa sattumanvaraisesti yhden lelun
takaisin Tiinan lelukasaan. Todennakéisyys sille, etta Tiinalla on leluvaihdoksen jalkeen alkuperdinen maara
erilaisia hiekkaleluja on % . Kuinka monta hiekkasankoa ja kuinka monta hiekkasiivilaa Jarilla on siis

tavaranvaihtoleikin alussa? 6 p.

Ratkaisu:

Olkoon m Jarin hiekkasiivildiden lukumaar3. Hiekkasankojen lukumaarad on silloin (ﬁ — x}

Merkitadn hiekkasanko (hs), hiekkalapio (hl) ja hiekkasiivila (hsi).
Tilanne pysyy alkuperdisena, jos samanlainen hiekkalelu vaihtuu.

(A) = P (hs, hs) + P (hl, hi) +

P
2 T-x
7 T

(hsi, hsi) =

r+1
— =

+ | -7

I

1,1
T T

TS

14—-2z4+4d4+z2z+1=14
r=235
Vastaus: Jarilla on hiekanvaihtoleikin alussa siis 5 hiekkasiivilda ja yksi hiekkasanko.

- Yhteenlaskusaannén hyédyntaminen (2 p.)
- Yhtalén muodostaminen (2 p.)
- Ratkaisu (2 p.)



4.2 Lastenhoitaja keraa Jarin ja Tiinan hiekkalelut samaan laatikkoon ja nostaa sitten laatikosta kaksi lelua.

Todennakaoisyys sille, etta molemmat lelut ovat hiekkasankkoja on % . Montako hiekkasankoa Jarilla siis

alunperin olikaan? ' 6 p.

Ratkaisu:
Olkoon & hiekkasankojen lukumaara laatikossa.

r z-—1 5
— = — 13122
13 12 26 |18
227 — 22 = 60
2 —z—30=0
SpeedCrunchilla:
a=1
=1
b=-1
=-1
c=-30
= -30

x1l = (-b + sgrt(b”2 - 4*a*c))/(2%a

x2 = (-b - sqrt(b”2 - 4*a*c))/(2*a

Vastaus: Koska yhteensa oli 6 hiekkasankoa, niin Jarilla oli alussa 4 hiekkasankoa.

Kertolaskusaannon hyédyntaminen (2 p.)
Yhtdlon muodostaminen (2 p.)
Ratkaisu (2 p.)



B-OSA
5. Ympyra kolmion sisalla 12 p.

Kolmion A (ABC)karkipisteet ovat A = (=3, —4), B= (9, 0) ja C = (12, —9).

5.1 Tutki piirto-ohjelman avulla, mikd on kolmion sisaan piirretyn ja mahdollisimman suuren ympyran
keskipiste. 4 p.

Ratkaisu:
Kolmion sisaan piirretyn mahdollisimman suuren ympyran keskipiste on kulmanpuolittajien leikkauspiste.

N >/

\

-1

Vastaus: Leikkauspiste-tydkalulla pisteen D koordinaatitovat D = (7, — 4)

- Kulmanpuolittajan hyddyntdaminen (2 p.)
- GeoGebran tyokalujen kaytto ja saatu piste D (2 p.)

5.2 Maarita laskemalla kolmion sisddn piirretyn ja mahdollisimman suuren ympyran yhtalo ja esita se
yleisessd muodossa. 8 p.

Pisteiden 4 ja (' kautta kulkevansuoran kulmakerroin: kb = ﬂ — _i — _l
1243 15 3

Suoran yhtald: y—|—4=—%{ﬂ:—l—3] ali y:—%m—ﬁ

Pisteen ) = (7, —4) etdisyyssuorastaon:

Suora yleisessd muodossa:  x + 3y + 15 =0

S PTHs (0415 10
V12 + 32 V10
2

Ympyran yhtalo keskipisteen esitysmuodossa on talldin (J: — 7]2 + (y + 4)2 =./10

=10

Esim Ti-Nspirella:

(v=7)2+(+4)3=10 v2-14- v+y2+8: p+65=10

\astaus:
Yleisessa muodossa ympyran yhtalo on: g2 4 42 — 14z + 8y + 55 = 0



- On maaritetty suoran yhtalo, joka kulkee jonkin sivun kautta. (2 p.)
- Pisteen etéisyys suorasta (2 p.)

- On saatu ympyran yhtalo keskipisteen esitysmuodossa (2 p.)

- On saatu ympyrdn yhtalo yleisessa muodossa. (2 p.)

6. Trigonometrisia yhtaloita 12p.

Esita ratkaisussasi myos valivaiheet ja kayta kulmayksikkona radiaaneja.

6.1 Ratkaise ——sin2x + cos’ 2 =16 p-
23

Ratkaisu:

2

1
——sin2x +cos” x = 1 Kaksinkertaisin sinin kaavan mukaisesti saadaan

2¢/3

2
. 2 . i
sinzcost +cos°x —1=0 Jatrigonometrian peruslauseen mukaan:
23
L . 2
x/_sm-:.::cus:c —sin"x =0
3

1
SN @ (—CDE.?J —sginz | =10 Tulon nollasdaannon mukaan:

At ginz =10 eli ginx =sin(
r=04+n-2r tai z=w—04+n- 27

Namavoidaanyhdistdd, z =nm, ne Z

tai

B

1 , 1 |
—cosx —sinz =0 |:cosz #F0 — —tanz =0 eli tanz =
V3

V3
ﬁ?=%‘|—ﬂ-'ﬂ,HEZ

Jos cogaxr =10 ,nin ginxy =10 ja jatkuu A-kohdan ratkaisuna.

-
Vastaus: m=El-|—n-'n',nEZ tai x =nmnes

- Trigonometristen muunnoskaavojen soveltaminen (2 p.)
- Siniyhtalén rakentaminen (2 p.)

- Tangenttiyhtdlon rakentaminen (2 p.)

- Myo6s muut trigonometriset ratkaisut hyvaksytaan.

al-



6.2 Suunniteltavan kosinifunktion f (x) ominaisuudet ovat seuraavat: Funktion kuvaajan y-koordinaattien arvot

E 3—./3
kuuluvat vélille [% i] , sen jakso on 6mja f (w) = 5 = 5 Maarita funktio f (). 6p.
Ratkaisu:
Funktioon muotoa:  f(x) = acos(bz +¢) +d
1 5 5 _ 1 541
Koska y-arvot kuuluvat valille -, = , niinamplitudion 1 eli _ 2 2 1 ja d = 2 2 _ §
2’ 2 ‘=T T T2 T2

1
Lisdksi jaksoon @9 ,niinvoidaan paatelld,etta §H = g

Siis funktio saadaan muotoon  f () = Cus(g + c) + %

3—3

Tutkitaan c:n arvo: Nyt ) = ———
fm =5

. 2 cos i-I—c) 3_|_2.305(1 -|-c)
Toisaalta - m ) E_ (3 E_ 3

f(ﬂ}_ms(?,“ Tyt T 3T )
Joten 3+2cos(:?+c] =3_\/§

2 2

. r _ T V3
Siis 2005(3-1-0)— V3 = 305(54_5):_?

m am
Eli - = —
I cos(3+c) co.ss6
E—I—e':—iﬁ-i—n 2m
3 6
G—Eﬂ—ﬂ—l-n 2w tai c——5ﬁ—ﬁ+n 2
6 3 6 3

Xl , T
CZE—I—‘."L*Q?‘I’ tai c:—F+n~2ﬂ,nEE
Vastaus: f{m}—coa(i—l-z)-i-i tai f(m'izcos(i—ﬁ)—l—i
' B 32/ 2 | 3 6 2

- On paatelty amplitudia (1 p.)
- On paatelty parametri d tai vastaava (1 p.)
- On paatelty jaksosta parametri b (1 p.)

- On osattu hyodyntaa funktion arvoa kohdassa 1T. (1 p.)

- On ratkaistu parametri cl jac2 (2 p.)



7. Taso- ja avaruusgeometriaa 12p.

Tarkastellaan funktioiden f(z) =x +6jag(z) = o + 3 kuvaajien seka koordinaattiakseleiden rajaamaa aluetta.

7.1 Piirra geometriaohjelmalla funktioiden f () = = + 6 ja g (x) = 2* + 3 kuvaajien seka
koordinaattiakseleiden rajaama alue. Mdarita CAS-laskimella alueen tarkka pinta-ala. 6 p.

DI ScN=IPANEIE:

Funktio =
@) f(x) = x+6
O e=++3
Luku
a = IntegraaliVali(f, 0, x(C), x(A))
@
— 11.03
b = IntegraaliVili(g, 0, x(A), 0)
@
— 4.05
Piste
A = Leikkauspiste(g, f)
@
— (1.3, 47)
B = Leikkauspiste(g, f)
@
— (23.83)
C = Leikkauspiste(f, xAkseli)
@
— (-6, 0)
=1

Tarkka arvo alalle CAS puolella:



f(x) = &l =

1 -
_ —v13+4+1 V13 +1
Ratkaise: {x= 1K=
2 2

IntegraaliVili (f,(], 6, —v13+ 1)
2 2

., —13vI3+01

4

3§52

= 11.03

_— 1-v13

4 IntegraaliVali (g,[], 3 ,0)

L, 13v/13-19

6

2 %4

= 4,65
6 $2 + 34

1
-~ = (_13 V13 +235)

Tarkka vastaus nakyy viimeisella rivilla.

- Kuva (2p)
Leikkauspisteet (1p)
Laskettu 1. integraali(1p)
Laskettu 2. integraali(1p)
Tarkka summa (1p)

7.2 Piirréa geometriachjelmalla ne pydrahdyskappaleet, kun tehtavdan annon mukainen alue pyorahtaa x -akselin
ja y -akselin ympaéri. Laske x -akselin ympari olevan pyorahdyskappaleen tilavuus yhden desimaalin
tarkkuudella.' 6 p.

Ratkaisu:

Ensin xy-tasossa:

RS OO 4N =

O f(x) = x+6, (*63)(5 2 } .
\
O ek =x+3 (1 mgso) o

BT & Y 5 4 3 2 U



= Vo ) Ny x= x=

;T IntegraaliVli ({x +6)%,0,—6, ! _;’E)
1
-5 (—65 Vi3 + 333)
,  IntegraaliVii ({x2 +3)%,0, 1 _;ﬁ ,n)
1
- e (52 Vi3 — 103)
1 1 o
5 37 (—65 Vi3 + 333)+E T (52 Vi3 — 1&3)
1
ST L (—159 V13 + 1331)
4 $3
~ 161.616

Tilavuus on siis noin 161,6 t.y.

Kuvat (1+1p)
Laskettu 1. integraali(1p)
Laskettu 2. integraali(1p)
Tarkka summa (1p)
Likiarvo (1p)

Kuvat:



Blar bbb dedh @4 N

@  f(x) = x+6, (_5 <x<? _2,/1*3) =N
O & =x+3 (%stO) : s
[ |
a = Pinta(f, 25, xAkseli)
u 6
O Jus(—GSusl_;/E,u+ﬁ) cos(v)
- .

Jos (—6 <u< 5t 6) sin(v)

o
I

Pinta(g, 25, xAkseli)

A

2

(1_m
Jos —

Jns(l - Vi3 u<0,u’+ 3) cos(v)

A

u<0,u?+ 3) sin(v)

+ Syéttékentts...

Bl b e h@LN s
1—@) e

2

@ f(x) = x+6, (—6 <x<

@ g =%+3 (1‘2‘/1_399)

a = Pinta(f, 25, yAkseli)
u cos(v)

© 1_‘/ﬁ,u+ﬁ)

— Jos[ —6<u< 5

u (—sin(v))

b = Pinta(g, 25, yAkseli)
u cos(v)

o (17 Vi3
Jos —

—

<u<0u’+ 3)
u (—sin(v))

+ Syéttskentti...

8. Vektoreista 12p.

8.1 Kolmion kahtena sivuna ovat samasta pisteesta alkavat vektorit 22i + 3yj + 4kja 2i — j + 2k.
Mikd on kolmannen sivun pituuden pienin mahdollinen arvo? 6 p.

Ratkaisu:



Olkoon vektorit
a=2zi+3y)+4k b=2—j+2k
Talloin kolmantena sivuna on vektori
a—b=(2z—2)i+By+1)j+2k

Koska (2x — 2)220ja By + 1)220 tdmén sivun pituus on

V@22 +@y+1)’ +22 > Vi=2 x ja y

kaikilla reaaliluvuilla

Pienin pituus saadaan kun (2x — 2)2 =0ja(3y + 1)2 = 0 samanaikaisesti.

1
c=1 . v=-3 _ o
Kun ja pituus on 2 ja siis pienin.

Vastaus: Pienin pituus on 2.

- Muodostettu 3. sivuvektori (1p)

- Vektorin pituuslauseke (2p)

- Perustelu miksi pituus on véhintién 2 (1p)
- Todettu milloin saadaan pienin pituus (1p)
- Vastaus: 2 (1p)

8.2 Pisteiden A = (2, 0, 0), B= (0, 3, 0) ja C = (1, 1, t) kautta asetetaan taso joka leikkaa z
-akselin pisteessa P. Maarita piste P ja vakio ¢, kun pisteiden A, I3 ja P seka origon maaraaman

tetraedrin tilavuus on 5. 6 p.

Ratkaisu:

Piirretdin GeoGebralla periaatekuva asettamalla liukusdddin vakiolle t. Kuvasta ei pisteita.



(B]r ~ > B A @ &N
Taso =N

p: Taso(A,B,C)

— 33+ 22y +2=66
Pyramidi

a = Pyramidi(A,B,D,P)

— 6.6
Jana

f = Jana(A,B)

— 3.606

g = Jana(D,A)

-2

h = Jana(D,B)

-3

i = Jana(B,P)

— 7.25

j = Jana(A,P)

— 6.896
Luku

t=11

Pisteet 0 = (0, 0, 0), A = (2, 0, 0), B = (0, 3, 0)jaP = (0, 0, z) madraavat tetraedrin
OABP, jonka pohjana on kolmio OAB ja korkeusjana OP. Piste C = (1, 1, t).

Tetraedrin tilavuus on V' = % . %-2-3-|z| = |z| = 5, josta

z=25jaP = (0, 0, £5).

Tason pisteen C patkkavektori on
OC =0A+ AC -
Koska vektori AC on vektoreiden
AB=-%1+3j
AP =-2i4+5k ta AP =_32j—5k
maardamassi tasossa on oltava

AC =r(—%i+3])+s(-2i+5k) tai AC =r(=2i+3j)+s(—2i—5k)
OC=0A+AC =7Zi+r(-2i+3]) +s(—2Zi+5k) = (2—2r—25)i+3rj + bsk tail

OC =0A+AC =%i+r(—2%+3]) +s(—% —5k) = (2— 2r — 2s)i + 3r] — 5sk




Toisaalta on myds oltava:

OC =i+]+tk

Saadaan:

(2—2r —2s5)i4+3r] +5sk=1i+]+tk .josta

2—2r—28=1 ja 3r=1 jat=>5s

5

r= n8=—jat=—
J ] 6

1
3 6

tai

(2—2r—25)i+3r] —5sk=1i+]+tk .josta

2—2r—28=1 jo Ir=1 jat=-—>5s

: : 3]
10 8=—jat=——=

6 6

T =

1
3

Vastaus: P = (0, 0, £5), t = +

oo

- Hahmoteltu kuva (1p)

- Saatu tetraedrin kérjet (1p)

- Tetraedrin tilavuus oikein, josta P oikein.  (1p)

- Saatu oikeat paikkavektorit OC (1+1p)
- Saatu oikeat arvot vakiolle t (1p)



9. Alueen tuhoelainkanta 12 p.

Eraalla alueella on vakiintunut noin 1000 yksilon tuhoelainkanta, jonka saatelevat ravintotilanne ja ainoa
luonnonvarainen vihollinen, ilves. Ilveksenmetsastys alueella kestaa 2 viikkoa ja aiheuttaa haittaa myos
tuhoelainkannalle. Tutkimus osoittaa etta tuhoelainten maara noudattaa yhtaloa

1000 - (¢t —1)

N(t) = —— 4 1000, missa t on aika metsastyskauden alusta kuukausina.

(2—1)"

9.1 Milloin tuhoeldinten lukumaara on pienin ja milloin suurin? Anna vastaus viikkoina yhden
desimaalin tarkkuudella metsastyskauden alusta. Perustele matemaattisesti. 6 p.

Ratkaisu: TNspire

n(f):=m+1000 » Valmis
e(2*f)2
Funktio on jatkuva ja derivoituva:
%(n(t)) » 1000 (2 126 113) e 1P H4- 14
Derivaatan nollakohdat:
solve(i(n(t)):(),t) 4 f.—_(ﬁ{a) or I—B+3
dt 2 2

&

(3-3) [3+3

Likiarvot: » 0.6339745962 ja — » 2.366025404

Derivaattalausekkeessa tekija —1000(2r2—6r+3) maaraa derivaatan merkin.

Koska tama funktio on alaspdin aukeava paraabeli on derivaattafunktio positiivinen

nollakohtien vélissa.
-3) . [B+3

F 1

Derivaattafunktio on negatiivinen kun <

3
» 1=2.366025404 .

Funktion n(t) saa siis pienimman arvonsa kohdassa 7=

P

Ajakohdat ovat: 0.634-4 » 2.536 viikkoa ja 2.366- 4 » 9.464 viikkoa

Vastaus: Tuhoeldinten maara on pienimmillaan 0,634 kuukauden eli noin 2,5 viikon kuluttua metsastyskauden alusta.
Maara on suurimmillaan 2,366 kuukauden eli noin 9,5 viikon kuluttua metsastyskauden alusta.

- Derivoitu oikein (1p)
- Derivaatan nollakohdat oikein  (2p)
- Perustelu dariarvoille  (1p)
- Minimikohta (1p)



- Maksimikohta (1p)

9.2 Piirrd geometriaohjelmalla kuvaaja funktiosta ja sen derivaattafunktiosta alueessa t € [0,6]. Milla
muuttujan £ arvoilla mainitulla valilla derivaattafunktion arvot ovat positiiviset? Mita tapahtuu, mallin
mukaan, tulevaisuudessa tuhoelainkannalle? Anna seka matemaatiinen etta mielestasi eldinlooginen
perustelu. 6 p.

Ratkaisu: GeoGebra

N D o[ a= —
X//g‘y"@@ff‘.\i‘i' 5 Q =
Funktio SN g | MAEE (KPL) @
dn(x) = Jos(0 < x < 6,n'(x)) H 2400
@ .
— n(x), (0<x<6) 2200
1000 (x — 1] H 2000
@ e = 220D 000, (0<x<6) i
o)
1800
Piste 600
A = Leikkauspiste(cn, xAkseli, (0.634,0)) H IS
@
— (0.634,0) -,
B = Leikkauspiste(dn, xAkseli, (2.366,0)) P oo
— (2.366,0) e
+ snu
a0
200
A B aika (kk)
0 dn/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12 13 14 15 16 17 18 1
200
0 "
500 Q
800 Q
—t000 o

”Leikkauspiste”-toiminnolla saadaan derivaattafunktion leikkauspisteet x-akselin kanssa.

Eli derivaattafunktio on pesitiivinen, kun 0, 634 < t < 2,366 (kk).

Tamaén jilkeen ravintotilanteen huononeminen (eldinlooginen perustelu) alkaa pienentdd populaation kokoa.

Kun t—oo, n(t) = 1000 . Toisin sanoen n(t)=1000, kun t=1. (matemaattinen perustelu)

- Kuvaajat (1+1p)

- Oikea vastaus (derivaattafunktion positiivisuus) (1p)
- Perustelu (1p)

- Ravintotilanne (1p)

- Matemaattinen perustelu raja-arvolla (1p)



10. Lentomaen maailmancup 2022 12p.

Aineistossa on esitetty Planican lentomden maailmancupin tulokset 25.3.2022. Ensimmadisend tehtdvdna on tehda tilasto 20
parhaimman makihyppaadjdan makihyppyjen pituuksista. Luokittele aineisto kuuteen tasavaliseen luokkaan. Ensimmaisen luokan
alaraja on lyhimman makihypyn pituus ja vastaavasti viimeisen luokan yldraja on pisimmeén luokan makihypyn pituus.

Lahde: PIXABAY (CCO)

Aineisto

10.A Lentomaen maailmancup 2022 tulokset

10.1 Tee luokitellusta aineistosta histogrammi, jossa eri luokkien osuudet on esitetty prosentteina, prosentin kymmenyksen
tarkkuudella. Laita vastaukseesi esille myos kuvankaappaus tilastosta, jota olet kasitellyt. 3 p.

Ratkaisu:
hyppaja hypyt Luokka
1 232 4 Luokka Luokka Alaraja Ylaraja Frekvenssi [f] sf Luokkakeskus %&-osuus
239 B 1 Luckkal 213 217,75 1 1 215,375 2,5%
2 226 3 2|Luckka2 217,75 2225 8 g 220,125 20,0%
237 B 3 Luckka3 2225 227,25 10 19 224,875 25,0%
3 230 4 4|Luokkad 227,25 232 13 32 229,625 325%
2305 4 5| Luokkah 232 236,75 4 36 234,375 10,0%
4 228 4 6/ Luckkab 236,75 2415 4 40 230,125 10,0%
224 3
5 2235 3 yht. 40
237 5
[ 222 2
Makihypyn luokkajaon prosenttiosuudet
35,0'9.'5 32‘51%
30,0%
25,0%
25,0%
20,0%
20,0%
15.0%
10,0%
10,0%
5,00

2.5%

0.0%
Luokkal — Luokka?  Luokka3 Luokkad Luokkab  LuokkaB

- Histogrammi (3 p.)
- Muu diagrammi (maks. 1 p.)



10.2 M&arita luokitellusta aineistosta makihyppyjen pituuksien keskiarvo. Anna vastaus %2 metrin tarkkuudella,
kuten aineistossakin. 3 p.

Ratkaisu:
Luokkakeskusten mukaisesti GeoGebrassa:;

Ly | = = | - ] - [ ] | — | ;
[215375 1 _'ﬂ:_ '.' 2% /= =
N 220125 8 5 227 6063
|224.875 10 2.9978
| 220625 13 . e
]234375 4 2073623 125

239.125 4 ) 215 375
[ ]

224 875
220 625
T A 229 625

"
L 5596 155

e bieh

T~ 2275

- Keskiarvo (3 p.)
- On annettu vastaus poiketen % m tarkkuudesta (Maks. 2 p.)

10.3 Maarité luokitellusta aineistosta mékihyppyjen pituuksien moodi. Anna vastaus % metrin tarkkuudella, kuten
aineistossakin. 3 p.

Ratkaisu:
Mo = {229,5}
- Moodi (3 p.)
- On annettu vastaus poiketen % m tarkkuudesta (Maks. 2 p.)
10.4 Maarita luokitellusta aineistosta makihyppyjen pituuksien mediaani. Anna vastaus %2 metrin tarkkuudella,

kuten aineistossakin. 3 p.

Ratkaisu:

Luokassa 4 ylittyy 50 % hyppyjen maarassa, joten Md = {229,56}

- Mediaani (3 p.)
- On annettu vastaus poiketen % m tarkkuudesta (Maks. 2 p.)



11. Lukuteoriaa ja Ankkalinnan logiikkaa 12 p.

11.1 Luvut 26 + 382 ja 43 + 4% jaetaan luvulla 17. Osoita, ettd talldin jakojdannokset ovat yhtasuuret. Paljonko
tama jakojadnnos on? Huomaa: Ala kayta suoraa laskinkomentoa jakojaannokselle. 6 p.

Ratkaisu:
Siirrytddn kongruentteihin lukuihin:
26=9 (mod17), 38=4 (mod17) ja 43=9 (mod17)

Siten
26 + 38°°=9 + 4°° (mod17)ja 43 + 4°°=9 + 4”° (mod17)

Saatiin siis samat kongurenssilausekkeet, joten jakojadnnds on sama.

Edelleen 4°° = 2°° = (25)10 =32""=(- 2" = ((- 2)5)2 = (-32)°=(-2)"=4

Siten 9 + 4°° =9 + 4 = 13 (mod 17)

Vastaus: Jakojadnnos on siis 13.

Tarkistus Nspirella:

snlve(43+435=_r- 17+13,.1‘) > 1=66229406284862

- Kongruentit luvut 26=9 (mod17), 38=4 (mod17) ja 43=9 (mod17)

(2p)
- Saatu lausekkeet 26 + 38°°=9 + 4% (mod17)ja43 + 4°°=9 + 4> (mod17)
(2p)
. Saatu 9 + 4 =9 + 4 = 13 (mod 17) (1p)
- Vastaus: 13 (1p)

11.2 Ankkalinnassa kuohuu ja poliisi tutkii tapausta. Roope Ankan tarkoin vartioitu euronkolikko on varastettu.
Koska Kalle Ankan veljenpojat Hupu, Tupu ja Lupu myos aikaisemmin ovat otettu kiinni vastaavista rikoksista
heita epaillaan taas kerran tapahtuneesta. Ankkapoliisi on selvittanyt erdita faktoja: (1) Jos Tupu on syyllinen
niin Hupu ja Lupu ovat syyttomid. (2) Véhintadn yksi veljeksista on syyton. (3) Lupu on syyllinen jos ja vain jos
Hupu on syyton tai Tupu on syyton. Voisitko auttaa ankkapoliisia langettamaan tuomiot veljeksille?
Formalisoi faktalauseet ja kayta totuustaulukkoa lahtien merkinnoista: H=Hupu on syyllinen, T=Tupu on
syyllinen ja L=Lupu on syyllinen. ' 6 p.



Ratkaisu:

Lauseet ovat 1: T=—-HA—L 2: aTV-HVAL 3: L&—HVAT

H T L —-H | T =L —HA=L |1 |2 —HV-T |3
1 1 1 0 0 0 0 0 [0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0|1 0 1
1 0 1 0 1 0 0 1 ]1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 111 1 0
0 1 1 1 0 0 0 0|1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 1]1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 111 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1]1 1 0

Rivin 3 mukaan sekd Hupu ettad Lupu ovat syyllisid (Tupu syyton) ja rivin 7 mukaan ainoastaan Lupu on
syyllinen. Siis Lupu tuomitaan ainakin heti.

Tupu vapautetaan kaikista syytteista silla riveilld 3 ja 7 hdn on syyton.

Hupu on rivin 3 mukaan syyllinen mutta rivin 7 mukaan syyton, joten hanta ei voida tuomita (vield).
Vastaus:

Hupu ei voida tuomita (vield)

Tupu vapautettu kaikista syytteista

Lupu tuomitaan syyllisena.

- Saatu formaalilauseet (2p)
- Oikea totuustaulukko (2p)
- Oikea paattelyt (1p)

- Oikea vastaus (1p)



12. Nollakohta puolitusmenetelmalla 12 p.
Olkoon funktio f () = 2* — 9z + €* 4+ 7
12.1 Perustele, miksi funktiolla on tasmalleen yksi nollakohta. 4 p.

Ratkaisu:

flx) = —0x+e 47 =

=10 =5 o 5

a) Funktio  f(x) onjatkuvajaderivoituva,kun 2 € R

Define j{_t]=_1-3 -9. y+e'+7 Valmis
fi-4) -20.9817
A-3) 7.04979

f{—=4)<0 ja f(—3) =0 ,jotenBolzanon lauseen mukaisesti funktiolla on ainakin yksi nollakohta.

f(x)=3" —94+¢°



b) Tutkitaan funktion f(az:l derivaattaa:

Define j{r)=x 3_9-x+eX47 Valmis

solve(i(f{x})-o,x)

x=-1.71464 or x=1.32252

&

Merkkikaavion mukaisesti ja testipisteiden avulla:

—1,716464 1,32252
fz) + | - | +
flz) | N | /
—1,716464 1,32252
Funktiolla on siis paikallinen maksimi:
A-1.71464) 17.5708

Funktiolla on siis paikallinen minimi:
A1.32252) 1.16335

Koska paikallinen minimi on arvoltaan positiivinen, niin funktiolla on korkeintaan yksi nollakohta.

aja b kohdan mukaisesti funktiolla on tasmalleen yksi nollakohta.

- Bolzanon lauseen hyddyntéaminen (1 p.)

- Ontodettu jatkuvuus ja positiiviset ettd negatiiviset arvot (1 p.)
- Derivaatan hyodyntdminen ja dariarvojen tutkinta (1 p.)

- Paattely, ettd on tasmalleen yksi nollakohta (1 p.)

12.2 Méarita funktion f () nollakohta numeerisesti soveltaen puolitusmenetelmaa. Kayta
taulukkolaskentaohjelmaa tai vaihtoehtoisesti ohjelmointia apunasi. Valitse ensimmaiselle
iteraatiokierrokselle nollakohdan ympaéristdsta Iahimmat kokonaisluvut, jolloin valin pituudeksi tulee yksi.
Sovella puolitusmenetelmaa niin monta iteraatiokierrosta, etta funktion arvo nollakohdassa poikkeaa
nollasta vdhemman kuin 1072 verran. 8 p.



Ratkaisu:

Funktion f(x) nollakohta on siis kokonaislukujen -3 ja -4 valissa.
iteraatiokierros vali puolivali

-4 -3 -3.5
lfunkion avot |-20,95168436 7 049757066 -4,5344802617
-3,6 -3 -3,25
2funkion arvot  |-4, 344802617 70497870658 1960649205
-3.5 -3,25 -3,375
3funkion arvot  |-4,344802617 1960649208 -1,034141257
-3,375 -3,25 -3,3125
dfunkion arvot  |-1,034141257) 1 960649208 0502001169
-3,375 -3,3125 -3,34375
Hfunkion arvot  |-1,034141257 0502001169 -0,256201141
-3,34375 -3,3125  -3,32812%
Gfunkion arvot  |-0,256291141 0502001169 0,125235228
-3,3437h -3,328125 -3,3358375H
Tfunkion arvot  |-0,266201141 01252868228 -0,064891714
-3,3359375  -3,328125 -3,33203125
8funkion arvot  |-0,064801714 01252882258 0,030350513
-3,3359375 -3,33203125-3,333084375
Ofunkion arvot  |-0,064891714 0030350613 -0,017232514
-3,33398437h -3,33203125 -3,333007813
10funkion arvot  -0,017232514 0,030350513 0,006568518

Vastaus: Puolitusmenetelmalld ratkaistu nollakohta on

- Taulukointi (2 p.)
- Puolitusmenetelman kaytto (2 p.)
- On paadytty riittdvan tarkkaan nollakohtaan (4 p.)
- Muu menetelma (maks. 2 p.)

13. Derivoituvuus 12p.

13.1 Maarita ilman laskinta f’ (16) kun f () = (\/Z — 1) /Z. Kéayta derivaatan maaritelmaa ja nayta

kaikki valivaineet. 6 p.

Ratkaisu:

Matikkaeditorilla:

Ip ==

3,333007813



Maaritelma:

, . fla+h)—f(a)
7o) = =y

Silloin saadaan:

@)= (VF—1)yT=2—7
Ay _ J(16 + h) — f(16) _

Az h
16+h—+/16+h—16++/16 h—+16+h+4
h B h B
4+h _"‘ 1645 — lavennetaan 4 4+ f + /16 + K
1
(4+h—+16+h) (44 h++/16+h)
h(4+h+ 16+ R) :
16 +8h+h*>—16—h Th + h? B h(7+h)
h(4+h+V16+h)  h(4+h++16+h) h(4+h++/16+H)
T+h — Z,k‘unh—>0
4+h+V16+h 8
Maaritelma oikea (1p)
Erotusosamaadran lauseke oikein (2p)
Laventaminen oikein tehty (2p)
Raja-arvo oikein (1p)

13.2 Todista: Derivoituva funktio on jatkuva. ' 6 p.

Ratkaisu: Jos funktio f on derivoituva kohdassa x = a, on olemassa raja-arvo



£ (@) = tim LB =1 @

T—a r—a

Pitdaa nayttaad ettd tasta seuraa

lim f (x) = f(a)
o (1p)

Oletetaan etta x+a. Silloin saadaan

f@) -1 = L2 oy

(1p)
fa =199 oot r@

(1p)

Lasketaan funktion raja-arvo kohdassa x = a.

(f{;ﬂ)—f{a)
il

li ) = li
im f(2) = lim "

T I

-(ﬂ:—a]+f(fa})=

=@ (@—a)+f@)=|
=f"(a)- 0+ f(a) =
= f(a)

(2p)

Saatiin siis jatkuvuusehto

lim £ (2) = £ (@)

u (1p)

Huomaa:

Tasta seuraa myos se etta jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x = a, se ei my6skaan ole derivoituva
kohdassa x = a.



