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9 Lukujonot

9.1 Lukujono

901. a) Aritmeettisessa lukujonossa perdkkiisten jdsenten erotus on aina sama
vakio. Nytd=7-4=3.

Lukujonon sadas jésen @100 saadaan, kun ensimmaéiseen jdseneen 4
lisatddn 99 kertaa luku 3:
aio=4+99 - 3=301

Lukujonon yleinen jésen a,:
an=ar+(m-1)d=4+m-1)-3=3n+1.

Selvitetién, onko luku 100 jasenend lukujonossa eli onko a, = 100
jollakin positiivisella kokonaisluvulla #.

a, =100
3n+1=100

3n=99 ||:3

n=33

Luku 100 on siis lukujonon 33. jésen, eli se on lukujonossa.

b) Geometrisessa lukujonossa perdkkéisten jasenten suhde on aina sama

vakio. Nyt g = g =2.

Lukujonon ensimmadinen jasen a; = 3 ja suhdeluku g = 2, joten yleinen
jisena,=a; - ¢"' =3 - 2"\
Selvitetddn yhtilon 3 - 2" = 49152 avulla, kuinka mones lukujonon

jdsen on 49152:
3-2"1=49152 ||:3
2"'=16384
2n—1 :214
n—1=14
n=15

Lukujonon (a,) = (3, 6, ...) 15. jasen on 49152.
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902. a) Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkiisten jasenten erotus
an+1 — a, on vakio eli ei riipu jérjestysnumerosta 7.
i —an=02-3n+1)-2-3n=2-3n-3-2+3n=-3

Perdkkiisten jasenten erotus —3 on vakio, joten lukujono on
aritmeettinen.

an+l

b) Lukujono on geometrinen, jos sen perdkkdisten jasenten suhde on

a

n
vakio eli ei riipu jirjestysnumerosta n.

(n+1)-1 n
a1 — —4-5 _ 5 = 5)1—()1—1) — 51 =5

a —4.5"" 5"

n

Perédkkéisten jdsenten suhde 5 on vakio, joten lukujono on
geometrinen.
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903. a) Aritmeettisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perdkkéisten jisenten

erotuksia:
2) 3)
_ o7 7_ 14 21_ 7
LThT YT 4T TR 12
V7 V714 21 7

ay—a,= — — e

9 6 18 18 18
Perédkkéisten jdsenten erotus ei ole sama vakio, joten lukujono
(777 ) o ole aritmeet
(a,)= ( 169 ,) el ole aritmeettinen.

Geometrisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perdkkdisten jasenten

suhteita:

A
4H_6_74_2
a 7 67 3

4

7
4 _9_76_2
a, 7 97 3

6

Perékkaisten jasenten suhde néyttéisi olevan sama vakio, joten

lukujono (a,) = (%,%,%,j voisi olla geometrinen.

Jos lukujono on geometrinen, niin lukujonon ensimmaéinen jésen on

2
a, 2% ja suhdeluku g = 3 jolloin yleisen jdsen kaavalla a, = a; - ¢"

_7.(2)"
saadaan a, = (3) .
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b) Aritmeettisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perékkaisten jasenten
erotuksia:

2w A~

Q
[
Q
Il
|
Il
20 o

Q| AW

S
w
|
]
[\ ]
Il

Perdkkaisten jasenten erotus ndyttiisi olevan sama vakio, joten
lukujono (a,) = (%,%,%,) voisi olla aritmeettinen.

Geometrisen lukujonon tapauksessa tutkitaan perdkkiisten jasenten
suhteita:

3
4 _7_37_34
a 1 71
7
5
4 _7_57_5
a, 3 73 3
7

Perdkkaisten jasenten suhde ei ole sama vakio, joten lukujono

135 . .
(a,)=|=,=,=,... | ei voi olla geometrinen.
777
Jos lukujono on aritmeettinen, niin lukujonon ensimmaéinen jdsen on
1 2
a, = 7 ja erotusluku d = - jolloin yleisen jésen kaavalla
an= a1 + (n— 1)d saadaan
1 2
—+=n
7 7

2 2 1
Lt
T 7

1 2
a=—+n-1)-—= .
==l Z
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904. a) Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkiisten jdsenten erotus
an+1 — a, on vakio.

Nyt

w—ar=x-2ja

as—a, =8 —x,

joten erotuslukujen yhtdsuuruudesta saadaan yhtilo x —2 = 8 — x.

Ratkaistaan luku x yhtédlostd x —2 = 8 — x:

x—-2=8-x
x+x=8+2
2x=10|:2
x=5
b) Lukujono on geometrinen, jos sen perdkkiisten jasenten suhde Dt o
ai’l

vakio.

Nyt

2

a, x . a

a 27 a,

. . 8
joten suhdelukujen yhtidsuuruudesta saadaan yhtélo 22
2 X
. ar o X8
Ratkaistaan luku x yhtélosti 5 =—:
X
x_8
2 x
x’=2-8
x* =16

x=\/E tai x=—\/ﬁ

x=4 x=—4
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90s.

a) Lukujono on aritmeettinen, joten yleinen jasen on a, = a; + (n — 1)d.

Lukujonon jasenten a3 = -3 ja a5 = 6 tiedoilla saadaan yhtdlopari ja
sen ratkaisuna a; ja d.

a,=a,+3-1)d =a,+2d _ a,+2d=-3 .
eli ny , josta ratkaisuna
as=a,+(15-1)d =a, +14d a,+14d =6
9
a,=——
saadaan 3 2.
d==
4
Yleinen jdsen on a, = —2+ (n-1) 2 zén —2.
2 4 4 4

Toinen tapa:
Koska lukujono on aritmeettinen, lukujonon jésen saadaan lisadmalla
edelliseen sama vakio d.

Siis ai1s = a3 + 12d 2eli 6 =—3 + 12d. Tasta saadaan d zé.

4
3 9
Nyta1=a3—2d=—3—2-zz—§.
. _ 9 n.3_3 21
Yleinen jdsen on nyt a, = 2+(n 1) 1=

n—1

b) Lukujono on geometrinen, joten yleinen jdsen on a, = a; - q

Lukujonon jédsenten a, =% ja ag =g tiedoilla saadaan yhtilopari ja

sen ratkaisuna a; ja q.

9
. a, q=-—
{az a-q o elinyt 1 4 4 josta ratkaisuna saadaan
ag=a,-q al.q5:§
27 27
G )T w
tai .
_2 - 2
=3 9==3
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Toinen tapa:
Koska lukujono on geometrinen, lukujonon jédsen saadaan kertomalla
edellinen samalla vakiolla g.

Siisa6=a2-q4elii=2-q4. Tastd saadaan qzig.
6 4 3
9
Jos q=%, niin g, =%=%=%.
3
9
2 hiing=%-4 __27
Jos g= 3‘,nunal—q__g_ g
3
L 27 (2\7 .. __2.(_2)”‘1
Yleinen jésen on siis joko a, = 5 ( 3) tai a, = 5 3

906. a)
a =1
a, =1+3a, =~1+3-1=+4=2
a, =[1+3a, =J1+3-2 =7
a, =J1+3a, =V1+3 N7 =V1+3J7

b)

1
2
2.64575
2.98952
3.1573
3.23603
3.27232
3.28892
3.29648
3.29991
11 3.30148

W o~ O g W D=

-
o

Lukujonon 11. jdsen on ensimmaéinen, joka ylittdd luvun 3,3.
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907.

Ensimmadinen vilille [999, 9999] sijoittuva luvulla 7 jaollinen
1001

kokonaisluku on 1001, silla = 143.

Kaikki Iuvulla 7 jaolliset vélilla [999, 9999] olevat kokonaisluvut voidaan
esittdd muodossa a, = 1001 + (n — 1) - 7=Tn + 994,

Selvitetddn, kuinka mones lukujonon (a,) jdsen ei vield ylitd lukua 9999
hakemalla epdyhtdlon 7n + 994 < 9999 suurin positiivinen
kokonaislukuratkaisu.

Epédyhtilon ratkaisu on x < 1286,42... Suurin timén ehdon tayttava
kokonaisluku on siis 1286, joten lukujonon 1286. jasen on suurin vélille
[999, 9999] sijoittuva luvulla 7 jaollinen kokonaisluku

(1286 =7 - 1286 + 994 = 9996).

Vililla [999, 9999] on siis 1286 luvulla 7 jaollista kokonaislukua.
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908.

Olkoon isoimman nelién sivun pituus 2r
2r, r> 0, jolloin isoimman ympyrin sdde on
r ja sen pinta-ala mr°.

Isoimman ympyrén, jonka séde on 7, sisélle
piirretyn nelion sivun pituuden puolikas
x, x > 0, saadaan Pythagoraan lauseen avulla:

x> +x* =r?, josta xzﬁr.

2

Nelion sivun puolikas on samalla nelion
sisélle piirretyn ympyréan side.
Toiseksi isoimman ympyrin pinta-ala

V2

on siis n(Tr)2 =

7U"2

Koska kuviota toistetaan tdsmilleen 2
samanlaisina, ympyrdiden pinta-alat
muodostavan geometrisen lukujonon

2 71',7"2 TU‘2

e, T g jonka suhdeluku

_1

n—-1
. . .. 51
Lukujonon yleinen jdsen on siis a, = nr (3) .

1 2

Selvitetddn, mikd on pienin kokonaisluku n, jolla a, < 1000000 ™" -

n—1
Rasastaan n o o (1 =1
atkaistaan 7 yhtalosta - -( 3 1000000

ratkaisusta pienin ehdot tayttiva kokonaisluku.
Yhtdlon ratkaisu on n = 20,93..., josta pienin ehdot tayttdvd kokonaisluku
on 21.

-mr’ ja paitelldin yhtilon

Siis 21. ympyra on ensimmdinen, jonka pinta-ala on alle miljoonasosa
alkuperdisen ympyrén pinta-alasta.
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9.2 Summa

LUVUN 9.2 YDINTEHTAVAT

909. a) Yhteenlaskettavat ovat aritmeettisen lukujonon a, =—2n +5
ensimmadiset jasenet 3, 1,—1,-3, ...,-2n+5, ... ja3113.

Selvitetddn yhtdlon —2n + 5 =-3113 avulla, kuinka mones
aritmeettisen lukujonon (3, 1, -1, 3, ...) jasen luku 3113 on.

2n+5=-3113
—2n=-3118 ||: (-2)
n=1559

Summassa on siis 1559 ensimmaisté aritmeettisen lukujonon
an=—2n+ 5 jésenta.

Summa3+1-1-3—...+(2n+5)+...-3113 onsiis
Sies =1559~wz—2 424 245.

b) Yhteenlaskettavat ovat geometrisen lukujonon a, =3 - 2"
ensimmaiset jasenet 3,3 - 2,3 -2%3-2% ..., 3-2"" .. ja3-2"

3-2

Lukujonon suhdeluku ¢ = 5= 2.

Selvitetiisin yhtilon 3 - 2" = 3 - 2'° avulla, kuinka mones geometrisen
lukujonon (3,3 - 2,3 - 22,323, ...)jasen luku 3 - 2% on.
3-271=3-219:3

2nfl=210
n—1=10
n=11

Summassa on siis 11 ensimmdisti geometrisen lukujonon a, =3 - 2"

jésenté.

Summa3+3-2+3-2243-22+ ... +3-2"14+ . +3-290nsiis
_ 11

S, =M=6141.

1-2
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Toinen tapa:
Yhteenlaskettavat ovat geometrisen lukujonon a, =3 - 2"
ensimmiiset jdsenet 3,3 - 2,3-2%,3-2%, ...,3-2"' ... ja3-2"

Lausekkeesta 3 - 2" niihd#n, etti ¢ = 2.
Koska3+3-2+3-22+3-2°+ . +3-2"'+  +3.21°
=3-2043-2+3-2°+3-2°+ . +3-2""+ . +3-2
nihdién, ettd yhteenlaskettavia on 11.

Summa3+3-2+3-2243-23+ . +3-2"1+  +3-2%0nsiis

3.(1-2"

e ) _6141.

910.

=3+2+1+%+%+%
—4+%+%+ﬁ%+“%
=4+%+%%+%%
—6+%%+%%
—6+%%

1
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911. a) Yhteenlaskettavat ovat aritmeettisen lukujonon (5, 7,9, ...)
ensimmaiset jésenet.

Lukujonon ensimmdinen jasen a; = 5 ja erotuslukud =7 — 5 =2.
Lukujonon yleinen jdsenona,=5+(n—1)-2=5+2n—-2=2n+3.

Summassa on 15 yhteenlaskettavaa.
Summa voidaan kirjoittaa ) -merkkié kéyttiden siis muodossa

i (2n+3).

Aritmeettisen summan kaavalla saadaan

S, =15 5+233 = 285.

b) Yhteenlaskettavat ovat geometrisen lukujonon (1, 3, 9, ...) ensimmaiset
jésenet.

Lukujonon ensimmainen jasen a; = 1 ja suhdeluku ¢ = 3. Lukujonon
yleinen jésen on siis @, = 1 - 3" =3"",

Selvitetdin yhtilon 3" = 3% avulla, kuinka mones geometrisen
lukujonon (1, 3, 9, ...) jisen luku 3%° on.

3n—1:320
n—1=20
n=21

(tai 1 +3+9+...32°=3"+3"+32+ .. 3% joten summassa on 21
yhteenlaskettavaa)

21
Summa voidaan kirjoittaa ) -merkkié kéyttden siis muodossa Z 3",
n=1
Geometrisen summan kaavalla saadaan
11— 3%

Sy ==7-3=5230 176 601
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912. a) Kaikki luvuilla 2 ja 3 jaolliset luvut ovat jaollisia luvulla 2 - 3 = 6.
Ensimmaéinen kolminumeroinen luvulla 6 jaollinen luku on 102, silld
102

T=17

Luvulla 6 jaolliset kolminumeroiset luvut ovat siis muotoa
a, =102+ 6(n—1)=6n+96.
Selvitetddn epayhtilon avulla, mikd on suurin kokonaisluku, jolle
6n + 96 < 999.
61+ 96 <999
6n<903 ||: 6
n<150,5

Suurin epéyhtilon toteuttava kokonaisluku on siis 150, joten
kolminumeroisia luvulla 6 jaollisia lukuja on 150.

Lukujonon a, = 6n + 96 150. jdsen on ajso =6 - 150 + 96 = 996.

Ehdot tiyttivien lukujen summa on siis S5, =150 % =82350.

b) Summassa1l+2+3+4+ ...+ 1000 on 1000 ensimmaéisté positiivista
kokonaislukua ja tdimé aritmeettinen summa on

S,000 = 1000 -% = 500500.

Summassa 1 +2 +3 +4 + ... + 1000 on viidell4 jaolliset luvut 5, 10,
15, ..., 995 ja 1000. Ndmai luvut voidaan esittdd muodossa a, = 5n.
Luku 1000 on lukujonon (a,) 200. jasen, silld azoo =5 - 200 = 1000.

Viidelld jaollisten lukujen 5, 10, ..., 995 ja 1000 aritmeettinen summa
on Sy, =200 .w =100500.

Jéljelle jadavien yhteenlaskettavien summa on siis
500500 — 100500 = 400000.
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913.

914.

a) Summa-1+2+5+...+3n—4=146 171 on aritmeettisen lukujonon
(-1,2,5,...,3n—4, ...) n:n ensimmaéisen jdsenen summa.

Ratkaistaan lukujonon jésenten lukumaéiré »n, n > 0, aritmeettisen

summan kaavalla S, =n R T
n-w:M&ﬂ, jostan =313 (tain=-311,3...)

b) Summa4 + 16 + ... + 4" =89 478 484 on geometrisen lukujonon
(4,16, ..., 4", ...) n:n ensimmdisen jdsenen summa.

Lukujonon suhdeluku on g = % =4.

Ratkaistaan lukujonon jasenten lukuméérd n, n > 0 summakaavasta

g _4 “(1-4")
n 1_ q N
Yhtilon % =89 478 484 ratkaisu on n = 13.

Sailyketolkit kerroksittain muodostavat aritmeettisen lukujonon
(1, 2,3, ...), jossa lukujonon yleinen jdsen on a, = n.

Summakaavasta S, =n -a]JrTa” saadaan yhtélo »- 1;” =1000, jonka

ratkaisuna saadaan kerrosten lukumaéara n, n > 0.

Yhtilon ratkaisut ovat n =44,22... (tai n =—45,22...).

Sailyketolkeistd voidaan pinota siis 44 kerrosta.

1+44
2

Téahéan rakennelmaan menee yhteensi S,, =44- =990 tolkkia, joten

tolkkeja jad yli 10.
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915.  Vuosittaiset hiilidioksidipddstot muodostavat geometrisen lukujonon.
Valitaan jonon ensimmdiseksi jaseneksi vuoden 2018 hiilidioksidipéadsto
0,95 - 56 (milj. tonnia).

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla vuosien 2018-2050
hiilidioksidipadstot ja ndiden kokonaissumma, kun paistot vihenevit 5 %
vuodessa, eli tulevat 0,95 .kertaisiksi.

¥ Taulukkolaskenta
L «|BEE|=av B~
A B |
1 Vuosi = Hiilidioksidip&éstdt (milj. tonnia) 20 2036 21.13
2 | 2018 332 | 21 | 2037 20.08
3 | 2019 5054| | 22 | 2038 19.07
4 | 2020 4801 1 23 | 2039 18.12
5 | 20 4561 124 | 2040 17.21
6 | 2022 4333 o5 | 2041 16.35
7 2023 AT T g | 2042 15.53
8 2024 39.11
27 | 2043 14.76
9 2025 37.15
28 | 2044 14.02
10 | 2026 35.29
11 2027 3353 | 29| 2045 13.32
=R o026 3185 | 30 | 2046 12.65
13| 2029 3026 | 31 2047 12.02
14 | 2030 0875 | 32 | 2048 11.42
15 | 2031 2731 | 33| 2049 10.85
16 2032 25.94 34 2050 10.31
17 | 2033 2465 | 35
18 2034 23.41 36 Vuosien 2018-2050 p&&stét yht.
19 | 2035 2224 | 37 868.2

Vuoden 2050 hiilidioksidipaastot ovat 10,3 miljoonaa tonnia, jos
pééstdjen viheneminen jatkuu samalla tavalla.

Vuosien 2018-2050 péastdt ovat yhteensd 868 miljoonaa tonnia.
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Toinen tapa:

Vuosittaiset hiilidioksidipadstot muodostavat geometrisen lukujonon.
Valitaan jonon ensimmdiseksi jaseneksi vuoden 2018 hiilidioksidip&&sto
0,95 - 56 = 53, 2 (milj. tonnia).

Nyta,=53,2-0,95""".
Vuonna 2050 paistot ovat
as =53,2-0,95=10,305... = 10,3 miljoonaa tonnia.

Vuosien 2018 -2050 pééstot ovat yhteensa
53,2(1-0,95")

Sy = 1-0.95 =868,19... ~ 868 miljoonaa tonnia.
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916. a) Aritmeettisen lukujonon 12. jasen a, voidaan esittdd lukujonon 3.
jésenen a3 ja erotusluvun d avulla:
an=az+9deli 166 =13+ 9d, jostad = 17.

an=a3+9deli 166 =13 +9d, jostad = 17.
Koska as =a; +2d, niin 13 =a; +2 - 17 mistd a; = - 21.

Lukujonon yleinen jisen a, = a; + (n — 1)d on siten
an=—"21+m-1)-17=17n-38.

Lukujonon (a,) jasenten ais, ais, ..., azo summa voidaan laskea
lukujonon summien S3 ja Si4 erotuksena. Lasketaan summissa
tarvittavat lukujonon jasenet aso ja ais:
ax=-21+30-1)-17=472

ais=-21+(14-1)-17=200

Sy —30.21+472 _ ¢765

2
S, =14-w: 1253
Lukujonon (a,) jdsenten as, ais, ..., s summa on siis

S30 — S14 = 6765 — 1253 = 5512.

Toinen tapa:

Koska lukujono on aritmeettinen, lukujonon jasen saadaan lisidmalla
edelliseen vakio d.

ap=az+9deli 166 =13+ 9d, jostad = 17.

Nytais=ain+3d=166+3-17=217ja
axp=ann+18d=166+ 18 - 17 =472.

Summan ensimmaéinen yhteenlaskettava on a;s = 217, viimeinen
az =472, ja yhteenlaskettavia lukuja on 16.
Aritmeettisen summan kaavalla saadaan

16-W=5512.
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b) Geometrisen lukujonon yleinen jisen on a, = a; - ¢"', joten tiedoista
as =163 840 ja ajo = -5120 saadaan yhtéildpari ja sen ratkaisuna a; ja

q.
a,-¢*" =163 840
a-q""=-5120"

josta a1 =2 621 440 ja g =—%.

Lukujonon (a,) jasenten ais, ais, ..., azo summa voidaan laskea
lukujonon summien Sz ja Si4 erotuksena:

2 621 440-(1—(—%)30) 2 621 440-(1—(—%)‘4)

S30 - S14 - ) 1 ) 1
() ()
_ 109225
1024
_ 681
=106 1024
Lukujonon (a,) jasenten ais, aie, ..., a3 Summa on siis

S30 — S14= 6765 — 1253 = 5512.

Toinen tapa:
Koska lukujono on geometrinen, lukujonon jisen saadaan kertomalla
edellinen vakiolla g.

aw=as- ¢’ eli 5120 = 163840 - &', josta g =—1.

Nyt @, =a,-q° :—5120-(—%)5 =160.
Summan ensimmainen yhteenlaskettava on a;s = 160,

yhteenlaskettavia lukuja on 16 ja g = —%.

Geometrisen summan kaavalla saadaan
1416
160(1-(-3)"*)

1-(-3)

109225 681
© 1024 ‘1061024‘
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Luvun 9 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

917. a) Aritmeettisesta lukujonosta tiedetddn a3 = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jdsen saadaan, kun kolmanteen jdseneen lisdtddn erotusluku d
kaksi kertaa: as = az + 2d.

Nyt 12 =6 + 2d, josta 2d = 6 ja edelleen d = 3.

Lukujonon kolmas jdsen saadaan, kun ensimmaéiseen jaseneen lisdtdan
erotusluku d kaksi kertaa: a3 = a1 + 2d.
Siis6=a;+2 -3, jostaa; =0.

Lukujonon toinen jisen saadaan, kun ensimmaéiseen jdseneen lisitdin
erotusluku d: a» = a, + d.
Siisa,=0+3=3.

Loput puuttuvat lukujonon jasenet ovat
aw=azt+d=6+3=9
as=as+d=12+3=15
ar=a¢+d=15+3=18.

Siis 0,3, 6,9,12,15,18, ...

Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen a, = a; + (n — 1)d on siten
a,=0+(n-1)-3=3n-3jaa =3 -10-3=27.
Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on

S, =10- 0““227 ~135.
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b)

Toinen tapa:

Aritmeettisesta lukujonosta tiedetddn a3 = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jdsen saadaan, kun kolmanteen jdseneen lisdtddn erotusluku d
kaksi kertaa: as = az + 2d.

Nyt 12 =6 + 2d, josta 2d = 6 ja edelleen d = 3.

a2=a3—d=6—3=3
a=a—d=3-3=0
as=a3+d=6+3=9
as=as+d=12+3=15
ar=a¢+d=15+3=18.

Siis 0,3, 6,9, 12,15, 18, ...

aw=a7+3d=18+3-3=27.
Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on

szlo-%:lss.

Geometrisesta lukujonosta tiedetddn az = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jisen saadaan, kun kolmas jdsen kerrotaan suhdeluvulla ¢ kaksi
kertaa: as = a3 - ¢°.

Nyt 12 =6 - ¢ josta ¢> = 2 ja edelleen g =~/2 tai g=—/2.

Tapaus g = V2

Lukujonon kolmas jasen saadaan, kun ensimmaéinen jasen kerrotaan
suhdeluvulla ¢ kaksi kertaa: a3 = a1 - ¢°.

Siis 6 =g, {(V2)%, josta 6 = a; - 2 ja edelleen a; = 3.

Lukujonon toinen jésen saadaan, kun ensimmadinen jisen kerrotaan
suhdeluvulla ¢: a> = a; - g.

Siis @, =3-v/2 =3v2.
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Loput puuttuvat lukujonon jésenet ovat
a,=a,-q=6-v2=6v2
a,=a,-q=12-v2=1242
a,=a,-q=12N2 -2 =24.

Siis 3, 3v/2, 6, 652, 12, 1242, 24, ...

Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on
¢ _30-(2)")
10 1 _ \/E
_30-((2))
1-42
_3(1-2Y)
1-
_3(1-32)
1-2
- 93
~(V2-1)
-3
V2-1

S

Tapaus g = —~2:
Lukujonon kolmas jasen saadaan, kun ensimmaéinen jasen kerrotaan
suhdeluvulla ¢ kaksi kertaa: a3 = a1 - ¢°.

Siis 6 =g, «(—/2)?, josta 6 = a; - 2 ja edelleen a; = 3.

Lukujonon toinen jidsen saadaan, kun ensimmaéinen jésen kerrotaan
suhdeluvulla ¢: a> = ai - gq.

Siis a, =3-(—/2)=-3+/2.

Loput puuttuvat lukujonon jésenet ovat
a,=a,-q=6-(—2)=—6:/2
ag=as-q=12-(—2)=-1272

a, =a,-q=—122-(—/2)=24.

Siis 3, =332, 6, =652, 12, 1242, 24, ...
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Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jasenen summa on
_301-(=v2)")
Y 1-(—V2)
_30-((=v2)")’
O 1+2
_3(1-2Y)

T 142
3(1-32)

1+~2
_ 93

V2 +1
_ 93

V241

Toinen tapa:
Geometrisesta lukujonosta tiedetddn az = 6 ja as = 12. Lukujonon
viides jdsen saadaan, kun kolmas jdsen kerrotaan suhdeluvulla ¢ kaksi

kertaa: as = as - qz.
Nyt 12 =6 - ¢°, josta ¢* = 2 ja edelleen ¢ =2 tai ¢=—2.

Tapaus g = V2

V2)
a 6 _6V2
=2= 2=2£-32
“7Yy V22

a, _3J2
a:—:—:3
1 q \/5
a,=a,-q=6-v2=6v2
a6=a5-q=12-x/§=12\/§
a, =a,-q=1232 72 =24.

Siis 3, 3v/2, 6, 65/2, 12,1242, 24, ...
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Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jasenen summa on
_3(0-(2)")_ 93 93 93

WITIVE Iz () T
Tapaus q=—\/§:

a =a3'q=6'(_\/§)=_6\/§
a,=a;-q=12-(~2)=-12V2
a, =a,-q=—122-(—/2) =24.

Siis 3, —3v/2, 6, =652, 12, 1242, 24, ...

Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jisenen summa on
g _30=(v2)")_ 93 _ 93
O I—(2) 1442 V240
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918.

A: Jos lukujono on aritmeettinen perdkkéisten jasenten erotus on vakio,

joka ei riipu jarjestysnumerosta 7.
apm—an=3B3-(n+1)-B-n=3-n-1-3+n=-1

Perdkkiisten jasenten erotus on vakio, joka ei riipu
jarjestysnumerosta n. Lukujono a, = 3 — n on siis aritmeettinen.

Jos lukujono on geometrinen, niin perdkkédisten jasenten suhde on
vakio, joka ei riipu jérjestysnumerosta 7.

a4y _3-(n+l)) _2-n

a 3-n 3-n

n

Perdkkaisten jdsenten suhde riippuu jarjestysnumerosta n. Lukujono
a, =3 —n ei siis voi olla geometrinen.

Koska lukujono on aritmeettinen ja erotusluku d = —1, niin lukujono
a, =3 — n ei voi olla vakiojono.

Siis A-1

: Aloitetaan tutkimalla perdkkéisten jésenten erotusta

an+1 — ay = sin (n(n + 1)) — sin (nn) = sin (km) = 0
Perdkkaisten jdsenten erotus on vakio 0, joka ei riipu
jérjestysnumerosta 7.

Lukujono a, = sin (nn) on aritmeettinen.

Koska lukujonon a, = sin (7n) jokainen jasen on 0, ei perdkkéaisten
jasenten suhdetta voi maarittdd. Lukujono a, = sin (nn) ei siis voi olla
geometrinen.

Lukujono a, = sin (rtn) on vakiojono (0, 0, 0, 0, ...).

Siis B-1, III
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C: a1 —a, = "' — €, joka riippuu jérjestysnumerosta n. Lukujono

a, = €" ei voi olla aritmeettinen.

a en+] |

n+l _
n
a’l e

Perikkiisten jdsenten suhde on vakio eli sen arvo ei riipu
jarjestysnumerosta n. Lukujono a, = €" on siis geometrinen.

Lukujono on e, €%, €’, ... ei voi olla vakiojono.

Siis C-I1I

100
e @ . i
D: Osamaérd on —% =5/—7 =70 =7 =7

ag,  §-7”
Siis D-I1
Toinen tapa:
Lausekkeesta a, = 5 - 7" ndhdéén, ettd lukujono on geometrinen ja

g = 7. Néin ollen perékkéisten jasenten aioo ja 9o suhde on 7.

E: Erotus aipo —ae=(5+7-100) - (5+7 - 99)
=5+7-100-5-7-99

=100-7-99 -7
= (100 - 99) - 7
=1-7

=7.

Siis E-II

Toinen tapa:
Lausekkeesta a, = 5 + 7n ndhdéén, ettd lukujono on aritmeettinen ja
d = 7. Néin ollen perdkkdisten jasenten aioo ja ag erotus on 7.

F: Summa 1 +2 + 3+ ... + 99 + 100 on aritmeettisen lukujonon
(1,2,3,...,99, 100, ...) sadan ensimmaéisen jasenen summa.

S, =100- 1+21°0 = 5050.

Siis F-I11
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919. a) Lukujono (5, 10, 15, 20, ..., 5r) on aritmeettinen. Maaritetaan n:n,
n > 1, arvo summakaavan S, =n % jatiedon S, = 1050 avulla.

n-%ﬂoso -2

n(5+5n)=2-1050
5n* +51-2100=0 || :5

n +n—420=0

n_—li\/12—4-1-(—420)
a 2-1
_ —1++/1681
n_—

2
e

2
_—1+41 . _-1-41
n=—y (tai n= 5 )
n=20

b) Kirjoitetaan yhtdlon vasemmanpuolen lauseke tulomuotoon:
+2-3+3-34+4-3+...+30-3"=1+2+3+...+30) 3"

Summal+2+3+...+30o0n
1+30

S, =30- >

3+2-3+3-34+4-3"+...+30-3"=15-31-81

voidaan kirjoittaa muotoon

465 - 3*=15-31 - 81 josta saadaan 3" = 81.

=465, joten yhtilo

Koska 3* = 81, niin yhtilon ratkaisu on x = 4.
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¢) Geometrisen lukujonon ensimmadinen jésen a, = 3 0 ja suhdeluku

100
3
_10 _3 100 _

9="3 =193 10

100
Geometrisen lukuj onon yleinen j éisen on

_ 9 n-1 __ n 1 _ n, L — 3 . n

& = 100 10 100 107107 100 ‘10 10 1000 10°.
Selvitetddn kysytty n:n arvo yleisen termin I 030 0 -10" avulla.

Funktio 10" on kasvava funktio, joten lausekkeen EEEN T arvot

1000
kasvavat tuntemattoman n kasvaessa.
3 9 _ 3 a0 _ e
Koska 1000 10" =3 000 000 ja 1000 10~ =30 000 000, niin pienin

ehdot tayttdva kokonaisluku # on 10.

Toinen tapa:
Geometrisen lukujonon

3
ensimmédinen jésen a, = 3 0 ja suhdeluku ¢g = % =10.
100

100

()

Lukujonon yleinen jésen on siis a, = % 10"
Selvitetdadn kysytty z#:n arvo yhtidlon avulla.

310" =3 000 001 |-190 100

100
107! = 300000100
3
300000100
n—lzlogm#
n—1=8,0000001....
n=9,0000001...

Koska lukujonon jisen saadaan kertomalla edellistd luvulla 10,
lukujonon jésenet ovat sitd suurempia mitd suurempi # on. Siis
ensimmadisen luvun 3000001 ylittdva jasen on lukujonon 10. luku.
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920. a) Kolmion kaksi muuta kulmaa ovat 100° + d ja 100° + 24.
Koska kolmion kulmien summa on 180°, saadaan yhtlo
100 + (100 + d) + (100 + 2d) = 180, josta d = —40.

Kysytyt kulmat ovat siis
100°, 100° — 40° = 60° ja 100° — 2 - 40° = 20°.

Toinen tapa:
Kolmion suurin kulma on 100°, joten kolmion kulmat ovat 100° — 2d,
100° — d ja 100°.

Koska kolmion kulmien summa on 180°, saadaan yht&lo
(100 —2d) + (100 — d) + 100 = 180, josta d = 40.

Kysytyt kulmat ovat siis
100° —2 - 40° =20°, 100° — 40° = 60° ja 100°.

b) Kolmion kaksi muuta kulmaa ovat ?—;t q ja ?;t e

Koska kolmion kulmien summa on &, saadaan yht&lo
9t 9= o

_ __4 1
13+13q 3q =T, josta g 3talq 3

Koska kulmat positiivisia, niin g = 1

3
9n 9n 1_3m . 97: 1V _9n 1 _m
Kysytyt kulmat ovat == 3 133127 (3) 39-13
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Toinen tapa:

9n _9-180° _ 124,6...°, joten on on kolmion suurin kulma.

13 13 13
9t 9n
Kolmion kulmat ovat siis 13 13 , ja on

13°

Koska kolmion kulmien summa on &, saadaan yht&lo

9t 9nm
13 13 9_n . _
q2 13 =T, josta g = 3.
In In

13 _ @ E 3n . 9n
Kysytyt kulmat ovat siis —5- 213 3 13 ja I
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921. a) Nyta;=-5jaa,=as,1+2,josta a, — a,1 = 2. Koska perdkkiisten
jasenten erotus on vakio, joka ei riipu jarjestysluvusta », lukujono on
aritmeettinen. Lukujonon yleinen jésen on siis
ap=-5+m-1)-2=2n-17.

b) Lueteltujen jdsenten perusteella juurrettavana oleva luku on edellinen
juurrettava kaksinkertaisena.
Siis
a =1
a,=~2-a, =N2-1=+2
a, =2 a, =N2-v2 =22
a,=2-a, =N2-2v2 =222,

joten rekursiokaavaon @, =1jaa, =+/2-a, ,, n=2,3, ...

n
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922. a) Lukujonon jasenten osoittajat niyttdisivit olevan aritmeettisen
lukujonon (1, 2, 3, ...) jésenid ja nimittdjdt aritmeettisen lukujonon
(3,5,7,...) jasenia.

Osoittaja: Lukujono on muotoa a, = n.

Nimittdja: Ensimmdinen jdsen on a; = 3 ja erotuslukud =7 - 5= 2.
Lukujonon yleinen jasenona, =3+ (n—1) - 2=2n+1.

Lukujonon (a,) =( ) analyyttinen séanto on

esimerkiksi a, = il
n

. — _ 100 _100

Lukujonon 100. jésen on tilloin a,, = 510051 201"

b) Lukujono (2, 0, 2, ...) voidaan kirjoittaa muotoon
(1+1,1-1,1+1,1—1...),jolloin ndhdéén, ettd jokaisessa jdsenessa
on ensin luku 1, johon sitten joko lisdtddn tai vihennetdédn luku 1,
Luvut 1,-1, 1, -1, ... ovat lukujonon (—1)”’1 jasenid.

Lukujonon (a,) = (2, 0, 2, 0, ...) analyyttinen sdint0 on esimerkiksi
a, =1+ (-1)"".

Lukujonon 100. jasen on tilldin
ao=1+D""""=1+ )’ +1=1-1=0.
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923. a) Lukujono on geometrinen, jos sen perdkkiisten jasenten suhde on
vakio, joka ei riipu jérjestysnumerosta n.
31

a e . e e
Nyt L = ‘31”71 = %, joka ei riipu jérjestysnumerosta 7.
a

n

47!

n—1

Lukujono a, =34—n, n=1,2,3, ... on siis geometrinen.

Ensimmdinen jésen, joka alittaa luvun 0,001 saadaan epéyhtilon
3n—l
4”
Siis jasenestd 21 alkaen kaikki lukujonon jésenet ovat pienempid kuin

0,001.

< 0,001 avulla. Epdyhtélon ratkaisu on n > 20,19...

21. jasen alittaa ensimmaéisend luvun 0,001.

b) Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkiisten jdsenten erotus on
vakio joka ei riipu jarjestysnumerosta 7.

Nyt api1 —a, =3 +2(n+1))—(3+2n) =2, joka ei riipu
jarjestysnumerosta 7.
Lukujono a, =3 +2n,n=1, 2, 3, ... on siis aritmeettinen.

Lukujonon ensimmdinen jasen a; =3+2-1=5jad=2.

Lasketaan perdkkéisten jasenten a»s, azs, ..., 9o Summa summien Soo ja
S»4 erotuksena.

Nytag= 3+2-90=183jaax= 3+2 - 24=751,joten

S,y =902 +21 83 _8460 ja 5, =242 +251 =672, joten perikkiisten

jésenten as, ase, ..., ao Summa on Soo — S4 = 8460 — 672 = 7788.
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924.

925.

Toinen tapa:
Lukujono on aritmeettinen, jos sen perdkkéisten jdsenten erotus on
vakio joka ei riipu jarjestysnumerosta n.

Nyt a1 —a, =B +2(n+ 1)) - (3 +2n) =2, joka ei riipu
jarjestysnumerosta 7.
Lukujono a, =3 +2n,n=1, 2, 3, ... on siis aritmeettinen.

Aritmeettisessa summassa das + ax + ... + a9 ensimmaiinen
yhteenlaskettava on a>s = 3 + 2 - 25 = 53, viimeinen yhteenlaskettava
on ag =3 + 2 - 90 = 183 ja yhteenlaskettavia lukuja on 66.

Summa on siis 66- 53*—2183 —7788.

Olkoon P(x)=ax + b, a # 0.
Osoitetaan, ettd perdkkdisten jdsenten P(x + 1) ja P(x) erotus on aina
vakio, kun x on positiivinen kokonaisluku.

NytP(x+1)=a(x+1)+b=ax+a+bjaP(x)=ax+ b, joten
Px+1)-Px)=(ax+a+b)—(ax+b)=ax+ta+b—ax-b=a.

Koska a on jokin reaaliluku eli vakio, niin lukujono P(1), P(2), P(3), ...
on aritmeettinen.

Kun rekursiokaavan yhtiloé a, = -2 - a,-1 kirjoitetaan muotoon —2— = -2,

n—1
nidhdiéan perakkiisten jasenten suhteen olevan jérjestysnumerosta
riippumaton vakio —2.

Lukujono (a,) on siis geometrinen ja sen ensimmaéinen jésen a; = 3 ja
g =—-2. Lukujonon yleinen jisen on a, =3 - (-2)"".

15 15 L 3-(1—(=2 15
;aﬁ;&(—z) :%:32769.
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926.

a) Lasketaan tilanne istutuksen jilkeen, lisdaamalla istutusta edeltdvaan
tilanteeseen 150 taimenta. Ennen istutusta taimenista on jéljella

kolmen neljannesta eli 75 %.

Taimenia on siis juuri ennen 10:t4 istutusta 416.

b) Ennen toista istutusta taimenia on

0,75 - 150

ja istutuksen jilkeen 0,75 - 150 + 150.

Ennen kolmatta istutusta taimenia on
0,75 - (0,75 - 150 + 150) = 0,75* - 150 + 0,75 - 150

¥ Taulukkolaskenta
SlL k|EIEE =~ |EH
A \ B c
1 |Istutuksen numero Taimenia ennen istutusta Taimenia istutuksen jélkeen
2 1 0 150
3 2 1125 2625
4 3 196.88 346.88
5 4 260.16 410.16
6 5 307.62 457.62
7 6 343.21 493.21
8 7 369.91 519.91
9 8 389.93 539.93
10 9 404.95 554.95
11 10 416.21 566.21

ja kolmannen istutuksen jilkeen 0,75% - 150 + 0,75 - 150 + 150.

Ennen neljétté istutusta taimenia on
0,75 - (0,75% - 150 + 0,75 - 150 + 150)

=0,75%- 150+ 0,75% - 150 + 0,75 - 150.

Koska taimenten lukuméirin laskeminen jatkuu samalla tavalla,
yhteenlaskettavat voidaan ajatella geometrisen lukujonon

(0,75 - 150, 0,75% - 150, 0,75% - 150, 0,75* - 150, ...) jéseneksi.

Huomaa, ettd ensimmaéinen yhteenlaskettava on téssd 2. vuoden

taimenkannan suuruus ennen 2. vuoden istutusta.
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Geometrisen summan kaavalla voidaan muodostaa lauseke taimenten

lukumaéaéréksi, jossa lukujonon #:s jésen on taimenten lukumééré juuri

ennen 7 + 1:ttd istutusta:
_0,75-150-(1-0,75"

) 450 450). () 757
a, =073 — 450-450-0,75".

Nyt taimenten lukumaééra juuri ennen 10:ttd istutusta on
a, =450-450-0,75" =416,2...

Taimenia on siis juuri ennen 10:tté istutusta 416.

927. a) Lukujono (a,)=(1,3,5,...)onmuotoaa,=1+(n—1)-2=2n-1.
Lukujonon (b,) 10. jisen on bjo =2*10"1=2' =524 288,

Osoitetaan, ettd lukujonon (b,) perdkkiisten jasenten suhde on vakio
jarjestysnumerosta z riippumatta:
b

n+l

bn 2 - 22}171 _22}171

2(n+1)- 2
2 mh=l pansl — 92nH-@n-l) _ p2nel-2nsl _ 92 _ gy

Lukujonon (b,) perdkkéisten jasenten suhde on jérjestysnumerosta n
riippumaton vakio 4, joten lukujono on geometrinen.

b) Aritmeettisen lukujonon (x,) yleinen jdsen on x, = x; + (n — 1)d.
Osoitetaan, ettd lukujonon (y,) perdkkiisten jasenten suhde on vakio
jérjestysnumerosta z riippumatta:

yn+1 kx1+(n+l—l)d
yn kx]+(rz—1)d

Koska k#0ja d € R, niin k? on nollasta eroava vakio. Siis lukujonon
(ya) perdkkdisten jasenten suhde on vakio jérjestysnumerosta n
riippumatta, joten lukujono (y,) on geometrinen.
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928. a) Huomataan, ettd seuraava kolmio saadaan, kun edelliseen kolmioon
lisdtddn uusi rivi.

L] LN L L L B

a1=1

a=1+2=3
az=1+2+3=6
as=1+2+3+4=10

Kolmioluku on aritmeettisen lukujonon ensimmadisten jasenten summa
1+2+3+4+5+... Jossalukujonon jdsen a, = n.

Nyt n:s kolmioluku voidaan esittdd summana
1+2+3+4+5+...+n,jossaon n yhteenlaskettavaa.
Aritmeettisen summan kaavalla saadaan

S, =100 1+2100 =5050 ja
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Toinen tapa:

Hahmotellaan kolmiolukujen sédnt6jé pisteiden avulla.

Kun n = 2, niin pisteitd on kolme. Sijoitetaan pisteet toisella tapaa ja
lisdtddn kuvioon samat pisteet toisella varilla:

Kun n = 3, niin pisteitd on kuusi. Sijoitetaan pisteet toisella tapaa ja
lisdtdan kuvioon samat pisteet toisella vérilla:

Kuvioiden perusteella ndhdéén, etti pisteiden méaré on puolet
muodostuvan suorakulmion pinta-alasta. Suorakulmion kanta on n + 1
ja korkeus n.

21_4

Kun 7 = 2, niin pisteiden méérd on =—— >

Kun n = 2, niin pisteiden mééri on % =3.

Kun n = 3, niin pisteiden mééri on % =6.

(n+Dn _ n(n+1)
22 7

100:s kolmioluku on siten

n:s kolmioluku on
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b) Nelioluvut voidaan nihdd summina oheisten kuvien mukaisesti.

eov00
Q0ee BISIeT ]
oo 0O00® elelele] )
(o) 5] O0e olelel | slelele] ]
1®@ 400 2000 160000 2500000
ai =1
an=4=1+3

a;=9=1+3+5
as=16=1+3+5+7
as=25=1+3+5+7+9

Nelioluku on aritmeettisen lukujonon ensimmaéisten jdsenten summa
1+3+5+7+9+ ...
Lukujonon yleinen jasen a,=1+3+5+7+9+ ...+ (2n—-1).

Nyt n:s nelidluku 7* voidaan esittdi summana

1+3+5+7+9+...+(2n—-1),jossa on n yhteenlaskettavaa.
1+2n-1) _ 2n_

Aritmeettisen summan kaavalla saadaan S, = n—————=n-=n

929.  Olkoon aritmeettisen lukujonon kolme perékkaistd jédsentd a — d, a ja
(a—d)+(a+d) =2—a=a

2 2 '
Siis kahden muun jésenen keskiarvo on yhté suuri kuin keskimmadisin
Jjasen.

a+d. Nyt jasenten a — d ja a + d keskiarvo on

930. Summassaln2+In4+In8+...+mn2"+ ... +1n2' on yhteensi 100
yhteenlaskettavaa.

In2+In2>+mn2*+...+In2"+...+In2'%
=1"ln2+2 - n2+3-n2+...+n-In2+...+100-1n2
—(1+2+3+...+n+...+100)In2

= (100- 1+2100)1n2=50501n2
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931.  Lukujono on aritmeettinen, jos perdkkéisten jasenten erotus on vakio.
Ehdosta saadaan yhtdlo In 3*=3)—In3=In (3" +3) —In (3" - 3).
Ratkaistaan tasta x.

In(3* -3)—In3=In(3" +3) - In(3* - 3)

1n(3)‘—3):1n(3u3)
3 3" -3
3* -3 :3"+3
3 3" -3
(3" =-3)(3"-3)=3(3"+3)
(3")2 -2.3.3+3°=3-3"4+9
32x _2‘3x+1 :3x+1
32x :3x+1 +2‘3x+1

32): :3‘3x+1

32x:3x+2

2x=x+2
x=2

Toinen tapa ratkaista yhtilo:
In(3* -3)—In3=In(3" +3) - In(3* - 3)

ln(3"—3):m(3"+3)
3 37 -3
3*-3_3"+3
3 3-3
(3" =3)(3* =3)=3(3"+3)
(3 -2-3-3+3*=3-3"+9
(3)’=6-3"-3-3"=0

(3)-9-3 =0
3"(3*-9)=0
3 =0 tai 3*-9=0
ei ratkaisua 3*=9

3" =37
x=2



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 26.10.2018

932.

a) Koska jokainen uusi kierros on yhté paljon edellistd pidempi, on kehén

pituudet, kuten myds halkaisijat aritmeettisen lukujonon jésenia.

Ensimmadisen kierroksen halkaisija on 24 (cm) ja kuudennen
kierroksen 76 (cm). Halkaisijat ovat aritmeettisen lukujonon
ensimmadinen jisen a; ja kuudes jdsen as.

Nyt as = a; + 5d, eli76 =24 + 5d, josta d = 10,4 (cm).

Letkun pituus on summan - 24 + - 344 + ... + - 76, joka voidaan
laskea aritmeettisen summan kaavalla.

S, :6-W = 3007 =942, 4...

Letkun pituus on siis 942.4... cm = 942 cm.

b) Ulkoympyrén kehén pituus on & - 110 (mm) ja sisdympyréan kehén

pituus 7 - 45 (mm).

Jokaisella kierroksella olevan paperin pituus lyhenee saman verran,
joten kierrosten paperin pituudet muodostavat aritmeettisen lukujonon.
Paperin yhteispituus on 12,3 m = 12 300 mm.

Aritmeettisen summan ensimmainen yhteenlaskettava on 1107 ja
viimeinen 457. Summa on 12 300, joten summakaavalla saadaan

n .W =12 300, josta n = 50,5.

Paperirullassa on noin 50 kierrosta paperia.
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933. a) Koska lukujono on aritmeettinen, lukujonon jisen saadaan lisidmalla
edelliseen vakio d.
Nyt aio=as+ 5d eli 2 =10 + 5d, mistd saadaan d = —1,6.
Nyt jasen a;; = 2 — 1,6 = 0,4 on viimeinen positiivinen, silld
an=04-1,6=-1,2.

Lukujonossa on siis 11 positiivista jasenta.

b) Funktio 2- (%)” on kasvava, koska eksponenttifunktion kantaluku

11 . :
> >
10 1 ja kerroin 2 > 0.

Selvitetiddn, mikd on jirjestysnumeron pienin luku 7, jolla lukujonon

jdsen a, =2- (—Oj on arvoltaan suurempi kuin 10. Epayhtalon

2 G—OJ >10 ratkaisuna saadaan x > 16,88.... Ensimméiinen

lukujonon jésen, joka on suurempi kuin 10, on 17. lukujonon jésen.

Vastaavasti epayhtdlon 2 - (%) <100 ratkaisu on x <41,04... Suurin

epayhtélon toteuttava positiivinen kokonaisluku on 41. Lukujonon
jasenten lukumaiérastd 41 vihennetdin ne 16 jdsentd, jotka eivit toteuta
kaksoisepayhtélod. Ehdot téyttédvid lukujonon jésenid on siis

41 — 16 =25.

Toinen tapa:

Epéiyhtilon 10<2- (%)" <100 ratkaisu on 16,8... <n <41,94....

Tamain ehdon toteuttavat luvut positiiviset kokonaisluvut ovat
17,18, ... ja 41, joita on yhteensd 41— 16 = 27.
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934 X1 = 2 A

X =2 tai taulukko- L 5
X3=x-x1=2-2=0 laskennassa 5 5
X4:)C3—XQZO—2:—2 3 0
Xs=x4—x3=—2-0=-2 A 5
X5=)C5—X4=—2—(—2)=0
x7=x6—x5=0—(-2)=2 2 -2
Xg:)C7—x6:2—0:2 6 0
7 2
Xo=xg—x7=2-2=0 & 2
X10=x9—x3=0-2=-2 9 o
Xi1=Xi0—Xo=—2-0=-2 10 -2
X12 = X11 —X10=—2—(—2):O 11 -2
xi3=xp—-x1=0-(-2)=2 12 0
X4=x3—x2=2-0=2 13 2
Xi5=X14—x3=2-2=0 14 5
Xie=x15—x14=0-2=-2 = 0
Olkoon x| =x; = a, jolloin e 2
X1=a
X2=a

x3=xx—-x1=a—-a=0
xa=x3—x2=0—-a=-a
Xs=x4—x3=—-a—0=-a
Xe=xs—xs=—a—(—a)=0
x7=x6—xs=0—(—a)=a
xs=x7—x¢=a—-0=a

Témén jilkeen kierto alkaa alusta, silléd lukujonon jésen lasketaan kahden
edellisen perusteella, ja nyt kaksi perdkkaisté jasentd ovat tdsmalleen

samat kuin alussa,

IImio eli x; = x7, x2 = X3, X3 = X9, ... toteutuu siis aina kun x; = x.
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Jos x1 # x2, niin merkitidn x; = a ja x, = b missd a # b, jolloin
xX1=a

X2:b

x3=x2—x1=b-a

xw=x3—x2=b—a-b=-a

Xs=xs—x3=—-a—(b—a)=-b
Xe=Xs—Xxs=—-b—(—a)=a->b

xX7=x¢—xs=a—-b—(-b)=a

xg=x7—-xe=a—(a—b)=5b

Tamaén jalkeen kierto alkaa alusta, silld lukujonon jasen lasketaan kahden
edellisen perusteella, ja nyt kaksi perdkkaisté jasentd ovat tdsmélleen

samat kuin alussa,

[Imid eli x1 = x7, x2 = x3, X3 = Xo, ... toteutuu myos, jos X1 # x».
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935. Ratkaistaan tehtiva laskemalla luvut taulukkolaskentaohjelmassa.

¥ Taulukkolaskenta
Sl k|EEE=v B
A B \ z
1 | Talletusvuosi Talletus vuoden alussa | Talletus vuoden lopussa
2 1 4000 4120
3 2 8120 8363.6
4 3 12363.6 12734.51
5 4 16734.51 17236.54
6 5 21236.54 21873.64
7 6 25873.64 26649.85
8 7 30649.85 31569.34
9 8 35569.34 36636.42
10 9 40636.42 41855.52
11 10 45855.52 47231.18
12 11 51231.18 52768.12
13 12 56768.12 58471.16
14 13 62471.16 64345.3
15 14 68345.3 70395.66
16 15 74395.66 76627.53
17 16 80627.53 83046.35
18 17 87046.35 89657.74
19 18 93657.74 96467.47
20 19 100467 .47 103481.5

Vuoden alussa tililld edellisen vuoden lopussa olevaan summaan lisdtdan
4000 euroa.

Vuoden lopussa tililld vuoden alussa oleva rahasumma kasvaa 3 % eli
tulee 1,03-kertaiseksi.

Sadstosumma kasvaa kymmenen vuoden kuluessa saldoon 47231,18 €.
Sadstosumma on kasvanut 100 000 €:n suuruiseksi 19 vuoden kuluttua.
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936.

Koska kolmio on tasasivuinen, taulukosta 16ytyvien kaavojen perusteella
a3

sen sisille piirretyn ympyrén sdde on i

af 1 )

Isoimman ympyrén pinta-ala on siis 4, =n-(——)" =—-na".

Taulukosta 16ytyvien kaavojen perusteella tasasivuisenkolmion, jonka

sivun pituus on x, ympdri piirretyn ympyran side on 5 Ensimmadisen

o o e aN3 . . . .
ympyrén, jonka sidde siis on W sisélld olevan toiseksi suurimman

3 a3

tasasivuisen kolmion sivun pituus x saadaan yhtilostad = "6 jonka

. a
ratkaisu on x = 5

: o L . a .. -
Koska toisen tasasivuisen kolmion sivun pituus on > niin sen sisélle

5P B

BT Toiseksi isoimman ympyrén

piirretyn ympyrin séde on

pinta-ala on tdlloin 4, =x- (i) i-na2 :l.i.naz :l.Al_
48 4 12 4
%,—/

4

Seuraavat kolmioiden sivut, ympyrdiden séteet ja pinta-alat saadaan
samalla paittelylld. Ndin ollen ympyrdiden pinta-alat ovat
y 1 11

10
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. . 1 1 .
Kyseessd on geometrinen lukujono (4,, ZAI, EAI, ...), jossa A; on

1
isoimman ympyrén pinta-ala ja g = S Sadan suurimman ympyrén pinta-

alojen summa saadaan geometrisen summan kaavalla

1
1=y
1 R l100
zlz-na (1 (4)
1
! 4
% 5 1100
= aa0-[g]
4
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937.

Jos louhintatahti on a tonnia/vuosi, niin nykyiselld louhintatahdilla
kivihiilivarat olisivat riittdneet 50 vuotta. Siis kivihiilivarat ovat vuoden
2015 alussa 50a tonnia.

Jos madraa lisiatddn vuosittain 2,5 % edellisen vuoden louhintaméiraan
verrattuna, niin ensimmaisten vuosien louhintamééarét olisivat

Vuosi Louhintaméara Louhintamééara
vuoden lopussa yhteensi
2015 a a
2016 1,025a a+1,025a
2017 1,025%a a+1,025a + 1,025%a
2015 +¢ 1,025'a a+1,025a+1,025%a+ ... + 1,025

Louhintamééri yhteensd on geometrinen summa, jossa a; = a ja ¢ = 1,025.
Koska summa on oltava 50a, niin geometrisen summan kaavalla saadaan
yht&lo ja sen ratkaisuna haettu #:n arvo.

1-1,025 .
ald-1,025) =50a, jostat=32,84...

1-1,025
Laskennallisesti ajankohta olisi vuonna 2015 + 32,84... =2047,84...
Kivihiilivarat loppuisivat vuoden 2047 aikana.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT
938. a)
15
D (25 +2k)
k=1
=" +2-D+ (22 +2-2)+...+ (2" +2-15)
=2'+22 4+ 42 4+2142-2+...+2-15
=2' 422+ 42" +2(14+2+...4+15)
geometrinen summa, aritmeettinen summa,
jossaa =2 jag=2 jossa a;=1 jaa;5=15
2(1-2% 1+1
_20220) s 2D
1-2
_ 2(=32767) 2120
=65 774
b)

20
Z(zk _ 2k71)
k=1
— (21 _2171) + (22 _ 2271) + (23 _2371) 4.+ (219 _21971) + (220 _22071)

= (2 =2+ (R A2+ (222 4.+ Q2%+ (2¥ 20
=20 42%
1048 575

100

D (k= (k=1))

=_(13 1=+ 2 =2=1)+..4(99° = (99 -1)*) + (100° — (100 —1)*)
(¥ 0P 2T FOR 4 1997 o8} 1100° 997

=100’

=1 000 000
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939.

Geometrisen lukujonon (a,) yleinen jisen on a, = a1g\""' ja geometrisen
lukujonon (b,) yleinen jésen b, = big,"", missd g1 # 0 ja g2 # 0.

Tulojonon (c,) = (asbx) yleinen jésen on

Cn = @by = a1q" ' b1g" " = (ar1b)) 1" ' ¢! = (a1b1)(q192)" .

Merkitdan a1b1 = ¢ ja q1q2 = g # 0, jolloin tulojonon (c,) yleinen jdsen on
¢x = cg"'. Tulojono (c,) on siis geometrinen.

Osamaéérajonon (d,) = (a./b,) yleinen jasen on
_ e n—1
g 94 _a g :ﬂ.(ﬁj
’ blqg_l b, q;_l b \ 4,

9

9,

Merkitddn a1b) = d ja [ J =g #0, jolloin osamiirdjonon (d,) yleinen

jésen on d, = dg""'. Osamiirijono (d,) on siis geometrinen.
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940.

a) Korkotekija on ¢ = 1,015.

Tammikuun alussa talletettu summa kasvaa korkoa koko vuoden eli
talletuksen tuottama korko on 0,015 - 200 (€).

. 11
Helmikuun alussa talletettu summa 200 (€) kasvaa korkoa o osan

11
vuoden korosta eli talletuksen tuottama korko on ey 0,015-200 (€).

Samalla tavalla jatkuen marraskuun alussa talletettu summa 200 (€)

kasvaa korkoa 3 —osan vuoden korosta eli talletuksen tuottama korko
12
2 ..
on o 0,015-200 (€) ja joulukuun alussa talletettu summa tuottaa

korkoa % -0,015-200 (€).

Yhden vuoden aikana korkoa kertyy kaiken kaikkiaan
1— 0,015- 2OO+1— 0,015-200+.. +1 -0,015- 200+1— 0,015-200

12 11 2
=5+, ...+—+—) 0,015-200
12 12
_78.0,015-200
12
=19,5 (€).

Yhden vuoden aikana talletetaan 12 - 200 € = 2400 €, joten yhden
vuoden aikana talletuksista kertyy pddomaa 2419,50 €.

Merkitéén tatd pdfomaa kirjaimella K.

Ensimmaéisen vuoden jélkeen tililld oleva pddoma K kasvaa vuosittain
korkoa korolle 1,5 % 17 vuoden ajan, joten 18 vuoden kuluttua tdma
ensimmiisen vuoden aikana séistetty pisioma on 1,025 - K

Toisen vuoden loppuun mennessa sind vuonna tehdyista talletuksista ja
korosta kertynyt pddoma K on pojan tayttdessd 18 vuotta ehtinyt
kasvaa korkoa korolle 16 vuotta eli toisen vuoden aikana sdéstetty
pisoma on tilldin 1,025' - K.
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Jokaisen vuoden aikana kertyy ensimmaéisen vuoden tapaan pddoma K
joka kasvaa korkoa seuraavat vuodet siihen saakka, kun poika tiyttad
18 vuotta.

Kun poika tayttdd 18 vuotta, on tililld rahaa kaiken kaikkiaan
1,015"7 - K+ 1,015 - K+ 1,015 - K+ ...+ 1,015' - K+ K
=(1+1,015+...+1,015° + 1,015 + 1,015'")K

18
_la-1,015%)

1-1,015
_1(1-1,015")
~ 1-1,015
=49574,044...
~ 49574,04 (€).

-2419,50

b) Kaksion hinta 135 000 € edellyttdd n vuoden siddstdaikaa. Ratkaistaan
1(1-1,015" .
n yhtélosté =(11’—015)-2419,50 =135 000, josta n =40,84... = 41.

Aikaa tarvitaan siis 41 vuotta.
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941. a) Koska lukujono (a,) on geometrinen, niin perdkkaisten jasenten suhde

. . a . a
on vakio eli -, kuten myds —*.

n n—1

a a .
Koska suhdeluku ¢ =~ =—"-_ niin a,> = @, 1an+1.
a

n n-1

Koska lukujonon kaikki jédsenet ovat positiivisia téstd saadaan

an = \Y} an—lan+l N

Toinen tapa:
. . . a, .
Koska lukujono (a,) on geometrinen, niin a,—1 = —* ja @,+1 = aq,
q

missi g Z0kunn=2,3, ...

a [
Nyt Van—l 'an+2 = j.anq = an2 :|an|=an'

b) Koska b, = /b, b,.,, ja koska lukujonon kaikki jésenet ovat

positiivisia, niin b, = (\/b, \b,.,)’ =b, ,b,,,. Muokataan titd yhtdlo.

b2 =b, b |:bb,y %0

n—1 n-n-1

b b
b b

n—1 n

+1°

Koska perdkkaisten jasenten b, ja b, (tai b,+1 ja b,) suhde on vakio,
lukujono on geometrinen.
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2
942. Lasketaan lukujonona;=2ja a,=—a,  +1, kunn=2,3,4, ...

ensimmdisid jasenia:
a=2
az—za1+1=%-2+1
3 3
2
a3=z- g-2+1 +1= zj -2+2+1
33 3 3
2 3 2
a4=%' (E] 2+—+1 +1=(gj «2+(—) +—+1
3 (\3 3
3 2
aszg- 2 2+ 2 +§+1 +1
3 (\3 3 3
4 3 2
= z) -2+(gj + 2 +2-1+1
3 3 3 3
2 n-1 2 n-2 2 n-3 2 3 2 2 2
a,=|—=| 24+|=| +|=| +.H| |+ | +=+1
3 3 3 3 3 3

. . 2. .
geometrinen summa, jossa a; =1, q:E ja yhteenlaskettavia on n—1

2 n—1
R
= (gj 2+ —3
3
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943.  Geometrisen lukujonon ensimmaéinen jdsen on ai, toinen jasen a = aiq,
kolmas jisen as = a1q* ja neljis jisen as = aiq’.

Tehtdvanannon tiedoista saadaan yhtélopari
{al +aq=1

R , _» Jostasaadaan
a+taqt+aq +aq =5

1

Cl1=—1 . al:—

ta1 3.
qg=-2

10-(2)") _ o

Kuna;=-1jaqg=-2,niin §; =

1-(-2)
1 10-29
Kun a, =— jag =2, niin §, ==———=85.
1 3J q 8 )
1 (1Y ' o 1 1.
944. Summa —+|— | +..+| = | on geometrinen, jossa ¢, =—, g=— ja
3 3 3 3 3

summassa on n yhteenlaskettavaa. Summakaavalla

1. (1Y
-l =
3 (3)) 3" -1
S = S
1 2.3"

1——
3

3-1_3"-1 3"-1
> = .
2.3;1 33}1 3n+1

Koska 0 <2 -3"<3 - 3"=3""1 qiin

3 -1 3 -1

< .

2-3" 3"

3-1 3"-1 3"-1
< <

3n+1 23n 3n

n_ 2 n n_
3 11<l+(lj ++(lj <3 ! n=1,2,..).
33 3 3 3"

Koska 2 - 3" > 3" >0, niin

Kaksoisepayhtdlona saadaan eli




