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8 Integraalilaskenta

8.1 Integraalifunktio
LUVUNS.IYDINTEHTAVAT

801. Funktio g on funktion /4 integraalifunktio, jos g'(x) = h(x) kaikissa
pisteissd x, joissa funktio /# on mééritelty.
g'(x)=D(4x +sin3x+2)=4+cos 3x - 3=3 cos 3x + 4 = h(x)

Funktio g on siis funktion / integraalifunktio.

802. a)
I(4x6 —2x7 +3x)dx
VRN SV RS ORI N
=4 7 2 1 +3 > +C
=%x7—%x4+%x2+C
4 1 3.2 N 1 3,3
D(7x 2x +2x +C)— 5 4x +2 2x+0

= 4x —2x* +3x

b) j(xz—l)zdxzj(x“—zxzﬂ)dx
1 s 1.3

=3 —2-§x +x+C
_1ls_ 25
=5X —3X +x+C
D(1 g gx +x+C)—— X —% 3 4140
=x*'-2x"+1

= (- 1)?
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0) J.(%+x/;)dxzj.(x3+x;)dx

1 2,23
=5 +3x +C
1
=—%-x%+%xx2+C
_ 1 2 Jx
=- +ZxVx+C
2% 3
. _pl.l 20
D( 2xz+3x\/}+C)_D( SRR +C)
“p-Lx2 12040
2 3
L4230
= 2(2)x +3 > +0
1
=x" +x?
-
X

d) j(2x+z)dx=2%x2+tx+C:x2+tx+C
D@ +tx+C)=2x+t

¢) I(2x+t)dt=j(t+2x)dt=%t2+2xt+C
d 1, ! _ _
-&{zt+2ﬂ+CU_§~%+2x+O_t+2x_2x+t
f) j(a+b+z)dt=j(z+a+b)dt:%z2+at+bt+c

DC%ﬂ4wn+bt+C)=%~2ﬁ+a+b+O

=t+a+b
=a+b+t
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803.  a) F(x)=]f(x)dr
= [(/x(x—2)dx
= [ (v- )

3 1
=_[(x2—2x2)dx
_25 5205
—Sx 2 3x +C
1 1
=%x2-x2 —%x-x2+C

:%XZJ;—%X\/;-FC

b) Madritetddn vakion C arvo tiedosta F(4) = 7.
%-42\/Z—§-4-JZ+C=7

%-16-2—%-2%‘:7
3)%— 5)%+C:7
%—%+C=7
%+C=7
15)

Kysytty integraalifunktio on siis F(x) =%x2x/; —%x-x/; +£.
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4x _l Lo _l 4x
804. a) je dx_4j4 Mdv=et +C

D(4 Loy o) =%De4x +DC

(e** -D4x)+0

et 4

X

m,,;'bl’_‘ .l;|>—~

b) j6s1nxdx 12}— sm(—x)dx
=12-(—cos§)+C
=—12005%+C

D(—12cos§+ C)= —12Dcos§+ 0

=-12+((-sin)-DJ)

_12. g X
=12 2sm2

Cfain X
—6sm2

0 j(4x—1)5dx=j%-4.(4x—1)5dx
=%j4-(4x—1)5dx
1 %(4x—1)"’ +C

_ L e
sp(4x=1) +C

D( (4x )° +C)—— 6(4x—-1)°-D(4x-1)+0
=§-(4x—1) -4
=ﬁ-(4x—1)5
=(4x-1)
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d) Ix2x+ldx=Ix(x2+l)"dx

1 2 -1
—§-I2x(x +1) " dx

_1
—21n| 0+1|+C

2
X
—
>

=%ln(x2 +1)+C

11
2 X +1
1

2

D(%ln(xz 1)+ C)= D +1)+0

-1 x x 4
e) I(;wazj.(e —1)(e" —x)*dx
:%(ex -x)"+C
1

=———=+C
3(e" —x)

D(-—L— +C)=D(—%(e" —0)7 40

3(e" —x)
= —1-(3)e 0 D" - ¥)

R S
_(e"—x)4 (-1

__e-1
(e" —x)*
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1
0 [ +x)Vat 4 +1de =20 +0)(x* +x* +1)2dx
1
:%.“2(2)63 +x)(x* + x> +1)2dx
1
:%.“(4363 +2x)(x* + x> +1)2dx
1 2

3
=§-§(x4 +x*+1)2+C

1
Z%(x4+x2 +D)'x*+x*+ D)2+ C

=%(x4+x2+1)\/x4+x2+1+C

D(%(ﬁ DV 1 414 0)
:D(%(x“ P2 1) (O +1)7) 40
=D+ £1)2)

:%D(x“ £xt41)?

1

=%-%(x4 +x7+1)2 D' + x> +1)
1

:%(x4 +x? D)2 (40 +2x)

:%-(4x3 +2x0)Vxt +x7 +1
=2x" +x)Vxt +x7 +1
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805. A:FuozjfuyuﬁxKJsz%f—x+c,mmna$ﬁmmmmf

(x) = x* — 1 integraalifunktio on F(x)= %x3 - X+
Siis A-II

B: Funktioiden F ja f'vililld on voimassa F’'(x) = f(x).
Nyt F'(x) = D(sin x) = cos x.

Siis B-1

c:Fuozjaﬁdx=x3+c

Koska F(0) = 1, niin C = 1. Kysytty funktion f{x) = 3x” integraalifunktio
on F(x)=x>+ 1.
Siis C-III

D: Integraalifunktion # muutosnopeus kohdassa x = 0 on
F'(0)=f(0)=¢" =¢° =1.
Siis D-III

E:fug:jj«xmx=ju+1mx=%x2+x+c

Tiedosta f{4) = 3 saadaan yhtilo %-42 +4+ C =3, josta ratkaistaan C:n
arvo:

1 42

Lgiar0=3

5 +4+C

%J6+4+C=3

C=-9
Koska funktio nyt f(x) =%x2 +x—9, niin f(2) =%- 2°4+2-9=-5.
Siis E-1
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806, [sin2xdr = _Cos2x | o

\f”:
N
%
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8.2 Maaratty integraali

807. a) j(ex—l)dx=Z(ex—x)=(el—1)—(e°—0)=e—1—1=e—2

s

[SY N

2
b) | (sinx+cosx)dx = (/)(—cosx +sin x)
= (—cos%+ sin%) —(—cos0+5in0)
=(-0+1)-(-1+0)
=1+1
=2
¢)
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d)
R P
J e o= [ (-5 (-2x0e ™ )dx
0 0

1
D P
= 2!( 2xe ™ )dx
_ 1 e
=724¢
_ 1. r
- 2(e )
(e =)
_ 1
=—3C-D
11
2e 2
¢)
(Lo L1
J1‘4x _!(4 x)dx
_1gl
_4!5‘“
1
—4{ln|x|
— (e[ ~In]1)
=%(lne—ln1)
1
=4(1-0)
1

4
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f)

J§V3x—2dx=j‘(3x—2)%dx

1
-3-(3x—2)2dx

Il
—
|>—~

— O = ey W

w[N

3. (3x—2)2dx

(3x—2)!

(B3x— 2)%

N w|»—‘ w|»—‘ wl»— -
uall\.)
e )

/((36 2)2 ((3-1—2)%)

_ < 2_ 2
—906 12)

2 0 13 4l 1h
=2(16'16> =1'-12)
=%a@Jﬁ—LJD
—2016-4-1.
= 2(16-4-11)

~2 (64—
=5 (64-D)

_126
9
=14
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808. a) Paraabeli leikkaa x-akselin kohdissa x = 4 ja x = —1. Paraabeli
y=(x—4)(x+ 1) =x*— 3x — 4 on yléspiin aukeva, joten paraabeli ja
x-akseli rajoittavat paraabelin leikkauskohtien valissa tasoalueen x-
akselin alapuolelle.

A=—i(x2—3x—4)dx

(G4 A =4 = (G () =3 (1) — 4 (D)

x> —4x)

——Losa_316-16)—(L..n-3.

= ~(5-64=3-16-16)~ (3 (-1 =51+ 4))

—(tea2am16)-(— LT3
3 37 2

— (84 a0y (-2_9

= (& -40)-(-2-2+4)

(64120, 11 24

(D

——- -

112 13

= )

—-(-1%)

_ 125

=76

b) Ratkaistaan suoran ja paraabelin leikkauskohdat yhtildparista.
y=x-1
y=—x>+2x+1

x—1==*+2x+1
xX—-x-2=0

lei\/(—l)2—4~1-(—2)
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Leikkauskohtien vilissé eli vélilld ]-1, 2[ alaspéin aukeava paraabeli
on suoran ylépuolella.

Kayrien rajoittaman tasoalueen pinta-ala saadaan méaarétysti
integraalista:

A=[ (=% +2x+1)— (x—D)dx

2
= [ (=" + 2x+1-x+ 1)dx
-1

.I%(—xz +x+2)dx

-1

= ;(—lx3 +lx2 +2x)
1 3 2
VD UL NN GPT NP S VDI S NS SR R S
—(32+22+22)(3(1)+2(1)+2(1))
D S P SV N S
—(38+24+4)(3(1)+212)

28 71091

Z(— §+2+4)—( §+ 5—2)
16 (2.3

=( 6+6) (6+6 2)
__&4_6_2_3

6 6 6?2
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809.

Madritetdén paraabelien leikkauskohdat.

Xox+1==x"+3x+1

2% —4x=0

2x(x—2)=0
2x=0 tai x—2=0
x=0 x=2

Leikkauskohtien vilissi alaspdin aukeava paraabeli y = —x* + 3x + 1 on
ylospéin aukeavaa paraabelia ylempénd, joten paraabelien rajoittaman
alueen pinta-ala saadaan maérétysti integraalista:

A=[((=x* +3x+1) = (x> = x +1))dx
=J.(—)c2 +3x+1-x" +x—1)dx

= | (=2x* + 4x)dx
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810. a) Ratkaistaan kilyrien y = x> — x* — 2x ja y = 0 (x-akseli) leikkauskohdat.

X=xX*-2x=0
x(x*—x-2)=0
x=0tai ¥*-x-2=0

lei\/(—1)2—4-1-(—2)

2-1
_1x+1+8
X=
19
YT
x:% tai xz%
x=2 x=-1

Kayrit leikkaavat toisensa kohdissax =-1,x=0jax=2.
Selvitetifin miten kiiyrd y = x* — x> — 2x sijaitsee x-akseliin nihden
viéleilld ]-1, 0[ ja 0, 2[.

Lasketaan vélin |1, O[ testikohdassa x = —% lausekkeen x* — x* — 2x
arvo:

1y 1.2 1 1 ., 1.2, 3 .5
(=) () -2:(3)=—5~ grl=—g-g*l=—%*l=%

Kun —1 < x <0, niin kilyrd y = x* — x> — 2x on x-akselin ylipuolella.

Vililla 10, 2[ kéyrd y = x* — x* — 2x on x-akselin alapuolella, silli
testikohdassa x = 1 lausekkeen lausekkeen x* — x* — 2x arvo on
negatiivinen:

P-12-2-1=-2.
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Kaksiosaisen alueen pinta-ala saadaan siis maaratyisté integraaleista
summana:

A= j.(x3 -x —2)6)(1x+(—j.(x3 — x> —2x)dx)

—/(—x - xz)—Z(%x“—%)f—xz)
7 SR AT SR SR ACAOS B LU S C R LA
=(0 (4(1) 3 D =D -((42 -327-2)-0)

=(—(l-l—l-(—l)—1))—((1-16—§-8—4)—0)

SIS T RN .
(- (—+——1)) (4———4)
)

_5 32

12 12

37
12

b) Ratkaistaan kilyrien y = 3x ja y = x* + 2x* leikkauskohdat.

x>+ 2x*=3x

X+2x2-3x=0

x(*+2x-3)=0
x=0 tai ¥’ +2x-3=0

24422 —4.1-(-3)

= 21
_ 2+4+12
2
_ 2416
2
_ 244 . 2-4
2 2
x=1 x=-3

Kayrit siis leikkaavat toisensa kohdissax =-3,x=0jax = 1.
Selvitetifin miten kiyrit y = 3x ja y = x° + 2x” sijaitsevat toisiinsa
ndhden viéleilld -3, 0[ ja 0, 1].
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Lasketaan vilin |-3, O[ testikohdassa x = —1 lausekkeiden 3x ja
x* + 2x* arvot:

3x:3 (-1)=-3
A2 ()P 2 ()P =-1+2=1

Kun -3 < x < 0, niin kilyrd y = x* + 2x” on kéiyrin y = 3x ylipuolella.

Lasketaan vilin ]0, 1[ testikohdassa x =% lausekkeiden 3x ja
X’ + 2x* arvot:
3.3
3x: 3 775
2)
3+22:l3 2-12=l 2_1.4_5
YHEE QNG =gt TR Ty

Kun 0 < x < 1, niin kdiyrd y = 3x on kiyréin y = x* + 2x* ylipuolella.
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Kaksiosaisen alueen pinta-ala saadaan siis maaratyisté integraaleista

0 1
summana J (x° +2x% =3x)dx + J-(3x —(x* +2x%)dx.
-3 0

0 1
A=[ (" +20" =3x)dr+ [ B — (" + 20" )dx
0

1 1 1 4
—/3(2)6 +2- gx —3 - )+/(3 - —Zx -
=(0—( (3427 ( 3) -3 ( 3)° )+(3

81 3 1 2

_T__'( 27)+— 9+3-2-2

0

0

246, 208

= _[(x3 +2x7 —3x)dx+j.(3x—x3 —2x%)dx

&+54+27+3 1 2

473727243
V82 Y52 30
4" 372

12 12
38

=—=—+15

12
1

=-3—-+15

6

-112

-1
6

6

2'%)63)
1
T4

=1

1

—2.=

3

-1' - 0)
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811. a) Vililla [-1, 2] fix) > 0, joten integraalin arvo on sama kuin funktion
kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala.

j f(x)dx=3.

b) Viililla [2, 6], fix) <0, joten integraalin arvo on funktion kuvaajan ja x-
akselin rajaaman alueen pinta-alan vastaluku.

If(x)dx:—4.
c) jlf(X)dx = jlf(X)dx +J26.f(X)dx =3+(-4)=-1
d) 2Tf(x)dx=2-8:16
e) j;f(X)dx=—ff(X)dx=—8

0 F0)-F@2)=[f()de=[ f(x)dx+]f(x)dx=—4+8=4

2 6
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812.  Lasketaan funktion f(x)=xvx+1 jax-akselin leikkauskohdat.

xNx+1=0
x=0 taivx+1=0
x+1=0

x=-1

Pyorahdyskappaleen, joka muodostuu funktion f'kuvaajan pyoréhtiessa x-
akselin ympéri vililla [a, b], tilavuus on madritty integraali

V= 7tj].f(x)2 dx.

Nyt
0
V=1t_[(xx/x+1)2dx
-1

= nj)‘xz(x+ I)dx

-1
0

=7IJ‘(x3 +x7)dx

-1

=7 ?(lx4 +lx3)
-1°4 3

=70~ (- (=" +3(=1)")
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813. a)

y
1 o/ 2

Kéyri x +1y* — 1 =0eli x =—”* + 1 leikkaa y-akselin, kun x = 0.
Yhtilén - + 1 = 0 ratkaisut ovat y = —1 tai y = 1.
Kysytyn alueen pinta-ala saadaan méairéttyné integraalina

1
A:jef+nw=g.
-1

b) Pyordhdyskappaleen, joka muodostuu funktion f'kuvaajan
pyorahtaessa y-akselin ympari vililla [a, b], on méiaritty integraali

V=r[f(»)dy.

1
Nyt Vzatj‘(—y2 +1)2dy=116—5n.
-1
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Luvun 8 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

814. Funktio fon funktion F derivaattafunktio. Vileill4, joilla funktio F on
kasvava, on derivaattafunktion arvot negatiivisia ja derivaattafunktion 1
kuvaaja x-akselin alapuolella.

(&
y = f(z) y=F(z)
3 3
/ |
1 1
4 = =2 1 0 1 3 4 4 -3 1 1 2 4
-1 -1
2 .
-3 -3
-4 -4
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6
815.  A: Madritty integraali I f(x)dx kertoo kuvassa II esitetyn viritetyn
1

alueen pinta-alan, koska f{x) > 0 valilla [1, 6]. Siis A-II

3
B: Médritty integraali — I f(x)dx kuvaa funktion fkuvaajan vélilla [1, 3]

1
rajaaman alueen pinta-alan vastaluvun, koska talld vililld f{x) < 0. Valilla

6
[3, 6] médratty integraali I f(x)dx kuvaa ei-negatiivisen funktion f
3

kuvaajan rajaaman alueen pinta-alaa. Kuva I liittyy edelld kuvattuun
tilanteeseen. Siis B-I.

6
C: Madritty integraali — I f(x)dx kuvaa funktion f'kuvaajan vélilla [1, 6]

1
rajaaman alueen pinta-alan vastaluvun, koska télla vililla f{x) < 0. Kuva
T liittyy edelld kuvattuun tilanteeseen. Siis C-II1.

4
D: Maéritty integraali j f(x)dx kuvaa funktion fkuvaajan valilla [1, 4]
1
rajaaman alueen pinta-alan, koska tilla vélilld f{x) > 0. Vililla [4, 6]
6
madratty integraali — I f(x)dx kuvaa funktion fkuvaajan rajaaman alueen
4

pinta-alan vastaluvun, koska télla vililla f{x) < 0. Kuva IV liittyy edelld
kuvattuun tilanteeseen. Siis D-IV.
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816. a) J-(2x+1)(2x—1)dx =j(4x2 —2x+2x—1)dx

= [(4x* ~Ddx

:4-%x3—x+C

=%x3 -x+C

b)
J.sinxcos xdx = Icos x(sin x)'dx
- %(sin X +C

2
sSin x
=smx, o
2

Toinen tapa:

jsinxcosxdx:%.[Zsinxcosxdx

=lfsin2xdx

_11

=3 2“. 2 sm2xdx

RORRE
= % (—cos2x)+C

= —%cos2x +C

¢)

o1 EFDE D)
J.jchJrldx_J. A1 &
= [(* =D

=%x3 -x+C
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d)
J'(x+1)zdx:J'x2+2x+11
X x2
¥ 2x 1
=|(H+5+—=
Jes+ 3
=J.(1+2+l2)dx
X x
=I(l+2-%+x’2)dx
=x+21n|x|+(_l1-x*)

=x+21nx—%+C, x>0

817. F(x)=IF'(x)+C=J‘(l+%)dx=x+ln|x|+C=x+1n(—x)+C,x<0

Ehdosta F(—1) = 1 méiritetdén integroimisvakion C arvo.
F)=-1+In(-(-1)+C=-1+In1+C=-1+C

Koska F(—1) = 1, niin saadaan yhtélo -1 + C =1, josta C = 2.

Kysytty funktio F on siis F(x) =x + In (—x) + 2.

818. a) J(2x+a)dx=Z(x2 +ax)=a’+a-a-0=2a’
0
Ehdosta _[(2x +a)dx =1 saadaan yhtilé 2a* = 1, jonka ratkaisut ovat
0

a=L tai az—L.

72 N)
b) Jos funktio 4(x) on funktion g(x) integraalifunktio, niin on voimassa
' (x) = g(x).

h'(x) = Dsin’*x = D (sinx)? = 2sinx - cosx = sin2x.

Koska 4'(x) = g(x), niin funktio 4(x) on funktion g(x) integraalifunktio.
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819.

820.

Matti: Lisdtty kerroin 2, jotta on saatu sisdfunktion derivaatta, mutta ei ole
lisatty korjauskerrointa 2.

Teppo: Kerroin % on vaird, tulisi olla %
Oikea ratkaisu:
[x( + 1’ = % [2x- (2 + e
L L gy
_26u—ﬂ)+c

_ 1o 6
—12(x +1)’+C

a) Funktio F(x) on funktion f{x) integraalifunktio, jos on voimassa
F'(x) = flx).
Nyt
' 0-1-x)—-1-(-1 .
O
(1-x) (1-x)
sz'(x)zl'(l_x)_x;'(_l):1—x+.2X': 1 -
(1-x) 1-x)y (A-x)
joten molemmat funktiot F1(x) ja F(x) ovat funktion f
integraalifunktioita, kun x > 1.

b) F(0)-Fy) =it =1
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¢) Funktio f(x)= kun x > 1, saa positiivisia arvoja, joten

1
(1-x)*

5
kysytyn alueen pinta-ala saadaan méérittynd integraalina I f(x)dx.
2

Nyt

5 5 1

S ()= [ ——dx

! {(1—x)2
5
1
_él—x
-1 1
1-5 1-2
1
5D
11
_14
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821. a) Funktio v5—x on médritelty, kun 5—x>0elix <5.
Funktio vx+2 on maédritelty, kunx +2 >0 eli x > -2.

Kéayrdat y=+5—-x ja y=+x+2 rajaavat suoran y = 0 eli x-akselin
kanssa alueen vililld [-2, 5]. Lasketaan kdyrien y =v5—-x ja
y=~x+2 leikkauskohta yhtdlostd v5—x =vx+2.

Vililld [-2, 5] yhtdlon molemmat puolet ovat médriteltyjé ja ei-
negatiivisia, joten yhtélo voidaan korottaa puolittain nelioon.

Vi—x=+x+2
(V5-x) =(x+2)
S5-x=x+2
5-2=x+x
2x=3 || :2
3

72

Kayrit siis leikkaavat toisensa kohdassa x = %

Valilla [-2, %] kiyrd y =+/5—x on ylempéna kuin kdyrd y=+x+2,
silld esimerkiksi testikohdassa x = 0 on ~/5—0 =~/5 > ~0+2 =2.

Vililla [% , 5] kéyrd y=+/5—-x on alempana kuin kdyrd y=+vx+2,
silld esimerkiksi testikohdassax =3 on V5-3 =2 <3+2=+5.
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Lasketaan kdyrien y=+v5-x ja y=+vx+2 seké suorany =0

rajoittaman alueen pinta-ala kahtena alueena maaréttyjen integraalien
3

2 5
4= J‘x/x+2dx ja 4, :IVS—xdx summana.

-2 3

2

Il
—
~
=
+
N
~
&

o

,.\
o)
+
\)

N

5]

=

(x+2)' (x+2)

b=w L~ i ~olw [, ~fw

(x+2)Vx+2

(x+2)Vx+2
(( ) —+——( 2+2)V-2+2)

.‘\)\N\wwll\) W W W

Il\.) wlt\)



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

5
A4, =[5 = xdx
3
2 1
= [(5-x)2dx
3
2

JED-G- x)de

N\w'—;m

= [ vids

5
5 3
__ 7202
==136-9
2
_ 52 I+~
-6
2
52 %
=-[306- x)'(5-x)
5
54(5 X)V5—x
5

— 2¢5-5+5-5-(10_3y/10 3

_ 2 717
———(O-I—E@

2T
zw
=i
32

Kysytyn alueen pinta-ala on summa 4 + A4,:

4sa T VT “14ﬁ:14ﬁ-ﬁ:1;f\/ﬁ:7m
ENIENG] N2 W22 37 3
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b) Lasketaan kiyrin y = 2x° + x* — 6x ja x-akselin leikkauskohdat
yhtildstd 2x° + x* — 6x = 0:
27 +x*—6x=0
x2x*+x-6)=0
x=0 tai 2x> +x—6=0

_—1+1?—4.2.(-6)

= 2.2
11448 —1+£+/49
X = =
4 4
Ry
4

Kaéyrén leikkaa x-akselin kohdissax =-2,x =10 ja x =%

Lasketaan lausekkeen merkki vilille ]-2, O[ testikohdan x =—1 avulla.
Kohdassa x = —1 lausekkeen arvo on

2- (1P + (1Y -6-(-1)=2-(-1)+1’+6=-2+1+6=5,joten
vililld [-2, 0] lauseke 2x° + x* — 6x saa ei-negatiivisia arvoja.

Vililla [0, %] lauseke 2x° + x? — 6x saa negatiivisia arvoja, silli

esimerkiksi testikohdassa x = 1 lausekkeen arvo on
2-P+1P-6-1=2-1+1-6=2+1-6=-3.

Kysytyn alueen pinta-ala saadaan siis méérittyjen integraalien

3
0

2
[(@x +x* —6x)dx ja —[ (22" +x* —6x)dx summana.
0

-2
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A= I (2x* +x* — 6x)dx + (—j‘ (2x° + x* = 6x)dx)

0

3
2
=j(2x3+x2—6xmx—j(zf-+x2—6xxu
)

—7@-Lx+1x3 ) - az—m 1o 6.1y
4 3 3 2
3
Sl 3x) K—x-+ X —3x%)
22 3 3
1 3.4

=(0- G+ (D +3(D =3 -G + 13 =33 -0)
_—0—16—m§—12) ( 4{%—8)27)
- @~ §—u)( 36 216

32 V)
§+12 (—-—

32) 3)
_ 8 799
=4t 3t 3

96)
_ 425 297
= 1779 "6
384 256 297
=796 96 " 96
_937

96

73

=936

=-8+
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822,

Paraabelin y = 9 — x* ja x-akselin leikkauskohdat saadaan yhtilosti
9 — x> =0, josta saadaan x = 3 tai x = -3.

Alaspiin aukeavan paraabelin y = 9 — x* ja x-akselin rajaaman alueen

3
pinta-ala on J (9 - x*)dx = 36.
-3

Paraabelin y = 9 — x* ja suoran x —y + 7 = 0 eli y = x + 7 leikkauskohdat
saadaan yhtilostd 9 —x* =x + 7, jostax =2 tai x = 1.

Viililld -2, 1] paraabeli on suoraa ylempana, silld esimerkiksi kohdassa
x = 0 on paraabelin piste (0, 9 — 0%) = (0, 9) kun suoran piste on
vastaavassa kohdassa (0, 0 + 7) = (0, 7).

Kéyrien rajaaman alueen pinta-ala saadaan siis maaritystd integraalista

J(©-x)=Gr7)dr=3.

Suoran y = x + 7 alapuolella olevan paraabelin ja x-akselin rajaaman
9

alueen pinta-ala on 36 —% = % Kysytty pinta-alojen suhde on

2 _1
63 7
2
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823.

Paraabelin yht&l6 on muotoa y = ax(x — 4). Paraabeli kulkee pisteen (1, 3)
kautta, joten tdmaé piste toteuttaa paraabelin yhtédlon.

a(l-4)=3
-3a=3
a=-1

Paraabelin yhtild on siis y = —x(x — 4) = —x* + 4x.

Suora y = kx + b kulkee pisteiden (1, 3) ja (2, 0) kautta.
Suoran kulmakerroin on % =-3.
Suoran yhtilo on
y—0=-3(x-2)
y=-3x+6.

Paraabeli y = —x* + 4x rajoittaa x-akselin kanssa alueen, jonka pinta-ala

4
saadaan médritystd integraalista ja se on _[(—xz +4x)dx = %
0

Vililla [0, 1] paraabelin ja x-akselin véliin jadvin alueen pinta-ala on

1

J.(—xz +4x)dx :% ja vililld [1, 2] suoran ja x-akselin viliin jdivin alueen
0

2
pinta-ala j(—3x +6)dx = %

1

. .32 5 3 _15
Kysytyn alueen pinta-ala on siis 3 3 5=,
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824.

Funktion f{x) = —2x + 4 integraalifunktiot ovat muotoa
_f(—2x +4)dx = —x* + 4x + C. Integraalifunktioiden kuvaajat ovat

paraabeleja, joten funktion suurin arvo saavutetaan paraabelin huipussa,
kohdassa joka on funktion derivaatan nollakohta.

Siis F'(x) = —2x + 4, josta F'{x) =0 kun x = 2.

Integraalifunktion suurin arvo saavutetaan kohdassa x = 2, joten nyt oltava
F2)=5.

224+4-2+C=5,jostaC=1

Kysytty integraalifunktio on siten F(x) = —x* + 4x + 1.
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825.

Ratkaistaan kéyrien y = sin x ja y = sin 2x vililla [0, n] olevat
leikkauskohdat.
sinx =sin2x
x=2x+n-2n tai xX=mw—2x+n-2n

x—2x=n-2mn X+2x=mm+n-2n
—x=n-2n ||: (-1 3x=mn+n-2xn ||:3
X=n-2m x=%+n-%,nez

Viililld [0, ] on nollakohdista ainoastaan kohta x = %
Selvitetddn vilin ]0, %[ testikohdan avulla, kumpi kdyristd on ylempana

vililla 10, g[. Valitaan testikohdaksi x = %.

sin 4 =7 ja sin(2 4) sm(z) 1, joten vililld ]O, 3[ kayrd

y = sin 2x on ylempéna.

Vililla ]%, n[ testikohdaksi voidaan valita esimerkiksi kohta x = %

Nyt sin% =1 ja sin(2 -%) =sin(m) =0, joten vililla ]g, [ kayra

y = sin x on ylempéna.

Kaksiosaisen alueen pinta-ala voidaan laskea méaérdttyjen integraalien

n

3 b3
I(sin 2x —sinx)dx ja J(sin x—sin2x)dx summana 4; + A4>.

0 n

3
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A = | (sin2x —sin x)dx

Il
W[E O —w|

= J sin 2xdx —

0

sin xdx

oe_.w‘;,

-sin 2xdx — j sin xdx

T

(—cos2x)— ;(— cos x)

7[

N | — I\)I»—
o~w|a o'—.w\:a

(cos2x)+ /(cos X)

= ——(005277r —cos(2-0))+ (cosg —cos0)

23n cos0) + cos§ —cos0

I
o ~~w|a

l\)|>—‘

——(cos
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AN
Il

(sinx —sin 2x)dx
sin xdx — J. sin 2xdx

-sin 2xdx

WA~ WE T W W —

(—cosx)—

w2
—_
=]
&
Nl’_‘ wla
Nl'—‘ wla '-—.::

7(— cos2x)
3

=—7cosx+%;cos2x

3 3

=—(cosm— cosl) + %(cos(2 -r) —cos(2- %)

=—Co0S n+cos§+ (cosZn - 00523—7[)

_ 1 1
== (—1)+§+§(1—(—§))
(1+—)

1

1
27
1
2 4

1
2
1

=1
tyty
ol
4

Kysytyn alueen pinta-ala on summa

1 1.9 10% 5
A T4 =24 2= =2
T4 = + 4747472 T2
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826.

j-x”dx+j-</;dx=j.x"dx+j.x%dx
0 0 0 0

1 1 1
1 1 =+1
=/ +1x”+1+/ x"
on ol 4
1 1 1.n
:/ 1 xn+1+/ x;*ﬂ
on+1 ol _ n
n n
1 1 n+l
:/ 1 xn+l+/ 1 X"
on+1 0on+
n

_ 1 n+1 n
_(/)n+1x +én+1

1 n+l1 n+l

_ n+1_ n+l n 7_ n
_n+1(1 0 )-i_}H-l(1 0")
__1 n_

n+1 1+n+11

1 n

n+1+n+1

1+n

n+l1
=1

Lausekkeen arvo on positiivisen kokonaisluvun » arvosta riippumatta aina
1.
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827. a)
f(x)=|x-1]+1
_|(x=D+1, kunx-120
_{—(x—1)+1, kunx—1<0
I EA kun x >1
|=x+2, kunx<1
b)

jf(x)dxzj(—x+z)dx+jxdx

=}(—lx2 4—2)5)—&-;1352

0o 2 12
:(—%-12 +2-1—0)+(%-22 —%-12)
=—%-1+2+%-4—%
=—%+2+2—%

=3



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

828.

Puistoa rajaavat kiyrit y = —0,12x> + 1,09x + 2 ja
y=0,012x" - 0,19x° + x> — 1,3x + 0,6 seki suora x = 0 (y-akseli).

a) Kayrét leikkaavat toisensa kohdissa x = —0,472... jax = 6,766....
Naisti vain kohta x = 6,766... = 6,8 on 1. neljanneksessa.
Leikkauspisteen y-koordinaatti on arvo f{6,766...) tai g(6,766...).
Nyt f(6,766...) =3,881... = 3,9, joten leikkauspiste on (6,8; 3,9).

b) Kéyrien ja suoran x = 0 rajoittaman alueen pinta-ala on méaaritty
6,76...

integraali [ (f(x)—g(x))dx.

0

Nyt
6,76...
I (=0,12x% +1,09x +2—(0,012x* = 0,19x° + x* —=1,3x +0,6)dx
0
=14,056... (pinta-alayksikkoa)
Yksi pinta-alayksikkd eli ruudun pinta-ala on 10 m - 10 m = 100 m?.

Kysytyn alueen pinta-ala on siis
14,056... - 100 m* = 1405,6... m* = 1400 m*> = 14 a (14 aaria).
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829.  Vallin reunaa kuvaava paraabeli y = ax* + bx + ¢, a # 0, voidaan sijoittaa
koordinaatistoon esimerkiksi siten, etté kuvaajaparaabeli kulkee pisteiden
(=2, 0), (0, 3) ja (2, 0) kautta. Ndistd tiedoista saadaan yhtdloryhma ja sen
ratkaisuna tarvittavat kertoimet a, b ja c:

3
O=a-(-2)"+b-(-2)+c a==7
3=a-0°+bh-0+c , josta 4b=0
0=a-2>+b-2+c c=3

Paraabelin yhtild on siis y = —%xz +3.

Poikkileikkauksen pinta-ala on méérétty integraali

j (—%x2 +3)dx =8 (m?),

-2

Meluvallin tilavuus on télloin =8 m? - 75 m = 600 m>. Meluvalliin
600 m’

3 = 50 kuormaa.
12 m’ /kuorma

tarvitaan tidyttdmaata

830.  Tunnelin poikkileikkausta kuvaava paraabeli on muotoa y = ax* + bx + c,
a < 0. Paraabeli voidaan sijoittaa koordinaatistoon esimerkiksi siten, ettd
kuvaajaparaabeli kulkee pisteiden (-5, 0) ja (5, 0) kautta. Toisen asteen
polynomin nollakohtiensa avulla kirjoitettuna yhtilo on
¥y =a(x — 5)(x — (-5)), joka sievenee muotoon y = ax’ — 25a.

Koska tehtivinannon mukaan poikkileikkauksen pinta-ala on 25,0 (m?),

5
saadaan madritty integraali I (ax® —25a)dx = 25, josta saadaan a = —%0.
-5
i on siis =S —25. (— )= 2413
Paraabeli on siis y = 20" 25-( 20) 20" + 1

Koska nollakohdat ovat x = -5 ja x = 5, niin paraabelin huippu sijaitsee y-
akselilla (x = 0). Lasketaan huipun y-koordinaatti, joka on kysytty tunnelin

korkeus: y(0)= —% 0%+ %5 = % =3,75 (m).
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831. a)

t+1

j(x +x)dx—/(—x += x)
1

—(L 1 2y 131
—(3(t+1) +2(t+1)) (3t +2t)
=l(t2+2t+1)(t+1)+l(t2+2t+1)—lt3—%12
(l +£2+28 +2t+t+1)+§t +¢+%_%t3 étz
0 +3t+3r+D+—4 +l+1 11?—1ﬂ
Z/{+t +z+3x&+z+ //\L&
1.1
=1+ 2+ 3+ >
243
—t+m+6+6
5
= +2+>
+2+
Maéritetidn vakion ¢ arvo tiedosta ¢* + 2¢ + % = %
5 5
A+2=2
£+ t+6 6
*+2t=0
t(t+2)=0
t=0 tai t+2=0

=2

b) Miiritty integraalia kuvaa lauseke ¢ + 2¢ + %, jonka kuvaaja on

ylospéin aukeava paraabeli. Lausekkeen pienin arvo saavutetaan
derivaatan nollakohdassa:

D(t* +2t+ %) =2t + 2, joten ratkaistaan yhtélo 27+ 2 = 0.
2t+2=0

20=-2 |:2
t=-1
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832.

OP=(t+Di+1*j, —1<t<1
Pitepisteen P koordinaatit ovat (¢ + 1, 7). Paikkavektorin péitepisteen

=t+1
(x, ¥) koordinaatit ovat x t2+ . Koska vakion ¢ arvot ovat valilla [-1, 1],

niin x-koordinaatille on voimassa 0 <x < 2.

Yhtélostd x = ¢ + 1 saadaan ¢ = x — 1. Sijoitetaan yhtéloparin alempaan
yhtél66n £:n paikalle lauseke x — 1, jolloin saadaan
y=(x-1P2=x*-2x+1,kun0<x<2.

Vililld [0, 2] funktio x* — 2x + 1 saa ei-negatiivisia arvoja, joten kysytyn
alueen pinta-ala on méaérdtty integraali

2 2
J.(x2 —2x+1)d.>c=(/)(%x3 - X" +x)

0

_1 4352
—32 2°+2

8
==—4+2

3 +

8
==-2

3
_8 6

3 3
_2

3
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833. Koska g'(x) = f{x), niin funktio g(x) on funktion f{x) integraalifunktio.

D) [£(de=/g(x) = g(3)-g()=1-3=-2

b) [ f(r)dx=g(1)-g(0)=3-3=0
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834.  Kysytyn pyordhdyskappaleen tilavuus saadaan kaavasta

V= nj(smx)dx nIsm xdx.

T

Integrointia varten lauseke sin® x muokataan kaksinkertaisen kulman
kaavalla cos 2x = 1 — 2sin” x muotoon, josta integrointi ilman apuvélinetti
on mahdollinen:

cos2x=1-2sin’ x
2sin’ x =1-cos2x [|:2
1—cos2x

2

sin’ x =
Nyt
V=n| (sinx)dr

= nJ. sin® xdx

-7
n

1—cos2
—nf( cgs Xy

T

%J-(l cos 2x)dx
%J.ldx—— cos 2xdx

K

J.ldx—%-%jE 2-cos2xdx

SYEE|

n

_T T
= 27/nx 1 /nsm2x

=1 Zm—(-m)- —(sm(2 ) —sin(2- (—)))
= E(n +7)— Z(s1n(27t) —sin(—2m))

a

T T
=2 m)-1(0-0)

2
=T
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835. a)

j S (x)dx = jf(x)dx+ Jf(x)dx
(3 (1))2 8-3)+1

- 2 x ¢’
kolmion pinta-ala puolisuunnikkaan
pinta-ala
- 42,6
=Ty gl
=—4+6
=2
b)
j | f(x)dx = j | f(x)ldx + j S (x)dx
|- G- (1))2| @-3)+1 ,
- 2 2
kolmion pinta-ala puolisuunnikkaan
pinta-ala
4.2, .6
A
=|—4|+6
=4+6
=10

¢) Funktion fintegraalifunktio on kasvava vileilld, joilla sen
derivaattafunktio f'saa ei-negatiivisia arvoja. Nyt flx) > 0, kun
3<x<8.

d) Valilla [2, 3] funktion F derivaattafunktio f'saa ei-positiivisia arvoja.
Talla perusteella tdlld vlilld funktio F on vahenevé ja F(2) > F(3).

e) Kohtaan x =3 funktion f’kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin
on positiivinen ja kuvan perusteella se on noin 1. Vastaavasti kohtaan
x =7 piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen ja kuvan
perusteella se on noin —1. Siis vdite ' '(3) <f'(7) on epétosi.
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836.  Kysytty polynomifunktio on muotoa |a|(x — (—1))(x — 1) = a(x* — 1). Pinta-
alachdosta saadaan méédrétyn integraalin avulla yhtélo, josta esimerkiksi
vakion a voidaan maarittaa.

1
a|(x* =1)dx =5, josta a:—E tai azﬁ.
J 4 4
-1
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837. Ratkaisuissa kéytetddn kaavoja
sin®x + cos’x = 1 ja cos 2x = cos®x — sin’x.

% T[
I +1, =Icos xdx+.|.sm xdx
0
2
ZJ(COSZX+Sin2 x)dx
0
%
= [1dx
0
%
=/x
0
_n
2
2
I, - I, = | cos® xdx — J.sm xdx
0

(cos® x —sin® x)dx

Il
O V[ O [ O ——o S

(cos2x)dx

2-(cos2x)dx

sin2x

l\)|>—
o ~nla o'—.w\:

'_‘Nl’_‘

(sm(Z —) —sin(2-0))
= E(sm T —sin0)

1
23(0—0)
=0
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Integraalien summasta ja erotuksesta saadaan yhtilGpari, josta saadaan
ratkaistua integraalien /; ja I arvot.

L+Q:%
Tl -1,=0

Koska [; — L =0, niin I = I,. Siis 1, =1, =%

1
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838.

a) Funktiolla f on paikallinen maksimikohta kohdassa x = a, jos

derivaattafunktion merkki vaihtuu positiivisesta negatiiviseksi tdssé
kohdassa. Paikallisessa terassikohdassa derivaatan arvo on nolla, mutta
kohdassa derivaatan merkki ei vaihdu. Derivaatan merkki voi olla
kaikkialla ei-negatiivinen tai ei-positiivinen.

Haetun funktion fintegraalifunktiolla on paikallinen maksimikohta

x =1 ja terassikohta x = 2. Funktion fintegraalifunktion tapauksessa
kohdat ovat integraalifunktion derivaattafunktion nollakohtia eli nyt
funktion fnollakohtia. Ehdot tayttdva funktio f'voisi olla esimerkiksi
binomin 1 — x (kuvaaja laskeva suora) ja binomin nelién (x — 2)
(kuvaaja ylospédin aukeava paraabeli) tulo. Ndiden binomien
tapauksessa funktion f merkki vaihtuu positiivisesta negatiiviseksi
kohdassa x = 1, jossa laskeva suora y = —x + 1 leikkaa x-akselin.
Lisiksi funktion (x — 2)* merkki on kaikkialla ei-negatiivinen ja arvo 0
saavutetaan kohdassa x = 2, jossa ylospdin aukeava paraabeli sivuaa x-
akselia.

Ehdot tiyttdva funktio f'on esimerkiksi
) =1 -x)(x-2)=—(x-1)(x-2)" ="+ 55" - 8x + 4.

b) Vilin [-1, 1] pituus on 1 — (1) = 2, joten pinta-alaehto 20 toteutuu

suorakulmiolla, jonka kanta on 2 ja korkeus 10.
Erés ehdot tayttava funktio f on esimerkiksi f{x) = 10.

¢) Madiritty integraali yli vélin [1, 3] on 0, jos esimerkiksi sekd funktion

kuvaajan ja x-akselin alapuolelle ettd funktion kuvaajan ja x-akselin
yldpuolella jadvien alueiden pinta-alat ovat yhtd suuret. Jos funktion
kuvaaja olisi nouseva tai laskeva suora, niin funktion nollakohta olisi
tdlloin kohdassa x = 2.

Erés ehdot tayttava funktio fon flx) =x — 2.
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839. Paraabelin y= %xz ja suoran y = 2 rajoittaman alueen pyorahtiessa

suoran y = 2 ympéri syntyneen pyOrdhdyskappaleen tilavuus on sama kuin
1

pyordhdyskappaleella, joka syntyy paraabelin y = Exz —2 jasuorany =0

rajoittaman alueen pyorahtéessd suoran y = 0 eli x-akselin ympari.

Paraabeli y = %xz leikkaa suoran y = 2 kohdissa x =2 jax = 2.

Vastaavasti paraabeli y = %xz —2 leikkaa suoran y = 0 my0s kohdissa

x=-2jax=2.

Syntyvén pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan kaavasta

128

2
1 > 2

V=n|(zx" -2)dr=-—~m.
-‘;2 15
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840. Paraabelin y* = 4x ja suoran 4x — 3y = 4 leikkauspisteet saadaan
2 _
yhtéloparista {Zx B §; _4

- _1
Yhtiloparin ratkaisu on {* 4 tai {4 .
y=4 =_1

U

Paraabelin ja suoran rajoittaman alueen pinta-ala voidaan laskea
helpommin integroimalla muuttujan y suhteen. Ratkaistaan kummankin
kdyrén yhtdlo muuttujan x suhteen eli ilmaistaan muuttuja x muuttujan y
avulla:

paraabeli: y2 = 4x, josta x = %yz

suora: 4x — 3y =4, josta x=%y+1

Integroimisrajat muuttujan y suhteen integroitaessa ovat y=—1jay =4,
Valitaan vililtd [-1, 4] testikohdaksi y = 0 ja selvitetdén testikohdan avulla
kumpi funktio muuttujan y suhteen saa suurempia arvoja valilld [-1, 4]:

paraabeli: x = % 0°=0

suora: x:%-0+1:1
Paraabelin ja suoran viliin jdévén rajoitetun alueen pinta-ala on

4
3 1 125
2y+1-= =122 -5208...~5,21.
[(4y+ 1 )y = ,
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841.

842.

15

1)2 saa tarkasteluvalilla x > 0

Funktio f(x)=1+15(x+1)" =1+
positiivisia arvoja, joten koordinaattiakselien, suoran x = 4 ja kdyrén

15 _
(x+1)° M =16

4
y=1+ rajoittaman alueen pinta-ala on I a+

15
+1)°
Alue voidaan jakaa kahteen pinta-alaltaan yhtd suureen osaan (8 pinta-
alayksikkoa ja 8 pinta-alayksikko6d) ddrettdomén monella tavalla.

Jaetaan alue kahteen pinta-alaltaan yhtd suureen osaan y-akselin
suuntaisen suoran x = @, @ > 0 avulla:

j (1+

Suora x =2+/6 —4 jakaa alueen kahteen pinta-alaltaan yhti suureen
osaan.

=-2J6-4<0 tai a=2/6-4.

Koska kédyra pyorahtda y-akselin, on kdyran yhtalo
y=2In(x+1),0<x<e- 1, saatava muotoon x = g(»).

¥y
y=2In (x + 1), josta saadaan x =e? —1.

Mairitetdén muuttujan y suhteen tapahtuvan integroinnin rajat tiedosta
0<x<e-—-1.

Kunx=0,niiny=2ln(0+1)=2In1=0.
Kunx=e—1,niiny=2In(e—1+1)=2lne=2.

Kysytyn pyordahdyskappaleen tilavuus on
Ty
V= nj (e2 —=1)*dy
0
=(e’ —de+5)n

=4,762...
~4,76.
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843.  Funktion sin x kuvaaja leikkaa x-akselin vililla [0, 27] kohdissa x = 0,
x=mjax=2mn. Vililla [0, t] on sin x > 0 ja vililla [x, 2] sin x < 0.

Vililla [0, w] kdyrd y = f{x) + sin x on ylempéna kuin kdyra y = f(x), joten
télld valilld kdyrien rajaaman alueen pinta-ala on

[(f () +sinx— f(e)dx = [sinxdx =2.

0 0

Vililla [&, 2] kdyrd y = f{x) on ylempana kuin kdyrd y = f{x) + sin x, joten
télld valilld kdyrien rajaaman alueen pinta-ala on

[ ()= (£ (x) +sinx))dx = [ (~sinx)dx = 2.

Vililla [0, 2x] kdyrien rajaaman alueen pinta-ala on siis 2 + 2 = 4.
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Hahmotellaan tilanteesta mallikuva.

4ly

y=3¢2+0,25
3

N

X

1 21 |
y=322-0,25

-1 of g 1 2 3

Lasimaljakon ulkopinnan muodostaman pydrahdyskappaleen tilavuus on

3
T j 2(y)*dy. Kirjoitetaan yhtilo y = 3x* — 0,25 suoraan muotoon
0

= g0

y=3x"-0,25
y+0,25=3x" ||:3

,  y+0,25

T3

Ulkopinnan muodostaman pyordhdyskappaleen tilavuus on siis

+O 25 7
I =G

Maljakon sisdpinnan kdyrd kohdassa x = 0 on pisteessé (0; 0,25), joten
3

sisdpinnan muodostaman pydrahdyskappaleen tilavuus on 7 I g(y)’dy.
0,25

Nyt y = 3x? + 0,25, josta saadaan x* = Y g 25

Siséipinnan muodostaman pyordhdyskappaleen tilavuus on siis

y-0 25d _12In
3 96

0,25
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845.

Maljakon lasiosan tilavuus on siis In_121n _A7m _ 1,53... tilavuuden

4 9 96
yksikkod. Koska koordinaatiston yksikko on 10 cm, niin tilavuuden

yksikkd on (10 cm)* = 1000 cm® = 1 dm’.

Maljakon lasin tilavuus on siten 1,53... dm® ja maljakon massa
2,5kg/dm’ - 1,53... dm®> = 3,84... kg ~ 3.8 kg.

Funktion fintegraalifunktiot F ovat muotoa
F(x) =J(x+1)dx=%x2 +x+C.

Integraalifunktion F kuvaajalla y = %xz + x+ C ja funktion f'kuvaajalla

y=x+ 1 on sivuamisen myo6té yksi yhteinen piste. Tdmé sivuamiskohta

on yhtélon %xz +x+C =x+1 ainoa ratkaisu. Toisen asteen yhtilolla

%xz +x+C=x+1 eli yhtilolla %xz +C —1=0 on yksi ratkaisu, kun

diskriminantti on 0.

Nyt D =0’ —4%(C—1):—2C+2, joten D=0, kun C= 1.

Haettu integraalifunktio on siis F'(x) = %xz +x+1.
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846.

Kiyrin y = x* + 1 yhtild on kirjoitettava y-akselin suuntaisen
pyordhdyksen takia muotoon x = g(y).

Nyty=x>+1,josta x=3/y—1.

Kéayrdn x =3/y—1 pyo6rdhdys suoran x = 3 ympdri ja ndin muodostuvan
pyordhdyskappaleen tilavuus on yhtd suuri kuin kiyrén x=3/y—1-3
pyOrahdys suoran x = 3 — 3 = 0 eli y-akselin ympéri.

Integroimisrajat muuttujan y suhteen ovat y=0jay =9, joten
muodostuvan pyorahdyskappaleen tilavuus on

J‘(F 3) dy _33375.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

847.

Hahmotellaan tilanteesta mallikuva.
7

6

On huomattava, ettd muodostuva pyordhdyskappale on ontto, silld
kappaleen keskelld on ympyrélierion muotoinen ontto tila.

l’( . . eeqes Lee lx
Kéyrdn y=e? jasuoran y = e leikkauskohta saadaan yhtélostid e? =e,

ja yhtdlon ratkaisu on x = 2. Kéyran pyordhdys x-akselin suuntaisen

1, )
suoran ympdri tapahtuu vililld [2, 4]. Kdyrdn y =e? pyorahdys vililla
[2, 4] suoran y = 2 ympéri muodostaa pyordhdyskappaleen, jolla on sama

L
tilavuus kuin pyordhdyskappaleella, joka syntyy kdyrdn y=e? —2
pyorahtdessa vililla [2, 4] suoran y =2 — 2 = (0 ympdri.

4
Nyt TEJ(@Z —2)*dy = (e* —9¢* +8e+8)m.
2

Lasketusta pyordahdyskappaleesta on viahennettdva onton osan tilavuus,
joka saadaan kaavalla n(e — 2)* - (4 —2) =2(e — 2)°n.

Tehtdvanannon mukaisen pyordahdyskappaleen tilavuus on siis

(' —9¢* +8e+8)n—2(e—2) ' m= (' —11e* +16e)m.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

848.

a) Esimerkiksi:

Funktio

o f(x) = 0.0000069683 x* — 0.001128925 x* + 0.0435446756 x’ + 0.8120686551 x

Piste
O A= (14.60?32368, 17.9520435254)
O B = (39.05?9902359, 47.09723806)
O E = (74.071344744, 50.0313180467)
@ P=(00
@ Q=(90, 60)
1222 |

b) Olkoon a-kohdassa mééritelty funktio f{x).
90
Joen pituus on Hl +(f'(x))’dx =117,44... (m).
0

Koska koordinaatiston yksikkd on 10 m, on joen pituus
10-117,44.. m=1174,4... m = 1200 m.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

849.  Asetetaan aluetta rajaavat pisteet koordinaatistoon ja sovitetaan
kolmannen asteen polynomi pisteisiin.

0
Alueen pinta-ala saadaan médrittyna integraalina j f(x)dx.
—600
Integraalin arvo on 334 666,66..., joten alueen pinta-ala on noin
330 000 m?.

800

(-150, 6830)
(0, 600)

334666.6667

-600 -400 -200 0 200 )i)

Vastauksesi kelpaavat myds muut jarkevélld sovituksella saadut arviot.
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850. a) Vililla [0, 1] funktio kulkee pisteiden (0, 0) ja (1, 1) kautta, ja timén
1-0

=0~ 1. Kéyran yhtilo on siis y = x.

puolisuoran kulmakerroin on & =

Vililla [1, 2] funktio saa vakioarvon 1, joten tilld valilld kdyrin yht4lo
on siis y = 1.

Vililla [2, 4] funktio kulkee pisteiden (2, 1) ja (3, 0) kautta, ja timén
puolisuoran kulmakerroin on £ = g_;é =—1. Puolisuora on osa suoraa,
joka kulkee pisteen (3, 0) kautta ja jonka kulmakerroin on —1. Kéyrén
yhtélo onsiisy—0=—(x—-3) eliy=—x+3.

Derivaatan f”(x) lauseke vililld 0 < x <4 on siis
X, kun 0<x<1

f'(x)=<1, kun 1< x<2.
—x+3, kun2<x<4

b) Integroimalla funktion f” lausekkeet, saadaan funktion flauseke

osavaleittdin.
%x2+C1, kun 0<x<1
f(x)=1x+C,, kun 1< x<2.

—%x2+3x+C3, kun2<x<4

Koska integraalifunktio on jatkuva ja lisdksi f{0) = 0, niin néilla
tiedoilla médritetddn integroimisvakioiden Cj, C; ja Cs arvot.

kohta x = 0:
f0)=0,joten C; =0
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kohtax=1'

Lol
f(l)— +C—§ O—2
lim(yx) =5

lim(x+C,)=1+C,
x—1*
Funktiolla f on raja-arvo kohdassa x = 1, jos — 2 =1+ C,. Yhtilon

ratkaisu on C, = —%. Funktio on my®s jatkuva kohdassa x = 1, silld

lim £ (x) = /(1.

kohta x = 2:
1, 3
f(2)=2+C2=2+(_§)=§
I RN
limGr3)=3

)}3}(—5.22 +3:2+C,)=4+C,

3

Funktiolla f on raja-arvo kohdassa x = 2, jos 5= 4+ C,. Yhtélon

ratkaisu on C, = —%. Funktio on my®s jatkuva kohdassa x = 2, silla

lim £ (x) = /(2).

Funktion f{x) lauseke vililld 0 <x <4 on siis

%xz, kuin0<x<1
f(x)= x—%, kun 1<x<2.
| ) 5
4 -2 <
2x +3x 2,kun2<x_4
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851.

¢) Funktio fon derivoituva vililld 0 <x <4 ja f"(x) = 0 vain, kun x = 3.
Funktion f mahdolliset dériarvokohdat vililla 0 < x < 4 ovat suljetun
valin péatepisteet x = 0 tai x = 4 tai vélille kuuluva derivaattafunktion

nollakohta x = 3.

£0)=0

_3

f@=3
f3)=2

Funktion farvoista suurin arvo on 2 ja pienin arvo 0.

Kirjoitetaan lauseke |t — 1| osavéleittdin ilman itseisarvomerkkejé.
1—1]= t—1, kun¢t-120 {(r-1, kunt>1
C|=(t-1), kunt-1<0 |-¢+1, kunz<1

Mairitetdédn integraali osissa.

Kun 0 <x <1, niin j(—t+1)dt =—%x2 +x.
0

X 1 X
Kun 1 <x <2, niin j|t—1|dt=J.(—t+1)dt+.|.(t—1)dt=%x2—x+1.
0 0 1

—lx2+x, kun 0< x<1

f(x)=

Exz—x+1, kun 1<x<2
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a) Sinifunktion kuvaajan perusteella voidaan todeta, ettd

m 2n

jsin tdt = —j sinzdz.

0 T
T 2n T 2n

Koska [sintds =~ [ sintdz, niin [|sine(de = [|sinzdz.
0 T 0 T

Nyt f (n)=j| sin¢ [d¢, joten tdmén perusteella saadaan
0
b 2n b
f@m)=|sint(de+ [|sint(de = 2| sint de =2 f (m).
0 T 0

b) Tarkastellaan vali [0, 2xt] osavileina [0, «t] ja [, 27].

Vili 0 <x <m,jolloin 0 <¢<mja|sin ¢ =sin ¢.

Vilin <x <2m, jolloin ® < ¢<2m ja |sin #| = —sin ¢.

Madritty integraali vélilla [0, ©t] on I |sint|df = I sintdt =1—cos x.
0 0

Kun x on vililld [n, 2xt], niin

J.| sinz |z = fsintdt+_[(—sint)dt =3+cosx.
0 0 m

_ <x<
Funktio f{x), kun 0 <x <2m,on f(x)= {; +CC(())SS);’ 15332;;; 72Tn'
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853.

Funktio f(x)= Jf’(x)dx = J(l + %)dx =x+In|x|+C. Kohdassa, jossa
funktion kuvaaja sivuaa suoraa y =2, on voimassa f (x) = 0.

Sivuamiskohta saadaan yhtdlostd 1 +% =0, jostax =-1.

Koska funktion kuvaaja sivuaa suoraa y = 2, niin on oltava f{—1) = 2.
Tadmaén tiedon perusteella saadaan yhtilo —1 + In |-1| + C = 2, josta C = 3.

Kysytty funktion flauseke on siis f{x) =x + In |x| + 3.

a) j f(O)dt=F@)-F(1)=1-(-1)=2

b) Funktio f{x) on vakio, kun sen integraalifunktio on lineaarinen eli
integraalifunktion kuvaaja on suora. Kuvaajan perusteella
integraalifunktion F kuvaaja on suora valeilld [2, 3], [3; 4,5] ja
[10, 12].

¢) Funktion F(x) kuvaajalle kohtaan x = a piirretyn tangentin
kulmakertoimelle on voimassa: kt = f(a).

Funktio f{x) on aidosti vdhenevi, kun tangentin kulmakertoimen arvot
pienenevit. Kuvaajan perusteella tangentin kulmakertoimen arvot
pienenevit eli funktio f{x) on aidosti vdheneva, kun 6,2 <x < §,8.

Huomautus: Tehtidvéssd on kaytetty termié “aidosti kasvava” samassa
merkityksessé kuin Juuressa kéytetddn termié “kasvava”.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 28.10.2018

n

Olkoon juustopalan suoran sivun pédtepisteet (0, r) ja (0, —). Juustopalan
pohjana oleva puoliympyré kulkee pisteiden (0, »), (0, —) ja (7, 0) kautta.
Madritetdédn juustopalan tilavuus integroimalla suorakulmioiden, joiden
kanta on y-akselin suuntainen, pinta-aloja. Suorakulmioiden korkeudet
ovat télloin valilld [0, /], kun suorakulmion etéisyys y-akselista on vélilld
[0, r].

Madritetddn suorakulmion kannan pituus a
etdisyydelld x Pythagoraan lauseen avulla.

(SR

rr=x +(%)2, josta a=2r’ —x*.

Madritetddn suorakulmion korkeus b verrannon avulla yhdenmuotoisista
suorakulmaisista kolmioista.

h_b . hx
Nyt ===, josta b=—.
ywo =21 -
I h
Suorakulmion kannan a pituus on muuttujan x : B '
funktio aivan kuten suorakulmion korkeus b. I
A
X r

Nyt suorakulmion pinta-ala on muuttujan x funktio:
A(x)=2r" = x* -};—x, jossa0<x<r.

Juustopalan tilavuus on _[A(x)dx = IZ\/ rt—x % = %rzh.
0 0
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856.

Tarkastellaan rakennusta siten, ettd rakennuksen pohjaympyrin keskipiste
on O. Pohjaympyrén tietyn halkaisijan suuntainen taso erottaa
pohjaympyrastd halkaisijan suuntaisen janteen AB. Olkoon janteen AB
keskipiste C. Olkoon suorakulmion kannan pituus 24, jolloin AC = a.

Muodostetaan suorakulmio, jonka kanta on janan 4B suuntainen ja se on
etdisyydelld x, 0 < x <9,85, pohjaympyran keskipisteestd. Tehtdvanannon
mukaan suorakulmion korkeus on puolet kannasta.

Pythagoraan lauseen avulla saadaan 9,85% = x> + a?, josta a =+/9,85" —x°
ja edelleen suorakulmion kanta 2a = 2+/9,85° —x*. Suorakulmion

korkeus on tilloin a =+/9,85* —x*.

Suorakulmion pinta-ala 4 etdisyydelld x ympyran keskipisteestd saadaan
lausekkeesta 24/9,85% — x* /9,857 — x> =2(9,85> — x*). Suorakulmion
pinta-alaa kuvaa siis funktio 4(x) = 2(9,85* — x%), 0 <x < 9,85.

Integroimalla pinta-alan lauseke yli vélin [0; 9,85] saadaan tuloksena
puolet rakennuksen tilavuudesta. Koko rakennuksen tilavuus saadaan

madrdtyn integraalin tuloksesta kertomalla se luvulla 2:
9,85

V=2 [ 29,85 —x*)dx =2548,45... (m*) ~ 2550 (m’).

0



