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/ Differentiaalilaskenta

7.1 Raja-arvo ja jatkuvuus

LUVUN 7.1 YDINTEHTAVAT

701, a) lim f(x)~3, lim f(x)~1jafi2)= 1.
x—>2- x—>2+

b) lim f(x)=1, lim f(x)~1,5jalim f(x) =1
x—-2 x—>-1 x5
Raja-arvoa kohdassa 2 ei ole olemassa.
¢) Funktio on jatkuva kohdassa x = 5. Funktio on epéjatkuva kohdissa

x =—1jax = 2. Funktion jatkuvuutta ei voida tarkastella kohdassa
x =—2, koska funktiota ei ole méadritelty tdssd kohdassa.
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2
702. ) lim% ‘4=11m(*"”4)(“2)=1im(x+2)=2+2=4
X2 X—2 x> ,X/ZZ x—2

b)

lim o x+7

>-72x* +10x - 28

- lim 235#
x>-72(x% +5x—14)
lim L
17 2(x*7)(x—2)
lim —L
vo72(x=2)

1
2(-7-2)
__1

18

x* + 5x — 14 voidaan jakaa tekijoihin nollakohtien avulla.
x*+5x-14=0
—5+£25-4-1-(-14) _—5+9
- 21 T2
x=2taix=-7

2
lim — X~ —6x

6 x> —12x% +36x

= lim 2’“(’“_6)
x=6 x(x” —12x+36)

i £

=lm-—-—-—-—-

26 4(x-6)7

=lim
1—>6X—0

Koska osoittaja on 1 ja nimittéjé ldhestyy lukua 0, funktiolla ei ole
raja-arvoa kohdassa x = 6.
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= lim(~(¢" +1))

=—("+1)
=—(1+1
=2
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x—1
] e ,kunx<l1
703 2) f(x)_{lnx+1 kun x >1

lim f(x)= hm == =1
x—1- —1-

lim f(x)= hm(lnx+1) Inl+1=0+1=1
x—1+ x—1+

lim f(x)=1

x—1

Funktio f'on jatkuva véleilld x < 1 ja x > 1. Tarkastellaan jatkuvuutta
kohdassa x = 1.

fH=In1+1=1
Funktion arvo ja raja-arvo kohdassa x = 1 ovat yhti suuret, joten
funktio £ on jatkuva my0s kohdassa x = 1. Funktio f on jatkuva.

X2 -1
x—1
b) f(x)= 3,kun x =1
x—1

Vx -1

,kun x <1

kun x >1

2
, i =L g DG 4D 141=
Ji S00= Jim S = i S S = fim e =12

lim /(x)= lim j‘:ll:h1 (ﬁ/))g(/f“) 1m(f+1) JI+1=2
x—=>1+ x>+ x — x—1+ x—l+

lim £ (x) =2

Funktion arvo kohdassa x =1 on 3 eli f{1) = 3.
Funktio ei ole jatkuva kohdassa x = 1, joten funktio ei ole jatkuva.
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704.  Jotta funktio olisi jatkuva kohdassa x = -2, tulee olla lim2 f(x)=f(-2).
X—>—
f2)=(2y+a (2)-1=4-24-1=3-24
lim f(x)= lim (ax* +3)=a-(-2)* +3=4a+3
X—>—2—

—-2-
lim f(x)= lim (x> +d*x—1)=(-2)*+a*-(-2)-1=3-24>
x—>-2+ x—>-2+

Ehdosta lim2 f(x)= f(-2) saadaan
X—>—

3-2a*=4a+3
—2a*—4a=0
—2a(a+2)=0
—2a=0taia+2=0

a=0 a=-2.

Funktio on jatkuva, kun ¢ =—2 tai a = 0.

705. a) Rationaalifunktio on jatkuva méarittelyjoukossaan. Vililld ]1, 3] on
kohta x = 2, jossa funktiota ei ole mééritelty. Annettujen tietojen avulla
ei voida péaitelld, onko funktiolla nollakohtaa valilld ]1, 3.

b) f(3) > 0ja f{4) <0 ja funktio fon jatkuva vililla ]3, 4[. Bolzanon
lauseen mukaan funktiolla on nollakohta vilill4 |3, 4[ ja siis myos
valilld |1, 4].

¢) Nollakohtien lukuméérii ei voida paitelld annettujen tietojen
perusteella.

706. Madritetddn janan AB pituus.
J(@a—a)* +(g(a)— f(a)* =|g(a)— f(a)|=
lim|-a —2|=|-1-2|=3
a—1

2 _a2+a
-1

a-—1 =|—a—2|

a

Janan 4B pituus ldhenee lukua 3.
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7.2 Derivaatta

707.

708.

a) Pisteet 4 ja B ovat derivaattafunktion /" nollakohtia, joten ne ovat
funktion fddriarvokohtia. Siis 4 = (1, 0) ja B = (4, 0).

b) /'(0)=4
¢ f'2)=-2
d) f2)=1

a) DB —2x+m)=3-5x*-2+0=15x"-2
b) D(sinx cosx) = cosx cosx + sinx (—sin x) = cos’ x — sin” x = cos 2x

¢) D(4x* + 5x)°
= 5(4x* + 5x)* D(4x” + 5x)
= 5(4x* + 5x)*(8x + 5)
= (40x + 25)(4x* + 5x)*
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2x(x+l)—x2 -1 :2x2+2x—x2 X2 +2x

709. a) f'(x)= (x+1)2 (x+1)° _(x+1)2
S3) (-3+1)* 4

b) Paraabelin huippu on derivaatan nollakohdassa.
D3x* — 12x +4)=6x—12
6x—12=0
x=2
y=3-22-12-2+4=-8

Huipun koordinaatit ovat (2, —8).

¢) Tangentin sivuamispisteen y-koordinaatti on f{1) = €’ + 3In1 + 2 = 3.
Tangentin sivuamispiste on (1, 3).
Tangentin kulmakerroin on f”(1).

fr(x):e2ﬁ2.2+3 . l:2e2x72+ i
X X

f(1)=2e"+3=2+3=5

Tangentin yhtél6 on
y=3=5x—-1)
y=5x—2.
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710.  Jotta tangentti ei leikkaisi suoraa y = 2x, sen tulee olla yhdensuuntainen
suoran y = 2x kanssa, eli tangentin kulmakertoimen tulee olla 2.

f'(x) =—sin2x - 2 = —2sin2x

—2sin2x =2 ||: (-2)

sin2x = —1
=3 pon |2t 2x= n-F 4 2m=-Ttn-2n [ :2
2 2 2
x=%Tn+n-n x=-L4n-m,

n on kokonaisluku

Vastaukset voidaan yhdistaa.

Funktion f'kuvaajalle kohtiin x = %Tn +nn=—"1

g tnem,n €7, piirretty

tangentti ei leikkaa suoraa y.
711, f'(x) = 2axe" + ax’e" + be* + bxe* = ax’e” + (2a + b)xe* + be*
ax’e" + (2a + b)xe* + be" = 2x*¢" + xe* — 3¢

On oltava
a=2,2a+b=1jab=-3

Luvut a =2 ja b = —3 toteuttavat myos ehdon 2a + b= 1.

712.
v e SO (D
S1ED= Im S
[ X0 =30 = (=D =3-(=1)
x——1 x+1
- lim x2-3x—4
x——1 )x/j/‘i‘l
(e T)(x—4)
_xlinfll )’/4
=-1-4
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713. a) Muutosnopeuden ilmoittaa derivaatta.
f'(10) =—2,36... = —2,4 astetta minuutissa.

b) Ratkaistaan yhtalo f'(¢) = —0,5.
t=41,08... =41 minuuttia

&) f(0)=-39
Ratkaistaan yhtalo /'(x) = 0,5 f'(0).
x=13,86...~ 14 minuuttia
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7.3 Funktion tutkiminen derivaatan avulla

LUVUN 7.3 YDINTEHTAVAT

714.  a) 1-5,-3[jal-1,2[
b) x=-5,x=-3,x=—-ljax=2
¢) [-6, 5[, -3, -1[ja ]2, 3]
d) Derivaatta on pienin, kun kuvaaja laskee jyrkimmin, eli kohdassa
x=0,5.
715.  Tarkastellaan funktion kulkua derivaatan avulla. Funktion f

derivaattafunktio on f"(x) = 3x* — 6.

£'(x) =0, kun
32 —-6=0

+ +
2
x =2

V2 - V2
x=+/2 taix= -2 \/

Derivaatta on negatiivinen vililli —/2 < x <~/2 ja funktio on vihenevi

vililla [—/2, V2].

Funktio saa suljetulla vélilld suurimman ja pienimmén arvonsa vélin
péétepisteessd tai vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

A0)=1
fi)=2"-6-2+1=8-12+1=-3

Vililld [0, 2] on derivaatan nollakohdista x = ~/2.
f(N2)=(V2) -6 V2+1=2V2-6V2 +1=-4/2 +1=1-42

Suurin arvo on f{0) = 1 ja pienin f(v2)=1-42 .
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716.  Suorakulmion paraabelilla olevan kirjen koordinaatit ovat (x, 4 — x7).
Suorakulmion kanta on x ja korkeus 4 — x*.
Pinta-ala on x(4 — x%) = 4x — x°.
Miéiritetiin pinta-alafunktion f{x) = 4x —x’ , x > 0 suurin arvo.

Tarkastellaan funktion kulkua derivaatan avulla. Nyt f"(x) = 4 — 3x%.

f'(x)=0, kun
4-3x2=0

—3x*=—4 ) )
xz=i 7%/;\5
3 / -

2
V3
f'x) +
JSX) — | —

Funktiolla on suurin arvo kohdassa x = 2 .
3

3)

20,2 25 V8 8 _24-8_ 16
=45 F "~ 535 38 3%
16 _163

Pinta-alan suurin arvo on —= =

373 9
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717.

a)

b)

Vaakasuoran tangentin kulmakerroin on 0. Mééritetddn kohdat, joissa
funktion f derivaatta f” on 0.

1
R

3 2 2
' 1,3 2 a2 1 3x 3x
f(xX)=—=("+1) 2-3x"=—=- ==
2 2 B ) +1)% 20 + DV +1

1
=(x*+1) 2,x>-1

Ratkaistaan yhtdlo /'(x) = 0:
_ 3x°

2(x* + VX +1
3x*=0
0

=0, kun

X

Kuvaajalla on vaakasuora tangentti kohdassa x = 0.

Funktio f'on monotoninen, jos sen derivaatta ei vaihda merkkidin.
Derivaatan lausekkeessa osoittaja 3x* > 0.

Nimittijissi lauseke x* + 1 >0, kun x > — 1.

Tallgin f"(x) < 0, kun x > —1 ja derivaatta saa arvon 0 vain yksittdisessd
kohdassa x = 0. Funktio f on vdhenevi ja siis monotoninen.

Pl 1 ‘2x2x2+2)l_ 2x :x2—2x+2
X2+2 1 x2+2 x2+2
2
%:0,1@1
x“+2
x?—2x+2=0
x=2i 454'1'2=2J—r£_4 eiratkaisua

Derivaatalla ei ole nollakohtia, joten funktion f'kuvaajalla ei ole
vaakasuoraa tangenttia missidin kohdassa.

Derivaatan lausekkeessa osoittajan x* — 2x + 2 kuvaaja on yléspiin
aukeava paraabeli, jolla ei ole nollakohtia. Lauseke x* — 2x + 2 saa vain
positiivisia arvoja. My®&s nimittijin lauseke x>+ 2 saa vain positiivisia
arvoja. Derivaatta on kaikkialla positiivinen, joten funktio on kasvava
ja siis monotoninen.
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718.  Suljetulla vélilla jatkuva ja derivoituva funktio saa tilld vélilld suurimman

ja pienimmén arvonsa vélin paétepisteessa tai vélille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

F(0)=sin0++/3cos0=0+~3-1=+/3
f(2m) =sin(2n) + /3 cos(2m) =3
f'(x)=cosx—~/3sinx

cosx—~/3sinx=0

J3sinx =cosx ||:cosx,x¢%+n-n

\/—smx 1”\/—
tansz
V3
x=%+n-n,neZ

Derivaatan nollakohdista vélilla [0, 2] on x = % ja x= 7?“ .

n_1 V3_1.3_
f( )—sm T 3. cos == 2+\/— =5 2—2
V3._ 1.3
f(6—s1n +fcos6—2+3( —22—2

Funktion f'suurin arvo on 2 ja pienin —2.
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719.

Tutkitaan funktion kulkua derivaatan avulla.
f1(x) = 2xe" + (x* — 3)e" = (x* + 2x — 3)e*

€' > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla.

Derivaatan merkkiin vaikuttaa vain tekijin x* + 2x — 3 merkki.

¥ +2x-3=0

L 2EVASRT () _2x4 .
- 2 -2 - 1
x=-3taix=1

Funktio fon kasvava vileillix <—3jax>1 ja
véheneva vililld -3 <x < 1.

Kohdassa x = —3 derivaattafunktion f ‘'merkki vaihtuu positiivisesta
negatiiviseksi ja samassa kohdassa funktio f vaihtuu kasvavasta
véheneviksi. Kohta x = 3 on siis paikallinen maksimikohta.
Kohdassa x = 1 on paikallinen minimikohta, koska derivaattafunktion
f'merkki vaihtuu negatiivisesta positiiviseksi ja funktio f vaihtuu
vihenevistd kasvavaksi.

Paikallinen maksimiarvo on f{—3) = ((—3)* — 3)e * = %
e

Paikallinen minimiarvo on f{1) = (1> = 3)e' = —2e.
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720.

Funktio f' on mééritelty ja jatkuva koko reaalilukujoukossa, koska
x* + 3 > 0 kaikilla muuttujan x arvoilla. Tarkastellaan funktion fkulkua
derivaatan avulla.
P2 S D=5 set 15200t | —15x* 415
(x* +3) (x* +3) (x* +3)?

Derivaatan lausekkeessa nimittdjd (x* + 3)? on aina positiivinen.
Derivaatan merkkiin vaikuttaa vain osoittajan merkki.

-15x*+15=0
=1
x=1taix=-1

Lausekkeen —15x* + 15 kuvaaja on paraabelin +
kaltainen. A L\ -
-1 1
f&) - ¥ -
fx) I — — —
Funktiolla f on paikallinen minimiarvo f{—1) = % = —% ja paikallinen
imi S B
maksimiarvo f(1)= 3= a1

Kun muuttujan x arvot kasvavat rajatta, osoittaja ja nimittdja ovat
positiivisia ja funktio ei voi saada negatiivisia arvoja, vaikka funktion
arvo pienenee, kun x > 1. Siis f{—1) = —% on funktion pienin arvo.

Kun muuttujan arvot pienenevit rajatta, osoittaja Sx on negatiivinen ja
nimittdja x* + 3 positiivinen. Funktion arvot ovat negatiivisia, kun x <—1,
joten se ei voi saada télld valilla arvoa % suurempia arvoja. Siis f{1) = %
on funktion suurin arvo. Jatkuva funktio saa suurimman ja pienimmaén
arvonsa ja kaikki arvot niiden valilta.

Funktion f arvojoukko on siis [—%, %].
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721.

90 cm

160 cm

Merkitddn poistetun nelion sivun pituutta kirjaimella x, kun 0 <x <45,

Laatikon pohjan mitat ovat 160 — 2x ja 90 — 2x ja laatikon korkeus on x.
Laatikon tilavuus on tilldin (160 — 2x)(90 — 2x)x.

Maidritetddn tilavuutta kuvaavan funktion
V(x) = (160 — 2x)(90 — 2x)x, kun 0 <x <45, suurin arvo.

Suljetulla vélilld jatkuva ja derivoituva funktio saa télld vélilld suurimman
ja pienimmén arvonsa vilin pdétepisteessd tai vilille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

V(0)=0
V(45)=0

V'(x) = 12x* — 1000x + 14400

12x* — 1000x + 14400 = 0, kun

x=1851... taix=64,82...

Valilld 0 < x <45 derivaatan nollakohdista on x = 18,51...

V(18,51...) =120 601,5... = 121 000.

Pois leikattavien sivujen pituus tulee olla noin 18,5 cm. Laatikon suurin
tilavuus on noin 121 000 cm® = 121 dm’ eli noin 121 litraa.
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Luvun 7 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

722.

723.

£, g1, -1V

Funktion f'kuvaaja ndyttda paraabelilta, joten sen derivaattafunktion
kuvaaja ndyttda suoralta. Funktio f'vihenee, kun x < 0 ja kasvaa, kun

x >0, joten derivaattafunktion kuvaajan tulee olla nouseva suora, jolla on
nollakohta kohdassa x = 0.

Funktion g kuvaaja ndyttdd kolmannen asteen polynomifunktion
kuvaajalta, joten sen derivaattafunktion kuvaaja niyttad paraabelilta.
Derivaattafunktiolla tulee olla nollakohdat samoissa kohdissa kuin
funktiolla g on dériarvokohdat.

Funktion /4 kuvaaja néyttdd nousevalta suoralta, joten sen
derivaattafunktion kuvaaja nayttid vaakasuoralta suoralta, ja
derivaattafunktion arvo on positiivinen.

a) f'(x)=ex’ + e - 3x% =" (x’ + 3x%)
f1(2)=€*(2° + 3 - 2%) = 20¢

b) f(x)=%= 3 3 332450

[ —

XX x2
F=3 (St o 99 L 9
2 2 2xz% 2x%Vx
, 9 ) 9 9\/2
2 = — = —_ = —
/@) 2.222 82 16

¢) f'(x)=cos(3x—1)-3=3cos(3x — 1)
S'(2)=3cos(3 -2 —1)=3cos5
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724. a) De' 3 =e" D(x* -3)= e 2x=2xe"

b)
1
DV6-3x =D(6-3x)2

_1
- %(6—3x) 2.D(6-3x)
11

_2.—l.(_3)
(6—3x)2
3
26 —3x
1 2 1 2x
¢) DIn(x* +1)=——-D(x* +1)= 2x=
) ( ) x* +1 ( ) x* +1 x* +1
d) D Stanx = 5(1 + tan’x) = 5 + Stan’ x (= —>5—), x# -+ nn,ne’Z
cos” x 2
| l-xz—lnx-2x Irlnx®  1-21
e) Dn_zxzx 272 =%= an = 3nx’x>0
X (x9) X X
f)
1
D((3x—1v3x-1)=D((3x—-1)(3x—1)2)
3
=D3x-1)2
1
=3Gx-1)2 - DGx-1)

2

1
—33x-1)2.
—2(3x 1) -3
=%x/3x—1,x>%
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l-x—lnx-l 1-1
725, a) h(x)=*— == x>0
X X

1-In(2t) _1-1n2¢
(21)? 4¢*

h'(2t) =

cos x(2+ cosx) — (2 +sin x)(—sin x)
(2+cos x)2

b fi(x)=

_ 2¢0s X + cos> x + 2sin x + sin” x
(2 +cosx)*

1
—_——

_ 2cosx + 2sin x + sin? x + cos> x

(2 +cosx)*
_2cosx+2sinx+1
(2 +cosx)*

T T
f,(£)=2COSE+2smf+l:2-0+2-1+1:§
2

2+ cosg)2 (2+0)* 4

726. a) Nollakohdat ovat x ~—1jax~>5.
b) Kohtaan x = 3 piirretyn tangentin kulmakerroin on f(3) = 2.
¢) Funktio on kasvava, kun f"(x) > 0, eli valilla [-3, 5].
d) Adriarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia, joissa derivaatan merkki
vaihtuu. Kohta x = 5 on funktion paikallinen maksimikohta, koska

derivaatan merkki vaihtuu positiivisesta negatiiviseksi. (Kohta x = —1
ei ole dédriarvokohta, vaan terassikohta.)
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727.  Suljetulla vililld jatkuva ja derivoituva funktio saa talld vililld suurimman
ja pienimmén arvonsa vélin paétepisteessi tai vélille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

f2)=2"-6-22-15-2+2=8~-24—-30+2=—44
f6)=6"—6-6>—15-6+2=0-90+2=—88

flx)=3x*—-12x—15
3x*—12x—15=01:3
¥ —4x—-5=0

4+ J16-4-1-(=5) 4+6
X = 2 =

2
x=—1taix=5

Vililla [2, 6] on nollakohdista x = 5.
f5)=5"-6-5—15-5+2=125-150—-75+2=-98

Suurin arvo on —44 ja pienin —98.
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728. a)
oy i S () = f(2)
S @)=l
2)l_X)l
_ 1 X 2
_JICIE; x—2
92—
. 2x
=1
x1—>n;x—2
i 2—=x 1
_;lcl—% 2x x—2
 lim —2).
12 2x(x=<72)
— lim =L
x%sz
N
2.2
__1
b)
4)L_x2)l 4_x2
2 4 2
: X T 4x
)lcl—% x—2 _)lcl—>n% x—2
2
— lim —2=X

24x% (x-2)
e —zx)(2 +x)
x=>2 4x7(x—-2)

) —(,x/Zf)(2+x)

:1 _—

2 4 (x=7)
=lim_(2+x)

x—>2 4x2
_—(2+2)
4.2
__4_ 1
T 16 4

Raja-arvo on funktion f{x) = % derivaatta kohdassa x = 2.
X
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=1

729.  a) lim 280X _ jim szﬁ —lim—Ll -1 _1
x—0SIn2x x—>0}snﬁcosx x—>0cosx cosO 1

b)
cos’ x _ 1—sin® x
x%37nl+sinx )H%n 1+sinx
_ lim (1—sinx)(1+sifix)
L L4sifix

2
= lim (1-sinx)
x3%
2
i3
=1-sin >
—1-(-1)
=2
¢)
2 )
lim .cos2x — im SO8_ X —sin” x
)H%smx—cosx . sinx — cos x
~ lim (cosx¥=sin x )(cos x + sin x)
T —(cosx¥=sinx)
= lim (—cos x —sin x)
x>
4
= _cosE_qinl
=—cos - —sin,
__ 1 1
V2 2
__P 2
2
2
2
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730.

731.

a) D3 *—xIn3)=3In3-1-In3=3"In3-In3=(n3)3" - 1)

b) D(cos’(2x)) = D((cos(2x))?
= D(cos2x)’
= 3(cos2x)* - D(cos2x)
= 3(cos2x)*(—sin(2x) - 2)

= —6(cos” 2x)(sin2x)
¢) D2tan(3x)=2-—5—3=—F _—6.—1__6(tan?3x+1)
cos”(3x) cos”(3x) cos” 3x

Paraabelin huippu on derivaatan nollakohdassa.
DQ2x*+bx+3)=4x+b

4x+b=0
:_é
Ty
2) ;2 2
= D i o2 (D epcly 3 B 5 B
Kun x 4,n11ny—2( 4) +b-( 4)+3—8 4+3— 8+3
o S b b a_ 1, 1,2
Paraabelin huipun koordinaatit ovat (_Z’ -y +3)= (_Zb’ _§b +3).

Huippu on paraabelilla y = —2x* + 3, jos huipun koordinaatit toteuttavat
paraabelin yhtdlon:

ST IS S S S S S i
y=-2 (4) +3=-2 16+3— g +3.
Huipun koordinaatit (—%b, - %bz +3) toteuttavat yhtilon y = —2x* + 3,

joten vite on osoitettu.
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732.  a) Raja-arvo limM =1'().

x—1 x—1
Pisteet tulee asettaa siten, ettd saadaan mééritettyd tangentin
kulmakerroin kohdassa x = 1 mahdollisimman tarkasti.

by @)
y=f(z)
1 2 T 4

suoran yhtélé on y = —2.3z + 1.4

-3 -2 -1 0

S-S0,

I
xlg} x—1
b) Erotusosaméira w ilmoittaa kohtien x = 1 ja x = 2 vilille
piirretyn sekantin kulmakertoimen.
Y S

y = f(z)
| /\
o

|

IS

L 85 -1

-2

suoran yhtélé on y = —0.7z — 0.3

Erotusosaméairin likiarvo on —0,7.
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733.  Funktio on jatkuva kohdassa x = a tdsmélleen silloin kun
lim f'(x) = f(a). Maéritetddn siis raja-arvo lirln5 f(x).

I o2

2x x\2 _ g2
lim €—=25 2 |im () -5
x—h5 ¥ —§ x—>hs et —§

i €19) (e2<73)
=lim—-—=_-
x5 M

= lim (e" +5)

x—In5
=" +5
=5+5
=10

On siis méadriteltdva f{In 5) = 10.
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734.

Ratkaistaan kiiyrien 3x = 4y ja x* + 8x — 4y = 0 leikkauskohdat
e 3x=4y
yhtéloparista ¥ +8x—dy =0’
Sijoitetaan 3x yhtiloon x* + 8x — 4y = 0 lausekkeen 4y paikalle ja
ratkaistaan yhtilo:
X +8x—4y=0
X +8x—3x=0

X +5x=0

x(x+5)=0

x=0taix+5=0
x=-5

Paraabelin tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, jos ne ovat
koordinaattiakseleiden suuntaiset tai jos niiden kulmakertoimien tulo on
—1. Tangentin kulmakerroin on derivaatta.

Ratkaistaan paraabelin yhtélosta y.
X' +8x—4y=0
4y=x"+8x ||:4

yzix2 +2x

Merkitidn f(x)= %xz +2x.

S =5 x+2

Leikkauskohtiin x = 0 ja x = —5 piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet
ovat

f0)=2

f(—5)=%(—5)+2=—%+

1

(TN

Kulmakertoimien tulo on 2-(— %) =1, joten leikkauspisteisiin asetetut

tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa.
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735.

Koska x = —4 on nimittdjan nollakohta, raja-arvo tdssé kohdassa voi olla
olemassa, vain jos kohta x = —4 on my0s osoittajan nollakohta.

On siis oltava

a-(—4)* -6 - (—4) + 8 = 0. Tdmiin yhtilon ratkaisu on a = —2.

Talloin saadaan

0y —6xt8 . 2R _
lim 2GR~ lim =~ lim(-2x4 )= L0

Raja-arvo on siis olemassa kun @ = —2, ja talloin raja-arvo on 10.
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736.  Leikkauskohtaan piirrettyjen tangenttien kulmakertoimien arvot lasketaan
derivaattojen arvoina leikkauskohdassa. Ratkaistaan kilyrien y = kx” ja
y = k(x — 2)* leikkauskohta yhtilosti kx* = k(x — 2)*.

Jo? = k(x — 2)
Jo? = k(x> — 4x + 4)
Jo? = ko — dkx + 4k

Ao — 4k =0
4k(x—1)=0
4k=0taix—1=0

x=1

Jos k= 0 kéyrét ovat muotoa y = 0 ja y = 0. Téll6in kdyrat yhtyvét kuten
myos niiden kaikki tangentit. On siis oltava k # 0.

Kayrit siis leikkaavat kohdassa x = 1 vakion k # 0 arvosta riippumatta.

Madritetdén tangenttien kulmakertoimet leikkauskohdassa x = 1.
Tangentin kulmakerroin on derivaatta.

Merkitiin f{x) = kx* ja g(x) = k(x — 2)* = kx* — 4kx + 4k.

S'(x) = 2kx g'(x) =2kx’ — 4k
S'(1) =2k g'(1) =2k — 4k =2k

Tangentit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, jos ne ovat
koordinaattiakseleiden suuntaiset tai jos niiden kulmakertoimien tulo
on—1.

Koska & # 0, kumpikaan tangenteista ei ole x-akselin suuntainen.
Madritetdén milld vakion k arvoilla kulmakertoimien tulo on —1.

2k (2k)=-1
—4i2=—1 || : (—4)
1
k==
4
1
=+
k=2 2
Tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan kun & =% tai k = —%.
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737.  Ratkaistaan kdyrien y = x> + x ja y = —x° + 3x” yhteiset pisteet.

X+ x=—x+ 3x°
-2 +x=0
x(?=2x+1)=0
x=0tai ¥*-2x+1=0
x=1

On siis osoitettu, ettd kéyrilld on kaksi yhteistd pistetta.

Leikkauspisteisiin piirretyt tangentit yhtyvét, jos niilld on sama
kulmakerroin. Tangentin kulmakerroin on derivaatta.

Merkitdin f{x) = x> + x ja g(x) = —x° + 3x*

ffx)=2x+1 gx)= —3x> + 6x
ro=1 2(0)=0
r(=3 g(1)=3

Tangentit siis yhtyvét kohdassa x = 1.

738.  Ohjelma antaa funktion arvoksi molemmissa kohdissa %, joten tutkitaan

asiaa derivaatan avulla.

Funktio f' on mééritelty kaikilla muuttujan x arvoilla. Jos funktio on
kasvava vililla [a, b], niin f{b) on suurempi. Jos funktio on véhenevi, niin
fla) on suurempi.

oo =2x(xt 1)
S W=y
f'x)>0kun0<x<1taix<-I.

fx)<0kun-1<x<O0taix>1.

Luvut a ja b ovat suurempia kuin 1. Koska f*(x) < 0, kun x > 1, niin
funktio f on viaheneva vililla [a, b]. Niin ollen luku f{a) on suurempi.
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739. a) Koska polynomifunktiot ovat kaikkialla jatkuvia, niin lim f(x) = f(a)

kaikilla muuttujan x arvoilla. Viite on siis tosi.

b) Viite on epitosi. Esimerkiksi funktio f(x) =% on

(médrittelyjoukossaan) jatkuva, mutta se ei ole jatkuva valilla [—1, 1].

¢) Funktion arvolla kohdassa x =2 ei ole vilid raja-arvon kannalta. Jos
arvot kaikkialla muualla ovat samat, niin myds raja-arvo kohdassa
x =2 ovat samat. Viite on siis tosi.

740. a) Kun n =7 saadaan
x—>2 2 _ 4
X
w0
0 i (~7)(x° +2x° +4x* +8x° +16x7 +32x +4)
= lim

X2 (x+ Z)M

X +2x° +4x* +8x° +16x* +32x+ 4

B !}E} x+2
=97
b) Koska lausekkeen %02_8 nimittdjan nollakohta on x = 2, raja-
x J—

arvo voi olla olemassa vain jos nimittéjén tekijé x — 2 supistuu pois.
Nain kéy vain, kun x = 2 on myos osoittajan nollakohta.

On siis oltava 2" — 60 - 2 — 8 = 0 eli 2" = 128. Tdmin yht&lon ratkaisu
on n = 7. Osoittajalla on siis nollakohta x = 2 vain ja ainoastaan kun
n = 7. Néin ollen raja-arvoa ei ole olemassa, kun n # 7.
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741.

Funktio f' on mééritelty, kun nimittéja
x> —2x + 1 # 0 mistd saadaan x # 1.
Rationaalifunktio fon siis jatkuva
véleilld [0, 1[ ja |1, 2].

Funktiolla f on nollakohta vélilla
[0, 1[, jos se saa tdlld vélilla seka
positiivisia ettd negatiivisia arvoja.

-2

Valitaan tarkastelukohdat kuvan perusteella.

f0)=1
£0,9)=-53,0...

Funktiolla f'on siis ainakin yksi nollakohta valilld ]0; 0,9[, joten silld on

nollakohta vililla [0, 2].
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742.

Sijoitetaan vektorit @ ja b lausekkeeseen.
¢ =ta+(1-1)b
=1(i +27 +3k)+1—-1)(27 +5k)
=17 +2t]+3tk +20 +5k —2¢7 -5tk
=Q2-0i+2t7+(5-20)k

Vektorin ¢, pituus on
Q=1+ Q1) +(5-2t) =N4—4t+1* + 46> +25-20¢ + 41

=/9¢% =241 +29.

Juuren arvo on pienin, kun juurrettava on pienin.
Koska 9¢* —24¢ + 29 on yldspiin aukeava paraabeli, se saa pienimmin
arvonsa huipussaan eli derivaatan nollakohdassa. Mééritadn derivaatan

nollakohta ja tutkitaan, onko se vélilld [-2, 2].

D(97> —24¢+29) = 18¢ — 24

18t—24=0
18t=24:18
24" _4_
t= THE =1,3...

Tama on vililla [-2, 2], joten vektorin pituus on siis pienin kun ¢ = %
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743.  Kdiyrin x = )” pisteet ovat muotoa (), ). Lasketaan kiyrin pisteen ja
pisteen (2, 0) vélinen etdisyys.

V@=y) +(0-2) =y =3y +4

Juuren arvo on pienin, kun juurrettava on pienin
Merkitiin f{y) = y* — 3)° + 4.
f'(y)=4y" -6y

J/'(»)=0kun y=%zl,22 taiy:-%z—l,22

N6, A6
2 2 ') | Merkki
FO =T+ T =T+ 15T 5 | -
S Ny / Ny / 1 > T
1 ) —
2 20 n

Niin ollen etdisyys on pienin kun y = —% tai kun y = @

Tillgin x = y* = (ig)2 =%.

Siis kdyrin pisteet (%,—%) ja (E,g) ovat ldhimpéna pistettd (2, 0).
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744.

Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.

) =2x—De™+ @ -x—5) e (-1)
=" (2x-1-(x*"-x—5)
=e™ (—x* +3x +4)

Derivaatan lausekkeessa ¢ on positiivinen kaikilla muuttujan x arvoilla,
joten derivaatan merkkiin vaikuttaa vain lausekkeen —x* + 3x + 4 arvo.
X +3x+4=0

_3+9+16 _ —3+£25 _ —3+5 -1 4
X = = = -
) ) ) ~
x=4taix=-1
0 4
> +3x+4 + -
/() + -
fx) N

Kulkukaavion perusteella jatkuvan funktion f'suurin arvo on
f4) =4 —4-5)*="7e"

Tutkitaan, onko funktiolla pieninti arvoa.

A0)=-5¢"=-5.

Kulkukaavion perusteella titi pienempié arvoja voidaan saada vain kun
x> 4.

Funktion lausekeessa (x* — x — 5) e * eksonenttifunktio ¢ * saa vain
positiivisia arvoja. Selvitetiin miti arvoja polynomi x* — x — 5 saa.

X—x-5=0
_1+£41+20  1£+21
X = =
2 2
x=-17... taix=2]7...

Polynomin x* — x — 5 kuvaaja on yléspiin aukeava paraabeli ja sen arvot
ovat positiivisia kun x > 2,7... ja siten my0s kun x > 4.

Néin ollen funktion f'arvot ovat kahden positiivisien luvun tulona
positiivisia, kun x > 4. Funktio f'ei voi saada arvoa —5 pienempid arvoja,
kun x > 4.,

Suurin arvo on siis 7e™ ja pienin arvo —5.
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745.

Funktio on mééritelty, kun x > 0.

Tangentti leikkaa x-akselin 60 asteen kulmassa, jos sen suuntakulma on
60 astetta tai -60 astetta. Suuntakulmalle a pitee tan a = k, missd k on
tangentin kulmakerroin.

Nyt siis & = tan60° =~/3 tai k = tan(—60°) = —/3 .

Merkitéén f{x) = xInx, x> 0.

Tangentin kulmakerroin on derivaatta. On siis ratkaistava milld muuttujan

x arvoilla f'(x) = /3 tai —/3.

f'(x)=lnx+1
Yhtiloén Inx+1=+/3 ratkaisu on x=¢""' ja
yhtilon Inx +1=—+/3 ratkaisu on x=e B

Tillsin f(e”)=e®"(B-1) ja fe =" (=3 -1).

Kysytty piste on siis (eﬁ’1 ,eﬁ’1 (V3 -1) ja (e’ﬁ’l,e’ﬁ’l (-3 -1)).
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746.

Merkitisn fx) = x> + 1.
f1)=1>+1=2, joten piste (1, 2) on kéyrilld y =x" + 1.
Piste (1, 2) on siis kdyrén ja sen tangentin leikkauspiste.

Tutkitaan, 16ytyyko muita leikkauspisteité.
Mairitetdédn tangentin yhtalo.

Tangentin kulmakerroin on derivaatta kohdassa x = 1.
S0 =32
f=3

Tangentin yhtélo on
y—2=3(x — 1), mistd saadaan
y—2=3x—3jaedelleen
y=3x—1.

Lasketaan tangentin ja y = x> + 1 leikkauspisteet.
r©+1=3x-1
¥ -3x+2=0
X¥-x—2x+2=0
x(F—1)-2(x-1)=0
xx+Dx—-1)-2x—1)=0
x—DEEx+1)-2)=0
x—DE*+x-2)=0
x—1=0taix*+x—2=0
_—1+V1+8 _ —1£49 _ —1+3
B 2 22
x=—"2taix=1

x=1 X

Lasketaan kohtaa x = —2 vastaava leikkauspiste:
f=2)=(2P+1=-8+1=—7.

Toinen leikkauspiste on (—2, —7).
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747.

748.

Elmerin ratkaisu on vadrin, silld hdan unohti sisdfunktion derivaatan.
Korjattu ratkaisu:

fix)=¢
S(x)=¢€"
g'(x)=4x

Joten h'(x) = g'(f(x)) - f(x) = 4" - & = 4>

Uolevin ratkaisu on véirin. Hin sievensi potenssin (e*)* védrin.

Korjattu ratkaisu:
h(x) = g(fix)) =2(e")* + 1 =2 + 1
h'(x) =2e* -2 =4e*

Marin ratkaisu on oikein, kuten ylla korjatuista ratkaisuista ndhdaan.
Huipun x-koordinaatti on derivaatan nollakohta.

S =x+b

f'x)=0,kunx=-b

Huipun y-koordinaatti on télloin
py=—Lp 3oL py
f(=b)= 2b +3 2( b)” +3.

Siis f(-b)= —%(—b)2 +3 eli muuttujan x avulla esitettynd
f(x)= —%xz +3.

Huippu piirtdd siis paraabelin y = —%xz +3.

Koska huippu piirtdé paraabelin y = —%xz + 3, niin ratkaistaan milloin

timi paraabeli leikkaa paraabelin y = x°.

—%xz+3»=x2
35302
5% =3 | 3
x’=2

x=+/2 tai x=-/2



Juuri Kertaus e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 20.9.2019

Koska alkuperdisen paraabelin huipun y-koordinaatti on —%bz +3, niin

huippu on paraabelilla y = x tdsmilleen silloin kun vakio b =+/2 tai

b=—/2.

Tarkistetaan tulokset dynaamisen matematiikan ohjelmalla.

V&

=2 -1 0 1 2 3




Juuri Kertaus * Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

749.  a) Kirjotetaan ympyrén yhtdlo ohjelman avulla keskpistemuotoon.
(x—1P2+@y-2a) =—a*—2a+1.

Témi yhtild esittdd ympyrii tismilleen silloin kun —a® — 2a + 1> 0.
Tamén epayhtilon ratkaisuksi saadaan ohjelman avulla

2 -1<a<2-1.

b) Ympyrin pinta-ala on suurin mahdollinen kun sen side v—a’ —2a +1
on suurin. Juuren arvo on suurin kun juurrettava —a* — 2a + 1 on
suurin. Lausekkeen —a® — 2a + 1 kuvaaja on alaspiin aukeava
paraabeli, joka saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa.

Nyt D(—a* = 2a+ 1) =2a - 2.
Derivaatan nollakohta on a = —1.

Ympyrén pinta-ala on suurin mahdollinen, kun a =—1:

Pinta-ala on tilldin my—(—1)’ —2-(—1)+1 =2m.
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750.  Funktio on médritelty, kun x* — x > 0.
¥ -x=0
x(x*—1)=0
x=0taix* ~1=0
x=1taix=-1

-1 0 1
X - - + +
2 r
x -1 + - - + 1— 1
x(x* = 1) - + - +

x® —x >0, eli funktio on méritelty kun —1 <x <0 tai x > 1.

Selvitetddn ddriarvot derivaatan avulla.
Merkitiin f{x) = In (x* — x).

fl(x): 1 .(3x2_1):3x2—1
- X

X3 X3 —X
2
X =X
3x°-1=0
3x*=1|:3
21
73
1
x=t—==0,6
NE)
Kohta x = % ei kuulu méarittelyalueeseen.
Derivaatan lausekkeessa nimittdji x* + x on koko méirittelyalueessa
positiivinen.

. 1
1 NG 0 1
3x° 1 + - + . y
X —x + + + 1 ~—_ "1
/@) + |- + | TA el
Sx) / N / v
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Funktiolla f'on paikallinen maksimi kohdassa x = — 1

+
f 5 =T I> (35

=In(- (f 3) T)

=1n(—F+3)\/1,)
F*ﬁ)

1n—

33

=In(—



Juuri Kertaus * Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

751.

f(x) = cos®x + sin x = (1 — sin® x) + sin x = —sin? x + sin x + 1
sin x on jaksollinen funktio ja sen perusjakso on 2w. Funktio f'saa siis
kaikki arvonsa valilla [0, 27x].

Derivoituva funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa vélin
padtepisteessd tai vilille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.
A0)=1

2y =1

f'(x)=(1—-2sin x) cos x

Vilille ]0, 2n[ kuuluvat derivaatan nollakohdat ovat

xz%, x=%, xz% ja x=37n
r&=2

r&=1

-3

FEE=-1

Viililla [0, 2x] ja siten myds koko reaalilukujoukossa funktion f'suurin

5. . .
arvo on - ja pienin arvo on 1.

Jatkuvana funktiona f'saa kaikki arvonsa suurimman ja pienimmén

arvonsa vililtd, joten sen arvojoukko on [—1, %].
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752.

Funktio f'on médritelty, kun x > 0. Funktio f'on jatkuva ja derivoituva

vililld [-,1], joten se saa suurimman ja pienimmén arvonsa vilin
e

péiéitepisteesséi tai vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

f( )= —+1 —=%+lne"2=e—2z0,7
e 2
eT e
|
D= timi=1+0=1
S = it

1
f(x)=%+lnx=x 2+Inx

)C2
. 1 2.1 1 1 1 1
X)=—=x?+=—=- +==- +=
Sx) 2 X 2x% x  2xJx x
1 1
- +—==0
2xJx X
11
" [-2xvx #0
2x =1 |:2
_1
*/;‘2
x=1
4
| S U U 1.
f() \f ny l ny 2+1n4 0,6
2

Vililla [iz, 1] funktion suurin arvo on 1 ja pienin 2+ lnl.
e

Pienin arvo voidaan kirjoittaa halutessa eri muodoissa.

2+ln%=2+ln4" —2-In4=2-1n2>=2-2In2
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753.  Funktio f on mééritelty kaikilla muuttujan x arvoilla.
Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.

' _ 3x4—l
S ==y
() =0, kun x:—% (= —0,8) tai x=% (=0,8)
I S
BB X /(%) Merkki
S'x) - + - -1 -0,25 —
Sx) Ny / N\ 0 0,5 +
min.  maks. 1 —-0,25 -
427
f(_\/— - 8
7

f(%): 2

Kulkukaavion perusteella funktio f'voi saada minimiéan

Y27 . . 1 R .
— =——=" pienempii arvoja vain kun x >—=. Téll6in funktion
Al \/—) g P p ) 7
arvot ovat kuitenkin kahden positiivisen luvun osaméadrina positiivisia.
27

Funktion fpienin arvo on siis — A

4
Kulkukaavion perusteella funktio f'voi saada maksimiaan f (%) = §7

suurempia arvoja vain kun x < —%. Tall6in funktion arvot ovat

kuitenkin negatiivisen ja positiivisen luvun osamédrini negatiivisia.
27

Funktion f'suurin arvo on siis 2

Koska funktio f'on jatkuva, se saa kaikki arvot suurimman ja pienimmén

4 4
arvonsa valilti, eli vililta [~ §7, 57].
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754.

Funktio f(x)=+/3x ++15-3x on miiritelty, kun 3x > 0ja 15— 3x >0,
eli vdlilla 0 <x <5.

Suljetulla vililld jatkuva ja derivoituva funktio saa suurimman ja

pienimmén arvonsa vélin péétepisteessd tai vilille kuuluvassa derivaatan
nollakohdassa.

£(0)=~0++15 =15
F(5)=+15+0 =15

RO R N Y N
2 xJ=x+5

F1(x)=0, kun x = %
£)=30

Funktion suurin arvo on ~/30 ja pienin +/15.
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n

Kuvaajilla on yksi leikkauspiste, jos yhtélolla
—2x* +3x — 1 =x* = 2x* + 2x eli yhtilolld 3x° = 2x* —x+ 1=0on
tasmalleen yksi ratkaisu.

Selvitetdén yhtdlon ratkaisujen lukumaéiré tutkimalla funktion
h(x) = 3x* = 2x* — x + 1 nollakohtien lukuméirid derivaatan avulla.
h(x)=9x* —4x— 1

h'(x) =0, kun
4416436 _ 4++/52  4+/413 44213 2+413
xX= = = = = .
18 18 18 18 9
2-13 2++/13
9 9
' (x) + — +

h(x) / N /

Otetaan derivaatan nollakohdista likiarvot sijoittamisen helpottamiseksi.

2‘9JE ~-0,178 ja 2+9JE ~ 0,623

Madritetdén ndiden avulla funktion 4 dériarvot (likiarvot).
h(—0,178) =3 - (—0,178)* =2 - (—0,178)* — (-0,178) +1=1,0977>0
h(0,623) =3 - (0,623)’ — 2 - (0,623)* - 0,623 + 1 =10,326 >0

Kulkukaavion ja laskettujen arvojen perusteella kaikkialla jatkuvalla

213
=

funktiolla /% ei voi olla nollakohtia kun x >
h(—=10)=3 - (=10)’ =2 - (-10)* = (-10) + 1 =—-3189 <0

Niin ollen funktiolla 4 on ainakin yksi nollakohta vililla ]1-10, 2- Q/E
Kulkukavion perusteella funktiolla / on korkeintaan yksi nollakohta kun
2-13

5

[.

x <

Funktiolla / on siis tismélleen yksi nollakohta, joten yhtélolla
3x’ — 2x* — x + 1= 0 on yksi ratkaisu ja funktioiden fja g kuvaajilla on
tasmailleen yksi leikkauspiste.
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756. a) f(x)=—2
1+e"

, e -(l+e')—e"-e" ¢ 42 —e¥ ¥

f(x)= ( ) _e +e e _ e

(1+e")>? (1+e*)? (1+e°)

Kahden positiivisen luvun osaméérand derivaatta on aina positiivinen,
ja ndin ollen funktio f'on kasvava, kun x € R.

b) fix)=—-2"+x*
f'(x)=-2In2 +2x

2*>0jaln2>0, joten aina —2* In 2 < 0.

Kun x <0 myo6s 2x < 0.
Néin ollen vililld x < 0 pétee f'(x) =—2"In 2 +2x < 0.

Funktio f'on siis vdhenevi, kun x < 0.



Juuri Kertaus * Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

757.

Yhtdlon ¢ *¢ = x eli yhtdlon e "¢ — x = 0 ratkaisut ovat samat kuin
funktion f{x) = ¢' "¢ — x nollakohdat. Funktio ¢**“ — 1 on jatkuva funktio.
Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.

f=eti—1

f'(x)=0, kun x = —a.

—a
f'(x) - t+
fx) N |/

Funktion fpienin arvo saavutetaan derivaatan nollakohdassa ja se on
fla)=1+a.

Jos funktion f'pienin arvo on positiivinen, funktiolla ei ole nollakohtia.
Funktion pienin arvo 1 + a on positiivinen eli 1 + a > 0 kun a > —1.

Jos funktion fpienin arvo on 0, funktiolla on nollakohta.
Funktion pienin arvo 1 +aonOelil +a=0kuna=-1.

Jos funktion fpienin arvo on negatiivinen, funktiolla voi kulkukaavion
perusteella olla nollakohtia nolla, yksi tai enintéén kaksi.
Funktion pienin arvo 1 + a on negatiivinen eli 1 + a <0 kun a <-1.

Tarkastellaan nyt tapausta a < —1:

Funktiolla voi olla nollakohta vileilld x < —a ja x > —a.

Tarkastellaan ensin valid x < —a.

Kun a < -1, niin minimikohta x = —a on positiivinen. Tall6in kohta x =0
on vililld x <—a.

Nyt f{0) = *** — 0 = &%, joka on positiivinen, kun a < —1.

Funktiolla f on siis nollakohta valilld ]0, —a[, koska vélin padtepisteissa
jatkuvan funktion arvot ovat erimerkkiset. Funktiolla on siis tarkalleen
yksi nollakohta vililld x <—a.

Tarkastellaan sitten valid x > —a.
Koska a <—1, niin —a <—2a, joten x = —2a on vililld x > —a.

fi2a)=e*""—(2a)=e“+2a, kuna < 1.
Lausekkeen e + 2a merkkid ei voi méarittdd suoraan.
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Merkitédédn g(a) = (—2a) = e * + 2a ja tutkitaan néin saadun funktion g

merkkié derivaatan g avulla.

gay=—e+2

Selvitetdédn derivaattafunktion g 'merkki, kun a <—1.

g'(@)=0,kuna=-In2 (=-0,69...).

Derivaattafunktiolla ei ole nollakohtaa vililld a <—1, joten se on tilla

vélilla kaikkialla saman merkkinen.

Koska g’(-2) =-5,39 <0, niin funktio g on viheneva vililld a <-1.
-1

g: - |

g T |

Funktion g pienin arvo saavutetaan kohdassa x = —1.

Nytg(-1)=e " +2-(-1)=e—-2=0,718...>0

Koska funktion g pienin arvo on siis positiivinen, eli g(a) > 0, on siten
my0s f(—2a) > 0.

Koska f{—2a) > 0 ja fl—a) < 0, niin funktiolla f on nollakohta vililla
]—a, 2a[, kun a <-1.

Funktiolla f'on siis nollakohdat véleilld x < —a ja x > —a, eli funktiolla fon
kaksi nollakohtaa, kun a <-1.

Edelld olleen perusteella voidaan todeta, etti yhtilolld ' "¢ = x
- ei ole ratkaisuja, kun a > -1

- on yksi ratkaisu, kun a =—1

- on kaksi ratkaisua, kun a <—1.
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Kirjoitetaan funktion lauseke ilman itseisarvoja.
f(xX)=¢" —alx—1|

_{e"—a(x—l), kunx—-1>0

et —a(—=(x-1)), kunx—1<0

_{e* —ax+a, kunx =1

“le*+ax—a, kunx<1

ooy je —a, kunx>1
! (x)_{e" +a, kunx<1
Jotta funktio f'olisi jatkuva, kunx > 1 onoltavae* —a>0elie > a
kaikilla x > 1.
Koska ' on kasvava, niin vililld x > 1 kaikille ¢* pitee ' > e' eli
eli €' > e. Ehto &* > q toteutuu tilld vililld, kun a <e.

Kun x <1 on oltava ¢* + a > 0 kaikilla x < 1.

Jos a > 0, niin summa e* + a > 0.

Jos a <0, yhtdlolld e* + a = 0 on ratkaisu, joten epéyhtdlo e* +a > 0 ei
toteudu kaikilla x:n arvoilla.

Yhdistimalld edellé padtellyt ehdot saadaan 0 <a <e.
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759.

lon,OSI
H=—-%
f( ) e0,0St +4
o
i =—2—
t
(e® +4)°

Selvésti f'(¢) > 0 kaikilla ¢, eli se kasvaa kaikkialla.
Funktio kasvaa nopeimmin silloin, kun derivaatan /" arvo on suurin.

Tutkitaan, milloin nédin kdy funktion ftoisen derivaatan avulla.
TR
" —620 e20 -4
fr ===
10(e* +4)

F)=0,kunt=401n2=27.7...

40In2 1(2) Merkki
JQU) + - 20 | 0,001... +
S / N\ 30 | —00003... —

Derivaatta saa suurimman arvon, eli funktio kasvaa nopeiten, kun
t=40In2=27,7... eli 28. péivén aikana.

f'(40In2)= %z 0,125. Koska yksikkdnad on tuhannet yksilot, populaatio

kasvaa tdlloin 125 yksilda vuorokaudessa.
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760.  Muodostetaan pisteen (xo, yo) kautta kulkevan tangentin yhtilo.

fx)=x
Sf'x)=2x
S'(x0) = 2x0

Tangentin yhtild on siis
¥ — Yo = 2x0(x — Xo).

Muodostuvan suorakulmaisen kolmion Ay

kateetit ovat pisteen (1, 0) ja tangentin ja /
x-akselin leikkauskohdan vélinen jana

seka pisteen (1, 0) ja sen tangentin

. . IO 05 [0, Yo)
pisteen, jossa x = 1, vilinen etéisyys.
X
. - S 05 0 05 15
Ratkaistaan, missé tangentti leikkaa x-
akselin.
_ . _ Yo
0 — yo = 2xo(x — X0), mistd saadaan x =Xx, iy
X,
0

Koska vililld ]0, 1] paraabeli y = x* on kasvava, tangentti on nouseva
suora ja siten tdma leikkauskohta on kohdan x = 1 vasemmalla puolella.

Yo Yo
= )=1- =,
ZxO) %o o

0

x-akselilla olevan janan pituus on siis 1—(x, —

Kun x = 1 tangentille pétee y —yo = 2xo(1 — xo), misté saadaan
¥ =—2x¢" + 2xo + yo. Toisen kateetin pituus on siis —2xo® + 2xo + yo.

Kolmion pinta-ala on siis
(2x,> =2x, - ¥,)’
4x,

1 Yo 2
—(I-x,+=)(2x, +2x,+y,) =
2 0 2x0 0 0 0

Koska piste (xo, yo) on kiyrilld y = x?, niin yo = xo”. Niin kolmion pinta-
x,(x, —2)°

alan lauseke saadaan muotoon A(x,) = 4
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Etsitddn funktion suurin arvo derivaatan avulla.
(xo - 2)(3xo B 2)

A'(xo) = 4
A'(xo) = 0, kun x, :% tai kun xo = 2.
o 2 |
, 3 X0 A'( x0) Merkki
A'(x0) + - 03| 04... +
A(xo) / N\ 0,8 | —0,1... -

Pinta-ala on suurin kun x, = %
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761.  Muki on mahdollisimman kevyt, kun siihen kuluu

mahdollisimman vidhin materiaalia, eli kun sen -

pinta-ala on mahdollisimman pieni.

Pohjan pinta-ala on A4, =7’ (cm)

Vaipan pinta-ala on 4, =2nrh (cm). g

Mukin pinta-ala on siis
n + 2nrh.

Eliminoidaan toinen muuttujista » ja / sen tiedon avulla, etti tdlkin
tilavuus on 1 1= 1 dm’ = 1000 cm”.
wr*h=1000 |:mr’

5, = 1000

o’

Etsitéén siis funktion f(r)=mnr’" +2mr- 1000 _ wt + &FOO

2
r

pienin arvo

derivaatan avulla.

1) =27 — 2090
r
() =0,kun r=29 (~638..)
NE
o 10
n | /() | Merkki
JAG) - + 4 | —99.38... -
Ar) N | 7 | 3.1.. +
Pinta-ala on pienin kun r = 10 (~6,82...cm)
NE
e, 1000 10
Téalloin h = =—— (=6,82...cm).
we  Yx )
Mukin pohjan halkaisija on siis 2 -% ~13,65....~13,7 (cm) ja korkeus
T

10 _682.. ~6,8 (cm).

In
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762.  Olkoon r lierién pohjaympyrén séde ja 4 lierion korkeus. Lierion tilavuus
on tilldin V = mrh.

Koska pallon sisélld oleva kappale on suora ympyrapohjainen lierio, niin
Pythagoraan lauseen nojalla saadaan

(r+ry +h*=1+1)
Qr) + 1 =2

s _4-0
ro= 4 .
Lierion tilavuus voidaan nyt esittdd korkeuden /4 avulla:
2
V(h):n4_4h h, h>0.

Etsitddn tilavuusfunktion 7 suurin arvo derivaatan avulla.

Vi) = —(3h24— Hn

Vi(h)=0, kun (h = — 2\/—)ta1knh—2\/— (~1,15)

243
0 == 1
3 h V'(h) Merkki

V() nalll | 0. T

Vih A BN 12| —02... -
Tilavuus on suurin kun % = %

2

Talloin 7* _4 4h g joten r—% (tairz—@ ).
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Siis lierion korkeus on % ja pohjaympyréan side %

Lierion tilavuus on télloin V(% = 4n$/§ ja ympyrin tilavuus on
4 p24
Vy = 3 1 3T
413
Tilavuuksien suhde on — 2 = g =+/3:3.
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763.

Pohjien yhteispinta-ala on 4, =2m7*(cm®)

Vaipan pinta-ala on 4, =2mnrh (cm®). -
Pohjamateriaalin hinta 2 €/m? on kaksinkertainen h
verrattuna vaippamateriaalin hintaan 1 €/m?.

Tehtdvissi ei tarvitse madrittaa tolkin

materiaaleihin menevéd hintaa, joten riittad g
huomioida, ettd pohjien materiaali on kaksi kertaa

kalliimpaa kuin vaipan materiaali. Tutkitaan siis lauseketta
2 - 2m? + 2nrh = 4n + 2mrh.

Eliminoidaan toinen muuttujista » ja 4 sen tiedon avulla, etté t6lkin
tilavuus on 1000 cm’.

wr*h=1000 |: 7’

j— 1000
i
Etsitéin siis funktion f(r)=4mr’ +2rm- 10020 = 4qr? +@ pienin arvo
r

derivaatan avulla.

£(r)=8mr — 2000
f(r)=0,kun r= Si/; (=43..)

0 52
r f( Merkki
NAG) - + 2 | —449.7... -
S N |/ 5 | 456... +

Materiaalinhinta on pienin kun » = Si/z .
T

Tallsin / =1090 - 20§P.
s T

ECER
sz

Korkeuden ja pohjan halkaisijan suhde on tallom —=



Juuri Kertaus * Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

764.

Merkitéén etdisyyttd isommasta Dracosta
kirjaimella x, jolloin etéisyys Nidistd on . Draco
200 — x.

Koska tulisuihkun vaikutus on suoraan
verrannollinen lohikiirmeen kokoon ja ¢ - 200
kééntden verrannollinen etdisyyden kolmanteen

potenssiin vaikutuksille saadaan seuraavat 200- x
lausekkeet: ® Nid

2
Draco: —?
X

Nid: —%4—
(200-x)
missd a on verrannollisuuskerroin, a > 0.

Molempien tulisuihkujen yhteisvaikutusta voida kuvata funktiolla

2a a
X)="F5+——.
S ¥ (200-x)’
Selvitetdédn, milloin yhteisvaikutus on pienin derivaatan avulla.
' 3a 6a
X)=—"T"——+—
S (x-200)* x*
f'(x)=0,kunx = 108,6... taix = 1257,04...

, 0 108,6... 200 X /(%) Merkki
f'(x) - + 100 —3a

. 108 -
/) > A 150 1679?08 i

Tulisuihkujen vaikutus on pienin kun kulkijan etdisyys Dracosta on noin
109 kyynéraa.
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765.  Sektorin kaari on kartion pohjaympyran keha. Sektorin sédde on kartion
sivujana.

3
b
3 ;
Kirjoitetaan ensin kaaren pituus b kulman « avulla.
Kun kéytetddn kulman « yksikkoné radiaaneja patee o = b , mistd

3
saadaan b = 3a.

Koska tdmé on kartion pohjaympyran kehén pituus, kartion pohjaympyrin
siteeksi » saadaan

2nr=b |2=n
b
21
_3a
2’

Kartion korkeus saadaan Pythagoraan lauseen avulla:
h2 3 -

—9_ (3a
9o’

2

9-— (tai h=

2
n2 )

Kartion tilavuus on nyt
2

V(a)— = ) a 9a 4n

Selvitetddn, milloin kartion tilavuus on suurin derivaatan avulla.
Vi(a)= 9av4n’ —a® 90’
4n* 8n’Van® - o’
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V() =0, kun (a = —%) tai kun o = 0 tai kun a = 2n7/6 (=5,1).

3
o V'(a) Merkki
4 209... +
6 | —10,6... -
0 2“;/3 on
V(o) + -
V(o) AN

Kartion tilavuus on suurin, kun kulma « =

27/6
=
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766. a) Sovitetaan ohjelman komennoilla pisteisiin sinikdyrd ja kolmannen

asteen polynomi. Kertoimet on mééritetty 2 desimaalin tarkkuudella
(pyOristys 2 desimaalia).

- Funktio -
~® f(x) = 1+ 1.01 sin(1.37 x — 1.45)
@ g(x) = —0.22x3 4+ 0.64 x> 4+ 0.55 x
Piste
~ Piirtoalue

i C~

b) Lasketaan ohjelmaan tallennettujen funktioiden avulla kysytyt
kaarevuudet.

Sinikéyrélla saadaan ks(2,3) = 1,500...

Kolmannen asteen polynomilla saadaan kp(2,3) = 0,935...
» CAS

4| abs(f'(2,3)Vsqrt((1+(F(2,3))"2)"3)
~ 1.5004

2 | abs(g"(2,3)Vsart((1+(g'(2.3))"2)"3)
= 0.9358

Sinik&yrélla on siis suurempi kaarevuus.
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767.

Ratkaistaan yhtildsti 2x* + y* = 6 muuttuja y, jolloin saadaan
y=v6-2x" tai y=—v6-2x".
Koska niin halutaan méaérittda funktio y(x), jolle y(1) = —2, niin valitaan

y(x)=—V6-2x". Tallsin y(1)=—/6-2-1 =-2.

Tangentti kulkee pisteen (1, —2) kautta ja sen kulmakerroin on y'(1).
V2x
y'(x)=
N3—x?
ya=1

Tangentin yhtild on siis y — (=2) = 1(x — 1), misti saadaan y = x — 3.

Tangentti leikkaa x-akselin, kun y = 0:
Yhtélon 0 =x — 3 ratkaisu on x = 3, joten tangentti leikkaa x-akselin
pisteessi (3, 0).
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768.

Muuttujien a ja b vilille
saadaan yhteys
puolisuunnikkaan pinta-alan
avulla:

a+c
-h=15
2

Kuvan suorakulmaisesta
kolmiosta saadaan

cos45° :%, josta saadaan s =bcos45°=

b2
2

Sivun ¢ pituus on a + 2d. Téssd my0s d saadaan samasta suorakulmaisesta
kolmiosta.

b2
2

sin45° =%, josta saadaan d = bsin45° =

b2
2
suunnikkaan pinta-alasta saadaan yhtélo
5. b\2

2 b2,

2 2
Ratkaistaan ohjelmalla téstd yhtilosta a.
—(b* =30)\2
2b )

ja korkeus /4 on &, joten

2

Sivun ¢ pituus on siis a +2-

a+a+
5.

Saadaan a =
— 2 —_—
Nyt a+2b= (bz—zo)\/z

1(b)= W +2b,

+ 2b, joten virtausvastusta kuvaa funktio
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— 2 —
Etsitddn funktion f(b)= (bz—z())\/i +2b pienin arvo derivaatan
avulla.
—(b* (V2 -4)+30v2)
' b —
1'(b) Y%
f'(b)=0,kun b=-4,0... tai kun b = 4,0506...
0 4,0. .o b fl(b) Merkki
L) = - 2 | —40... -
fb) N | S 6 0,7.. +
Lausekkeen a + 2b arvo on pienin kun b = 4,0506... (dm).
2
a= w —~2,372... (dm)

Siis a = 23,7 cm ja b = 40,5 cm.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

769. Jos funktio fon derivoituva kohdassa x = a, niin raja-arvo

f'(a)= limw on olemassa.

xX—a

Funktio on derivoituva kohdassa x = —a, mikali raja-arvo

=—/(a)
lim M = lim M on olemassa.
x—-a X — (—a) x——a xX+a

Jotta padstaan kayttdmaian tietoa derivaatan f'(¢) olemassaolosta, tehdddn
muuttujanvaihto: merkitdén x = —y. Télldin x — —a tarkoittaa samaa kuin

y—a.
=/
lim f(x) + f(a) — llmf(_y) + f(a)
X—>—a x+a yoa —y +a
i =L+ f (@)
y—a -y +a
U 0) = S (@)
yoa —(y=a)
y—a y —da

—/f"(a)

=/'(a)

On siis osoitettu, ettd f'(—a) = liqi% = f'(a) eli etté funktio f

on derivoituva kohdassa x = —a ja f'(—a) = f'(a).
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770.  Koska kyseessé on toisen asteen yhtélo, on oltava a # 0. Yhtilon

—1+xv1—-a
a

ratkaisuksi saadaan tilldin ohjelmalla x =

Koska |a] < 1, niin tdll6in 1 — a > 0, ja yhtélolld on kaksi ratkaisua eli
juurta.

Lasketaan ohjelmalla yhtilon juurten raja-arvo kun a — 0.

lim=LtVl-a \/1 —a__1
a—0 2
hng —1-v 2 e raja-arvoa

Kun a = 0, yhtilé on muotoa 2x + 1 = 0, jonka ratkaisu on x = —%.

—1++l-a

Ratkaisun ———— raja-arvo on siis sama kuin arvoa a = 0 vastaavan
a

yhtélon juuri.
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771.

Funktio f'on jatkuva kohdassa x = b, jos f(b) = 1irE f(x)= lir? f(x).

fib) = ab*+ 3b
lim f(x) =5’ +a’b

lirgl f(x)=ab’ +3b

Funktio on siis jatkuva kohdassa x = b, jos ab® +3b=—b" +a’b.
Selvitetddn tistd ehto vakiolle b.
ab®* +3b=-b*+a’b
ab> +3b+b* —a’b=0
b(ab+3+b-a*)=0
b=0tai ab+3+b—a’=0
(a+D)b=a*-3

Jos a # —1, saadaan b ratkaistua yhtilosti (a + 1)b = a* — 3:
(a+Db=a’ -3 ||:(a+1)
a+1

Jos a =—1, yhtilosti (a + 1)b = a* — 3 tulee yhtild 0 = 2, jolla ei ole
ratkaisuja.

Funktio f on siis jatkuva, kun b = 0, jolloin a voi olla miké tahansa
2

reaaliluku, sekd kun b =4 =3
a+l

,missd a #—1.
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772.  a) Epéayhtdlo f(x) > 2 voidaan kirjoittaa myds muodossa fix) —2 > 0.
Merkitéédn g(x) = f{x) — 2 ja paételladn funktioksi g sopiva funktio.

Koska epéayhtdlon g(x) > 0 ratkaisu on —1 <x <0 tai 1 <x <2, niin
funktion g nollakohdat ovat x =—1, x =0, x = 1 ja x = 2. Erés funktio,
jolla on ndmé nollakohdat eikd muita, on (x + 1) x (x — 1) (x — 2).
Tehdddn tdimén funktion merkkikaavio ja katsotaan, kelpaako se.

-1 0 1 2
x+1 — + + + +
X — — + + +
x—1 - - - + +
x—2 - - - - +
g)  + | — |+ +

Merkit ovat juuri toisinpdin kuin mita haluttiin.
Voidaan siis valita
g)=—(x+Dx(x—1)(x-2)=—x"+2x>+ x> — 2x.

Talldin fx) = g(x) + 2 = —x*+2x° + x> = 2x + 2.
Tarkistetaan vield piirtdmalld funktion f'kuvaaja.

ly y=-z 423 L g2 2012

\a

Rationaalifunktio on funktio, joka voidaan esittdd kahden polynomin
osamaarand. Kaikki polynomifunktiot ovat myds rationaalifunktioita,
silld nimittéjdksi voidaan valita vakiofunktio 1. Funktio f on siis

pyydettya tyyppia.
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b) Koska funktio g ei saa negatiivisia arvoja, ja sen derivaatalla tulee olla
kaksi nollakohtaa, valitaan funktioksi g neljannen asteen polynomi,
jolloin sen derivaatta on kolmannen asteen polynomi.

Kokeillaan funktiota g(x) = x* + x%, joka selviisti saa vain ei-
negatiivisia arvoja.

Nyt g'(x) = 4x® + 2x = 2x(2x* + 1). Tilld on kuitenkin vain yksi
nollakohta.

Mietitddn sitten derivaatan g’ kautta:

Derivaatalla tulee olla kaksi nollakohtaa, joten valitaan esimerkiksi
g =x(x—1)=x-x".

Nyt derivaatan nollakohdat ovat x =0jax=1.

Nyt saadaan g(x) = %x“ —%x3 +C.

Murtolukujen vilttaimiseksi valitaan kuitenkin

g'(x) = 12x*(x — 1) = 12x° — 12x°, jolloin saadaan

glx)=3x" -4’ + C.

Valitaan vakio C siten ettd funktion g pienin arvo ei ole negatiivinen.

0 1
PO R N
W [N N[/

gH=3-4+C=-1+C
Voidaan siis valita esimerkiksi g(x) = 3x* — 4x® + 1.
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773.  a) Funktio g on derivoituva kohdassa x = 0, mikéli raja-arvo

hrr(}g ()= § ©) on olemassa.
g EO=EO) 2/ =01O I )y

Koska funktio f on jatkuva kohdassa x = 0, on lin(} f(x)=£(0).

Siis limM

x>0 X_O

=lim /(x) = £ (0)

On siis osoitettu, ettd funktio g on derivoituva kohdassa x = 0 ja etti

g'(0)=7(0).

b) Kohdan a mukaisesti:

e N L

Nyt, koska funktiosta f'ei tiedetd muuta kuin ettd —2 < f(x) < 2, niin ei
tiedetd, onko raja-arvo ling f(x) olemassa vai ei.
R d

Funktion g derivoituvuudesta kohdassa x = 0 ei siis voida sanoa mitdan
annettujen tietojen perusteella.

x—0 X — 0 raO xﬁO £1£1’(}(Xf()(f))

Koska =2 < f(x) <2 eli [f(x)| <2 kaikilla x, niin 0 < |x f(x)| < 2|x|
kaikilla x ja koska lin}) 2| x|=0, my0s lin}) | xf(x) |=0. Niinpa
x—> x—>

lin?)(xf (x))=0.

Siis lim
x—>0

PEZHO) _ i (1) = 0.

On siis osoitettu, ettd funktio /# on derivoituva kohdassa x = 0 ja etti
h'(0)=0.
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774.  Piirretddn ensin kuva. Kuvassa a > 0.

b

Suora s kulkee pisteiden (a, fla)) ja (—a, g(—a)) kautta ja kun a # 0, sen
kulmakerroin on

f(a)—g(=a) _ 24> -3a —g_3

a—(—a) 2a 2°

Madritetdén raja-arvo, kun @ — 0.

. 3 3
| —=)=-=.
lim(a=3)==3
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775.

Tutkitaan funktion f'kulkua derivaatan avulla.
f1(x) = 3x*+ 2ax —

Jos a =0, derivaatta f'(x) = 3x* on aina ei-negatiivinen ja silli on vain
yksi nollakohta x = 0, joten funktio f on kasvava. Talloin funktiolla f'ei voi
olla kolmea nollakohtaa.

Jos a # 0, derivaatan nollakohdat, eli yhtilon 3x% + 2ax — a* = 0 ratkaisut

saadaan ohjelmalla, jane ovatx =—a ja x = %.

Kulkukaaviolle on kaksi vaihtoehtoa riippuen siitd, onko luku a
positiivinen vai negatiivinen.

Tarkastetaan ensin vaihtoehto a > 0. Derivaatan /' kuvaaja on ylospéin
aukeava paraabeli, joten derivaatta on negatiivinen nollakohtiensa vélissi
ja positiivinen muualla.

- a
“ 3
fo [+ [ = [+
Sx) / hN /
—N=a+1i ay _ _i 3
flma)=a’+1]ja f(3) 1 74
Koska f'on kolmannen asteen polynomi, silld on kolme nollakohtaa, jos
f(=a)>0
r&<o.
Ohjelmalla tdmén epayhtéloryhmén ratkaisuksi saadaan
3
a>-—= (=175
NG ( )

Kaikki ndma luvut toteuttavat ehdon a > 0, joten funktiolla on kolme

nollakohtaa, kun a > %

g
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776.

Tarkastetaan sitten vaihtoehto a < 0.

—a

J(x) + - +
Sx) / N /

w(

f&)=1-2a jafi-a)=a’+ 1

Koska f'on kolmannen asteen polynomi, nollakohtia on nyt kolme, jos
f&)>0
f(=a)<O0.

Ohjelmalla tdmén epayhtéloryhmén ratkaisuksi saadaan a <—1.
Kaikki ndma luvut toteuttavat ehdon a < 0, joten funktiolla on kolme
nollakohtaa, kun a < —1.

Funktiolla f on siis kolme nollakohtaa, kun a <—1 tai a > %

Esimerkiksi funktio f(x) = x* on pariton ja kasvava:

f(x)= (20 = =" =~ (v)

f'(x) = 3x* > 0 kaikilla x ja derivaatta on 0 vain, kun x = 0, joten fon
kasvava.

Esimerkiksi sinifunktio on pariton, mutta ei kasvava:
sin (—x) = —sin x, joten sini on pariton funktio. Sini saa samat arvot aina

2m vélein, joten se ei ole kasvava.

Oletetaan, ettd / on pariton ja jatkuva. Télloin
lim £ (—x) = lim(~/ (x)) = ~lim(f (x))

%,—/
Q) S(0)

Yhtilostd £(0) = —f(0) saadaan 2/ (0) = 0 ja edelleen £(0) = 0.
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7717.

Yhtilon x” + x> + 6x = a eli yhtilén x” + x* + 6x — a = 0 ratkaisut ovat

samat kuin funktion f(x) = x’ + x* + 6x — a nollakohdat. Tutkitaan
funktion f’kulkua.

f(x)=Tx"+2x+6
Pakollisten kurssien tiedoilla derivaatan nollakohtia ei osata maarittaa.
Tutkitaan derivaattafunktion 1’ kulkua sen derivaatan /" avulla.

() =42x° + 2
Toisen derivaatan /" nollakohta on yhtilon 42x° + 2 = 0 ratkaisu.
2x°+2=0

[ 1
= 5~ —
X T 0,54

Sx) - + x> on kasvava

S 1 N |/

Tarkistetaan, miké on derivaatan merkki minimikohdassaan.
' 1 1 6 1
Sl—— V=7 . (5| —— oS ~
G 21) 7-( 21) +2-3 21+6 5,1>0

Koska derivaattafunktion f” pienin arvo on positiivinen, derivaatta saa

vain positiivisia arvoja. Néin ollen funktio f on kasvava ja ndin ollen silld
on enintdén yksi nollakohta.

Koska f'on seitseminnen asteen polynomifunktio, silld on ainakin yksi
nollakohta.

Koska funktiolla f'on nédin néytetty olevan tasan 1 nollakohta vakion a
arvosta riippumatta, yhtilslld x’ + x* + 6x = @ on aina yksi ratkaisu.
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778.

Tehtdvaannon perusteella tiedetddn siis seuraavat asiat:

S+ =fxy )
f0)=1
S(x)-f(0) _
x—0 =/

raja-arvo lim '(0) on olemassa.
x—0

Tarkastellaan sitten erotusosamiérén raja-arvoa kohdassa x = a.

i L) = (@)

x—a XxX—da

Jotta padstdadn kiyttdmaiin tietoa derivaatan f'(0) olemassaolosta, tehddin
muuttujanvaihto: merkitdén x = a + A. Talloin x — a tarkoittaa samaa
kuin & — 0.

SO = f(@) _ i [@+ )+ f(@)

lim
x—>a xX—a h—0 at+h-a
NGIORI0)
i L@ )1
i f(a)M
Koska 11m JSx ) f ©) = £'(0), nyt saadaan

an tim /(@)L LD 0 r10)= 110) £ (@)

x—a h—0

On siis osoitettu, ettd f on derivoituva kohdassa x = a ja
f'(a)=1"(0) f(a). Koska luvusta a ei oletettu mitdén, timén perusteella
funktio fon derivoituva kaikkialla ja f'(x) = f'(0)f(x) kaikilla x.

Mika tahansa muotoa a* oleva funktio (a > 0) toteuttaa tehtdvéinannon
ehdot. Valitaan vaikkapa f(x) = e":

e =¢ee

=1

ja e on eksponenttifunktiona derivoituva, kun x = 0.
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Toinen tapa:

Jx+h) = f(x)
. :

Kéytetddn derivaatan mairitelmin muotoa f'(x)= £1rr(}
o

f(X+h) S _im f(X)f(h) J ()

tim /(x )f(h) !
tim / (x )f(0+h) /)
- F(01'0)

Mikaé tahansa muotoa a* oleva funktio toteuttaa tehtdvanannon ehdot.
Valitaan vaikkapa f(x) = e":

&r=ee

=1

ja e on eksponenttifunktiona derivoituva, kun x = 0.
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779. a)

x _ 0
llmf(X)_f(0)=11m1+|x| 1+|O|
x—0 X — x—0 X

X

I

- x—0 X

_ 1

- x—0 1 + |.x|

1

“Tr0 )
Koska erotusosamairélld on raja-arvo, funktio f'on derivoituva, kun
x=0.

b) Kohdan a laskun perusteella /' (0) = 1.
5080 SISO L=

lim$
x—0 X — O x—0 X x—0
Muodostetaan derivaattaftunktion /' lauseke.
. %, kunx >0
S(x)= =y
1+|x| 2 kunx<0
1-x
Lk
—, kunx>0
(x+1)
f'(x)=11, kunx =0
1 -, kunx<0
(x=1)

Funktion g(x) = f"'(x) erotusosaméérin raja-arvo kohdassa nolla on siis
madritettdva toispuolisten raja-arvojen avulla.
1

-1
i SO _ iy S0, (= 1) 5
x—0- X — x—>0- x~>0—
#_1
U 2
i S0O=0) _ iy SO=1_ gy G4DT
x—0+ X — 0 x—0+ xa0+ X

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, erotusosaméérillé ei ole
raja-arvoa ja funktio g ei siten ole derivoituva kohdassa x = 0.
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Derivaatan médritelman mukaan f'(x)= 11“3%‘
Koska vililli —1 < x < 1 pitee f{x) = 1 + 2x + x*f{x?), saadaan
A)=1+0+0-£0)=1.
f@-fO) ST

x—0

x—0 X

Siis lim
x—0
Koska tarkastellaan raja-arvoa, kun x ldhestyy nollaa, rajoitutaan valille
—1 <x <1, jolloin saadaan
2 2
lirnf(x) 1 zlim1+2x+x f(x)—-1

x—0 X x>0 X
. 2x+xf(x?
2 ()

=1i
x—0 X
= 1in3(2 +xf(x*))

Koska lim f(x)=1 ja 1irr(}x2 =0, saadaan lingf(xz) =1.

Néin saadaan 1irr(}(2 +xf(x*)=2+0-1=2.

Siis £'(0) = 1ingw = lim(2 + /(")) = 2.
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781.

Oletetaan, ettd “mahdollisimman pieni” tarkoittaa, ettd pyramidi on
tilavuudeltaan mahdollisimman pieni.

C C
B A B

Pallon tilavuus on V,,,, =§

TR,

Kuvan merkinnéilld pyramidin tilavuus on V, %-(ZAB)2 -AC.

'yramidi =

Pyritdén ilmoittamaan pituudet 4B ja AC kirjaimen R avulla.

Kuvassa olevat kolmiot ABC ja DEC ovat yhdenmuotoisia, silld ne
molemmat ovat suorakulmaisia ja niissi on yhteinen kulma C.

Merkitddn AC = h. Télloin EC=h — R.
Pythagoraan lauseella saadaan kolmiosta EDC
EC*=DC* + ED?

DC*=EC* - ED?

DC*=(h—R’-R?

DC=~W —2hR (tai DC=—I* —2hR).

AB _ AC cli

Vastinosien suhteena saadaan ——
DE  DC

AB _
R 4/2_

AB =—————

Vh’ —2hR

, Josta edelleen
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Pyramidin tilavuus on siis
1 2 1 hR 2 4h*R*
L =T ZAB 'A =" 2— =
VPyr'd-lnldl 3 ( ) C 3 ( (hz _ 2—hR ) 3(2R _ h)

. _ 4R . . :
Etsitddn funktion V(h) = 30R—T QR-1) pienin arvo derivaatan avulla.
, 4h(h—4R)R’

V'(h)= An(hZAR)R )2
3(h—2R)
V'(h)=0,kun h = 4R tai h = 0.

0 4R h V'(h) Merkki
V(h) \n /l SR 20R? +
27
Pyramidin tilavuus on siis pienin, kun /# = 4R. T4ll6in tilavuus on
3
V(4R)= ”TR.
Pallon ja pyramidin tilavuuksien suhde on
4 3
VPallo _3T[R _E_n.S
—Palo -2 =g
VPyramidi 32R 8

3
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782.

Kuvan merkinnoilld halutaan siis =~
madrittdd kulma «<xEAD kun
janan 4B pituus on

mahdollisimman pieni.
100 m E

Kulmat «<EFB ja <ADE ovat
suoria, koska puun etéisyys 60m
kéytavistd mitataan aina
kohtisuorasti. c D A

Kolmiot DAFE ja FEB ovat yhdenmuotoisia, silld niissd on molemmissa
suora kulma ja kulmat 4 ja £ ovat samankohtaisina kulmina yhté suuret.

. BE _ 100
Vastinosien suhteena saadaan A= DA
DA saadaan Pythagoraan lauseen avulla.

DA? = EA? — 60?

DA=~EA>-3600 (tai DA=-—EA*-3600)

BE _ 100

Nyt siis === = ———————_ Ratkaistaan téstid BE:
EA JEA* 3600
BE-_ 100E4
VEA* =3600
Oikopolun pituus on nyt BE + EA=——90E4 | g4 missi E4 > 60.
EA* —3600

Merkitddan selvyyden vuoksi £4 = x, jolloin oikopolun pituuden kertoo
funktio
100x

f= Vx* =3600

+ X.
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Etsitdén tdmén funktion pienin arvo derivaatan avulla.
360000
f')=1- :
(x> =3600)~x* —3600
x)=0,kunx=-93,0... taix=93,0...
f'x)=0,k 93,0 ix=293,0

, 60  93,0... x /(%) Merkki
S'X) - + 70 | —6,6... —
Sfx) N /! 100 | 0,2... +

Oikopolun pituus on siis pienin,
kun x =93,0... (m).

Nyt kysytty kulma saadaan kolmiosta DAE sinin avulla.
. 60
EAD) =
sin(=£AD) =53 0.
XEAD =40,14...°
XEAD =~ 40°
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783.

Piirretddn funktion fkuvaaja. Piirretddn kuvaaja ensin yhdelld jakson
pituisella vélilld —1 <x <1 ja toistetaan titd molempiin suuntiin.

y y=f(z)

-4 -3 -2 =i @ 1 2 3 4

Funktio f'ei ole derivoituva kohdissa x = n, missd n on kokonaisluku,
koska niissd kohdissa funktion erotusosamairén toispuoliset raja-arvot
ovat erisuuret. Kuvassa tdmé nékyy siten, ettd funktion kuvaajassa on
ndissd kohdissa kulma: nouseva suora vaihtuu laskevaksi tai laskeva suora
vaihtuu nousevaksi.

Funktio g saa kohdassa x saman arvon kuin funktio f'saa kohdassa x + 1.
Funktion g kuvaaja saadaan funktion f'kuvaajasta siirtimalla sitd yhden
yksikon verran vasemmalle.

Myoskéddn funktio g ei ole derivoituva kohdissa x = n, missd n on
kokonaisluku.

Funktiota 4 varten tarkastellaan erikseen vilit—1 <x<0ja0<x< 1.
Muualla kuvaaja toistuu samanlaisena jaksollisuuden vuoksi.

Kun —1 <x <0, niin 0 <x + 1 <1, joten funktion % lausekkeeksi saadaan
fO+fx+D)=1+x+1-(x+1)=1.

Kin0<x<Il,niinl<x+1<2.

Vililld 1 <x <2 funktion f kuvaaja on nouseva suora, joka kulkee
pisteiden (1, 0) ja (2, 1) kautta, joten sen yhtdlé on y =x — 1.
Vililla 1 < x <2 funktion f arvot lasketaan siis lausekkeella x — 1.

Nyt saadaan vélilla 0 <x < 1 funktion / lausekkeeksi
JOFfa+D=>0-0+(+DH-D=1

Néin ollen A(x) = 1, kun —1 <x < 1, ja jaksollisuuden vuoksi 4(x) = 1
kaikilla x. Koska funktion / lauseke sievenee vakiofunktioksi, se on
derivoituva kaikilla luvuilla x.
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Hahmotellaan tilanteesta kuvia.

bb
AG:

Kuvan merkinno6illa kolmiot ABC ja DEC ovat yhdenmuotoisia, silld
niissd molemmissa on suora kulma, ja kulmat B ja E ovat samankohtaisina
kulmina yhté suuret.

AB _AC . 2,4 _ AC
Vastinosien suhteesta saadaan — DE - DC eh DE - DC

Kartion korkeus 4AC saadaan Pythagoraan lauseen avulla.
AC=4,0"-2.4
AC=3,2 (tai AC=-3,2)

2,4 32

Siis DE-DC

Merkitddn suorakulmaisen sarmién pohjanelion sivun pituutta
kirjaimella a ja sdrmion korkeutta kirjaimella /.
Nailld merkinnéilla DC = 3,2 — h.
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DE voidaan kirjoittaa kirjaimen a avulla, kun apuna
kiytetdén Pythagoraan lausetta. a /;._J

DEZ — 2 Q 2
a +( ) -
DE = (l\/_ a E
Néin ollen verrannosta 24 _32 24 __32
DE = DC a5 3.2-h
2
Ratkaistaan tdstd /4, jolloin ohjelmalla saadaan 7 = -2 -ga + %
Suorakulmaisen sirmion tilavuus on nyt ¥V(a)=a’ -h=— 2 \/g a +% a
Etsitddn timéin suurin arvo derivaatan avulla.
' 1 2
V'(a)=5(-10V5 a’ +32a)
V'(a)=0,kuna=0taia= 16-2£§z1,43...
0 1,43... X () Merkki
/') + - 1 1,9... +
) 7N 2 -5,0 -

Tilavuus on siis suurin, kun
a=1,43... (m).

Korkeus on tilloin #=1,0666... (m)
ja tilavuus V(1,432...)=2,184... (m?)

Suorakulmaisen sdrmidn pohjasédrmé on siis 1,4 m, korkeus 1,1 m ja
tilavuus 2,2 m’.



