Juuri Kertaus e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e pdivitetty 20.9.2019

6 Funktioita ja yhtaloita

6.1 Rationaali- ja juurifunktio

LUVUN 6.1 YDINTEHTAVAT

601. a) Madritelty, kun a # 0.
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b) Madritelty, kun a # 0.
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¢) Madritelty,kun 1 —a>0,elia <1.
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602.

a) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain kun x # 0.

x) 3)
x_"3_
3 X 0
X9
3x 3x

x* =9
3x =0

Osamaéird on nolla vain, kun osoittaja on nolla ja osamééri on
maédritelty. On siis oltava
X¥-9=0
x*=9
x=3taix=-3.

Molemmat niista tayttiavit ehdon x # 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 3 tai x = —3.

Toinen tapa:
Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain, kun x # 0.

x_3_
3 x
% _3 ||kerr0taan ristiin, x # 0
X
x*=9

x=3taix=-3

Molemmat niista tayttavat ehdon x # 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 3 tai x = —3.
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b) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 eli kun x # 1.

1
1— =
. 1-x
1-x)
1—x 1
1 1—x‘0
(1-x°" 1
N S
1-x 1-x
2
1-2x+x _1=O
1-x
2
X —2x=0
1-x

Ratkaistaan, milloin osoittaja on nolla.

X*=2x=0
x(x—2)=0
x=0taix-2=0

x=2

Molemmat néisté toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 0 tai x = 2.

Toinen tapa:
Yhtélolla voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 eli kun x # 1.

l—x=—— [-(1=x) 20

1-x
(1-x)* =1
1-2x+x" =1
x2=2x=0
x(x-2)=0
x=0 taix-2=0
x=2

Molemmat néista toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtélon ratkaisu on siis x = 0 tai x = 2.
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¢) Yhtilolli voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 ja kun 1 + x* # 0.
Niistd saadaan ehdot x # 1 ja x* # —1. Koska x* > 0, yhtilén ratkaisujen
riittid siis toteuttaa ehto x # 1.

l+x _l=-x
I-x 1+x?
1+x?) 1-x) 2
I+x 1-x —0
I-x 1+ x2
1+ x)1+x)—1-x)1-x%) _0
(1-x)(1+x%)
1+x2+x+x3—(1—x2—x+x3)_0

(1-x)0+ xz)
2x% +2x _
(1-x)(1+x%)

Ratkaistaan, milloin osoittaja on nolla.

2x* +2x=0

2x(x+1)=0
2x=0 tai x+1=0
x=0 x=-1

Molemmat néisté toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x =—1 tai x = 0.

Toinen tapa:
Yhtilsll4 voi olla ratkaisuja vain, kun 1 —x # 0 jakun 1 +x* # 0.
Niistd saadaan ehdot x # 1 ja x> # —1. Koska x* > 0, yhtiilon ratkaisujen
riittdd siis toteuttaa ehto x # 1.
ltx_1-x |-1=x)1+x*) #0
l-x  1+47
A+x)(1+x)=(1-x*)(1-x)

l+x2 +x+xX° =1—-x—x"+x°

2x° +2x=0

2x(x+1)=0
2x=0 tai x+1=0
x=0 x=-1

Molemmat néista toteuttavat ehdon x # 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x = —1 tai x = 0.
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603. a) Osoittaja 4 on aina positiivinen, joten osaméird on negatiivinen
tasmélleen silloin, kun nimittdja 3 — 2x on negativiinen.
3-2x<0

—2x<=3 |:(-2)
3

x>

2

b) Epayhtilolla on ratkaisuja vain, kunx — 1 # 0 eli kun x # 1.

2x+1>3

X]—)l -

2x+1 '3

x—1 120
2041 _3(x=D
x—1 x-1 —
2x+1—3(x—1)>0
x—1 N
—x+4>0
x-1

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.

—x+4=0
x=4
Tehddan merkkikaavio
1 4 +

—x+4 + + | - AN
x—1 - i+ + 7

—x+4 _ 4 B -1

x—1
Epivhials —x+4 . vy 2X 41 .
payhtilon -1 >0 ja samalla epayhtdlon o1 >3 ratkaisu on

sits 1 <x<4.
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¢) Epdyhtélolld on ratkaisuja vain, kun x — 3 # 0 eli kun x # 3.

2
X +7x+2>1
x-3
L+Ix+2 71
x-3 1>0
X +7x+2 x-3
x-3 x—3>0
2
X +7x+2—x+3>0
x-3
2
X +6x+5>0
x—3

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.
x*+6x+5=0
o 0EN6 415  —6+16 _ —6+4

2-1 2 2
x=-1 tat x=-5

Tehdiddn merkkikaavio

-5 -l 3 +
X+6x+5 + - | + + - -
x—3 - - -+
. — 3
. e x2 +6x+5 . . e
Epédyhtdlon =—————= >0 ja samalla epayhtdlon

-3
ratkaisu on siis =5 <x <-—1 tat x > 3.

x—3

+

2
X +7x+2>1

604. a) Nelidjuuren arvo on 3 tdsmélleen silloin, kun juurettavana on 9 eli kun

x+5=9, mistd saadaan x = 4.

b) Yhtélostd v4x—1+3=0 saadaan v4x—1=-3. Koska juuren arvo on

aina ei-negatiivinen, yhtélolla ei ole ratkaisua

¢) Kuutiojuuren arvo on —1 tdsmaélleen silloin, kun juurrettavana on —1 eli
kun x* — 4 = —1. T#sti saadaan x> = 3, mistd edelleen x =~/3 tai

x=—/3.
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a) Nelidjuuri on médritelty, kun 3 —x >0 eli kun x < 3.

Juuren arvo on ei-negatiivinen, kun x + 3 > 0, eli kun x > —3.
Molemmat ehdot toteutuvat, kun —3 < x <3.
Korotetaan yhtél6 puolittain nelion.

V3-x=x+3
3-x=(x+3)°

3—x=x"+6x+9
X +7x+6=0
oI ENT —4-1.6 _—T425 _T+5

2-1 2 2
x=-1 tai x=-6

Naéistd vain x = —1 toteuttaa ehdon —3 < x < 3.
Yhtilon ratkaisu on siis x = —1.

Toinen tapa:

V3-x=x+3
3-x=(x+3)’

3—x=x"+6x+9
X +7x+6=0
oI ENT —4-1-6 _ —T425 _T+5

2-1 2 2
x=-1 tait x=-6

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperdisen yhtélon.
X J3—x x+3
-1 | BB-(-)=V4=2 -1+3=2 toteuttaa
6| J3-(-6)=9=3 —-6+3=-3 | eitoteuta

Yhtilon ratkaisu on siis x = —1.
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b) Yhtilolld voi olla ratkaisuja vain, kun juuret ja osaméira ovat
madriteltyjd, eli kun x —2 > 0, eli kun x > 2.

Vi—2=1+— 2 [Va-2#0

x—2
(Vx=2)Y =vVx-2+2
X=2=~x-2+2

Nx—=2=x-4

Koska juuren arvo on aina ei-negatiivinen, on oltava x — 4 >0, eli
x > 4. Télloin my0s juuri on médritelty ja yhtilo voidaan siis korottaa
puolittain nelioon.

Jx-2=x-4
x—2=(x—4)
x—2=x"-8x+16
x2—-9x+18=0
x:9im:9i@:9is

2-1 2 2
x=6 tai x=3

Niistéd vain x = 6, toteuttaa ehdon x > 4.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 6.
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Toinen tapa:

Jx-2=1+ —x2—2 [-~x=2#0
(Vx=2)Y =vx-2+2
x=2=~x-2+2
Jx-2=x-4
x—2=(x-4)°
x—2=x"-8x+16
X —9x+18=0

X

+3

x=6 tai x=3

_944(-9)’ -4-1-18 _9+9 9
Bl 2-1 2

2

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperéisen yhtilon.

X x=2 1+ 2
x—2

3 | B3-2=V1=1 142 _14+2_3 el toteuta
3-2 1

6 | J6—2=4=2 142 _ %22 toteuttaa
6-2

Yhtilon ratkaisu on siis x = 6.
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606.

a) Yhtild x = 3 voidaan kirjoittaa myds muodossa x — 3 = 0. Siis

esimerkiksi funktio f{x) =x — 3 saa arvon nolla kohdassa x = 3.
Kyseessé on rationaalifuntkio, joten f'on erds tehtdvdnannon ehdot
tayttava funktio.

b) Rationaalifunktio ei ole madritelty nimittdjan nollakohdissa, eli kohdat

x =-1jax =2 on oltava nimittdjdn ainoat nollakohdat.
Nimittéjélléd on siis oltava tekijét x + 1 ja x — 2. Erés téllainen lauseke
on (x + 1)(x —2).

Kysytyksi funktioksi kelpaa nyt esimerkiksi f'(x)= m,

silld se on méadritelty kaikissa muissa kohdissa, paitsi x =—1 jax = 2.

Koska halutaan funktio, jota ei ole mééritelty kohdassa x = 0,
nimittdjilld tulee olla tekijé x.

Osoittajan etsiminen on helpompaa jos nimittdjan merkki ei vaihdu.
Valitaan osamérin nimittdjéksi ndin ollen x* = x - x. Tilldin
osamadrian merkki riippuu vain osoittajasta.

Etsitddn siis osoittajaan funktio, joka saa P
negatiivisia arvoja vain kun x > 3. Erds tdllainen 3T
funktio on laskeva suora —x +3 =3 —x.

33—

Nain ollen funktio f(x)= 2x on erés tehtdvinannon ehdot
X

toteuttava funktio.
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607.

Hahmotetaan tilannetta kuvan avulla. pistorasia
Merkitéén lattiaa pitkin kulkevan osan
pituutta kirjaimella x, ja ilmassa kulkevan
osan pituutta kirjaimella y, jolloin
virtajohdon pituus on x + y.

2,0 m

Ratkaistaan y kuvan suorakulmaisesta e
kolmiosta Pythagoraan lauseella.
yz = (3’0 - x)2 + 2’025

josta saadaan y =~/x> —6x+13 (tai y=—/x> —6x+13).

Virtajohdon pituutta kuvaa siis lauseke x +~/x° —6x +13.

Ratkaistaan ohjelman avulla milld muuttujan x arvolla virtajohdon pituus
on 4,5 m.

X+Nx*—6x+13=4,5

x=2,4166

Lattiaa pitkin kulkevan osan pituus on siis 2,4 m.
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6.2 Eksponentti- ja logaritmifunktio

1

7
a

608. a) f(-2)=a’=

Koska f(—2) = 4, saadaan yht&lo % = 4. Ratkaistaan tésti a.
a

|
?24 ||-a2¢0
4a> =1 |:4
. 1
47y
1
—+ |+
4=\3
1
— 4+
4=

.l
5
1 1 1
Nyt f(g)=(§)8 =7 256"

Kuvista I, II ja IIT vain kuvassa III on eksponenttifunktio. Kuvaajalla
on piste (-2, 4) joten se on funktion f'kuvaaja.
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609.

a) logs 81 on se eksponentti, johon luku 3 pitdd korottaa, jotta saadaan 81.
81=9-9=3-3-3-3=3" joten log; 81 =4.

b) logs 5 on se eksponentti, johon luku 5 pitdé korottaa, jotta saadaan 5.
Siis logs 5 =1.

¢) log, V7 on se eksponentti, johon luku 7 pitii korottaa, jotta saadaan

1
V7 =72 Siis log, V7 :%.
d) logs 5 on se eksponentti, johon luku 6 pitdé korottaa, jotta saadaan 5.

Kun luku 6 nyt sitten korotetaan tihin potenssiin, saadaan 6"%° =5.

e) logi 117'% on se eksponentti, johon luku 11 pitii korottaa, jotta

saadaan 117'%, Siis log;; 117'% =-123.

f) logk 1 on se eksponentti, johon luku £ pitdé korottaa, jotta saadaan luku
1. Siis logy 1 = 0.
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610. a) lne'=log. e’ =7

b)

1g12300 - Ig1,23

12300
=le 753
_ 122310000
1.23

=1210000
=log,, 10"
—4

¢) Ine+Inl—In3é
=log.e + 0 — (In3 + In &%)
=1—1n3 - 2log. e
=1-In3-2-1
=-1-1In3

d) el :elns2 — % _ 95

e) logs 3 +1logs 12 =1logs (3 - 12) =logs 36 =2

on se eksponentti, johon luku 10 pitéa

1 1
1 =log,  ————
D le 710000 2 310000
: 1 1 1 -3
korottaa, jotta saadaan = =——=10 3.
J /10000 10" |43

4

.. 1
Siis g~ 5000~ 3"
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611. a) 7°=49°

7 = (72)3
7x — 76
x=6

b) 2°-47%1=0,5
2x .(22)x+1 :l

2
2x.22x+2:2—l
23x+2=271
3x+2=—
3x=-3 |:3
e
0) 25% 0,2
G _2
53 10
5 _1
55
52x—3 5—1
2x-3=-1
2x=2 |:2
x=1

d)2-3"=18 |:2
3*=9
3 =32
x=2
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e) 3-2°=21 ||:3
2°=17
x=logx 7

Toinen tapa:
3:2=21|:3
=17
In2"=1In7
xIn2=In7 || :In2
_In7
YT 2
f) =36
2x=log,36 |:2
.- log,36 _In36
2 2

Tata lauseketta voi halutessaan sieventda:

1
x =138 _ 11036 =1n36> =Inv36 = In6

In36 _In6> 2In6 _
5 "5 T 6

tai x =

Toinen tapa:

e’ =36
(eX)2 — 62
e'=6

x=log,6=In6
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612. a) f(2InS)=e&" —2=¢""

b) Selvitetddn ensin, mitd on €.

—2=¢"P _2=25-2=23

e2x:9
(eX)2:32

e =3
Nyt saadaan

x 3x _ «x x\-3 _ -3 _ i: L: L
ef+e=e"+(e")" =3+3 3+33 3+27 327.

Toinen tapa:
Selvitetddn ensin, miti on x.

e =9
2x=log,9 |:2
1
x=12 N9 =1n9” = Inv9 = In3
tai

_In9_In3*_2In3_
Xx="=T=0y =In3
Nyt saadaan

. . -3 .
e =M™ =3+ =3+437 =3+
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613.  Vuotuinen korko 1,5 % tarkoittaa korkokerrointa 1,015. Nyt x vuoden
kulutta rahaa on kertynyt 1,015 - 150 000 euroa. Ratkaistaan, milloin
rahaa on kertynyt 200 000.

1,015 - 150 000 =200 000 || : 150 000

Tapa 1 Tapa 2
. 200000 _20 _4 «_ 200000 _20 _4
1’015_150000_15_3 1,015 150000 15 3
4 . 4
leogl,msg In1,015 =ln§
In? xIn1,015=In% |In1,015
X=—3 _-19.32.. 3
InLol5 n?
-3 __19.3
*Thnots 7o

Aikaa on siis 20 vuotta

614. Vuonna 1970 aikaa on kulunut 0 vuotta, eli
fi0)=4 - a’ = A4 =56 (miljoonaa).

vuonna 2010 aikaa on kulunut 40 vuotta, eli

£40) = 56 - a* = 159,

Yhtdlon 56 - a*® = 159 ratkaisu on a = 49 % Koska kantaluku a

on positiivinen saadaan a =4/ %

Vuonna 2030 aikaa on kulunut 60 vuotta.

60
£(60)=56- (49/%) —267,91... Vikiluku on siis noin 268 miljoonaa.

Ratkaistaan milloin vékiluku on 300 miljoonaa.

159" _

56
Vikiluku ylittdd siis 300 miljoonan rajan kun vuodesta 1970 on kulunut
vahén reilu 64 vuotta, eli vuonna 2034.

Yhtilon 56- (40 300 ratkaisu on x = 64,33...
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6.3 Trigonometriset funktiot

LUVUN 6.3 YDINTEHTAVAT

615. a) 7?“ - 12?7t kulma on siis yli 7 = 180° mutta alle 1,57 = 270°. Siis
kulma A on kuvassa I'V.

8n on hieman alle &= 180°, eli B on kuvassa I

9

Kulma C —270° on negatiivinen ja ainoa myotipdivaan kulkeva kulma
on kuvassa II.

D % =90° on kuvassa III

T _180° _ 20 ciioA =
b) 5= "5 36°,siis A=1

3m_3-180°_ 3 4501350 siisB=1V

4 4
T 180° _ ono e

= =90°, siis C =111
Sm_5-180° _5.60-300°, siis D = VI

3 3
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616. a) Sinin arvo saadaan suoraan taulukoiduista arvoista.

V3

s TN
sm(g)— 5

b) tan(7—§[ = tan(Z%n) = tan(% +2n)= tan(%) =3

131

L1 = cos(E —cos(By=1
c) cos( )= cos(4§n)—cos(3+4n)—cos(3)—2

d) tan(—%) = —tan(%) = —%

=—sin(§7’r (L

LR

f) cos(—37n+n-2n)=cos( ) cos( ) 0

L —tan(Z) =L
2) tan(€+10n)—tan(6)—\/§

h) tan(405°) = tan(225° +180°) = tan(225°) =1
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617. a) sin(a— 100x) = sin(o. — 50 - 2m) =sina = 0,2
b) sin(m—a) =sina=0,2
¢) sin (—a) =—sin a =—0,2
d) cos (f+8m)=cos f=-0,4
e) cos(m—f)=—cos =04

f) cos(—p) =rcos f=-0,4

g)
sina +cos’ a =1
0,2° +cos’a =1
0,04 +cos’ =1
cos’ @ =0,96
cosa = J_r\/m
cosa =~ +0,98
h)

sin® f+cos” B =1

sina+0,4°+=1

sin®a +0,16+=1
sin’ ¢ = 0,84

sina =++/0,84

sina ~=+0,92
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Ratkaistaan sin x yhtilon sin” x + cos” x = 1 avulla.
. 2 | N
sin“ x+(-—=) =1
( NG )

sinzx+l 1

5
sin x=%
sin x i\/?
sinx = +T

Koska n<x<3—n, sin x < 0. Siis sinx =—

2 ‘ J5

2

tanx:Sinx:_\/g:L.ﬁzz
cosx _ 1 5 1

J5
; : 2 1 4
sin2x=2sinxcosx=2-(——%=)-(——=)=—

( \5)( \/5) 5

cost:2coszx—1:2-(—\/_) —1_%_1:_%
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. 1 .
619. a) sinx=—=—: Arvo loytyy taulukosta.
) NGl ytyy

x=%+n-2n tai x=n—-L+n-2n

x=%+n 2n, neZl

b) cosx= —% : Arvo 10ytyy taulukosta.
2

x= ;+n 2n  tai xz—zTn+n-2n, ner

¢) tanx=2++/3: Arvo 16ytyy taulukosta.

Sn
x=15 +n-m, ne’
d) sin% = %: Arvo l0ytyy taulukosta.

XM n2n [-3 tai

3173 =n-L4n2n

X

3 3
X=T+n-6m %—2375+n 27 |3
xX=

2n+n-6m, neZ

e) cos(2x+m)= cos%

2x+n=%+n-2n 2x+n=—L4n-2n
2x=— 6,;t+n 21 |12 tai 2x=— 87t+n 27 |:2

x=—37n+n i x=—47n+n n, nez

f) tan3x=100: Arvoa ei 16ydy taulukosta. Etsitdén siis yksi ratkaisu
laskimen avulla.

3x=L56...+n-m |3
x=0,520...+n-§

xz0,52+n-%, nel
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620.  Kaikkien merkittyjen leikkauspisteiden y-koordinaatti on 3. Pisteiden x-

koordinaatit ovat yhtdlon cos(x — %) +1= 3 ratkaisuja; kaksi suurinta

negatiivista ratkaisua ja kolmanneksi pienii positiivinen ratkaisu.
COS()C—%)-FIZ%
cos(x — %) = %

—%=%+n-2n tai )C—%:—%-FI’I'ZTE
x=%r+3?n+n-2n x=—%+%+n-2n
x=%+n-2n x=%+n-2n

Taulukoidaan arvoja.
" 5?”+n-27c %+n~2n
0 | 5n o
6 6
! %t+2n=%n %+2n=%n
-1 %—27::—%7: %—2n=—1—61n

Pisteiden koordinaatit ovat 4= (—% TE,%), B= (—%ﬂ,%) ja

33
C—(67t,2).
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Luvun 6 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

621. a) Inx=-1
log. x =—1

x=e'

1

X=—
e

b) logs x = —3 tismilleen silloin, kun x =27 = % :%

<)

1g0,01974 - 1g0,000001974 = 1g%

=1g10000
=log,,10*
=4

3
d) &M +24° =% +2d° =a® +2a° =34°
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622. a) f(3n):2+sin3n_ 2+0 _2

2—cos3m 2—(-1) 3
9

T LT
f(9—n 2 +sin == ) 2+sm(§+4n):2+sm2 241
27 oo 005927t 2—cos(g+47c) 2-cos® 270

2

b) Koska kyseesséd on kolmion kulmat, niiden summa on 180°.
x+2x+3x=180°

6x=180° || : 6
x=30°

Kulmat ovat siis 30°, 60° ja 90°.

Lasketaan pyydetty sinien summan nelid.
(sin 30° + sin 60° + sin 90°)
= ( + = \/— +1)°

:(1+\/_+2)

(3+\/—)

:9+6I+3

4
12+63
T4
_6+3V3
T2
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623. a) Rationaalifunktion nollakohdat ovat ne osoittajan nollakohdat, joilla
funktio on mééritelty. Koska osoittaja on nyt aina positiivinen, silld ei
ole nollakohtia. Viite on siis tosi.

2
b) Viite on epitosi. Esimerkiksi f(x)= % tayttdd annetut ehdot, mutta
x
funktion lauseke ei sievene ensimmdisen asteen polynomiksi.

¢) Osamadérédn arvo on positiivinen tdsmaélleen silloin, kun osoittaja ja
nimittéjd ovat samanmerkkiset. Viite on siis tosi.

d) Jos P(a) = 0, niin myos Q(a) = 0, jolloin funktiota fei ole mééritelty
nimittéjan nollakohdassa x = a. Koska a ei siis voi olla funktion
nollakohta. Viite on siis tosi.

624.  Suplementtikulmien sinit ovat yhta suuret. Siis A — III

Suplementtikulmien kosinit ovat toistensa vastaluvut. Siis B — 1

Aina sin® & + cos® o= 1. Siis C — 1

log, x = 1 tismiilleen silloin, kun x = a'. Siis D — III

Koska ¢ = 1, aina kun a # 0, pitee log, 1 = 0. Siis E — 1

Merkitddn log, x = a. Nyt log, 2x =log, 2 + logz x =1 + logz x. Siis F — L.
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625. a) Epayhtélolla voi olla ratkaisuja vain kun x — 1 # 0 eli kun x # 1.
3x+1 >4
x—-1
3x+1 4(X 1)
x—1 x—1
3x+1-4(x— 1)
x—1
—X+5 >0
x-1

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.
—x+5=0,jostax=>5.

Tehdiddn merkkikaavio

1 5 RN
—x+5 + + | - 5
x—1 -+ + -
—x+4 _ -
x—1 5

3x +1 >4 ratkaisu on

Epéyhtdlon — 15 >0 ja samalla epdyhtdlon ——— 1>

siis 1 <x§5.

b) Yhtilolld voi olla ratkaisuja vain, kun x > 0.

(2+x+\/_)(2+x f) 4

(2+x) —(J—) =4
A+4x+x" —x=4
x*+3x=0
x(x+3)=0

x=0 tai x+3=0

x=-3
Nadistd vain x = 0 toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 0.
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Toinen tapa:
Yhtél6lléd voi olla ratkaisuja vain, kun x > 0.

Q+x+Vx)2+x-+x)=4
4+ 2x=2<% +2x+ X" "X + 2% + o —x=4

4+43x+x* =4

X +3x=0
x(x+3)=0
x=0 tai x+3=0

x=-3
Naistd vain x = 0 toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 0.
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626. a) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain kun x > 0 ja kun x + 1 > 0, eli kun
x > —1. Molemmat ehdot toteutuvat kun x > 0.

Inx+In(x+1)=1In2
In(x(x+1))=In2

X +x=2
X +x-2=0
o TIENP =41 (22) 1449 _ —143
B 2-1 22

x=1 tai x=-2

Nadistd vain x = 1 toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtélon ratkaisu on siis x = 1.

b) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain, kun 2x + 10 > 0 eli kun 2x > —-10
mistd edelleen x > —5, ja kun x > 0. Molemmat ehdot toteutuvat, kun
x> 0.
lg(2x+10)-1gx=2

2x+10
1gZX+10_p
& X
@:102 |-x#0
2x+10=100x
98x=10 |:98
x=10
08
x=—
49

Ratkaisu tayttdd ehdon x > 0.

Yhtilon ratkaisu on siis x = 419
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Toinen tapa:
lg(2x+10)—1gx=2

log,, 2x;—10 )
log,, 2x;|c—10 =log,, 10”
20107 [ x20
2x+10=100x
98x=10 |:98
_10
ST
3
Y749

Ratkaisu téyttdd ehdon x > 0.

Yhtilon ratkaisu on siis x = 4i9
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627. a) Yhtilo voidaan ratkaista tulon nollasdannon avulla.
(e&—1)er—2)=0
e—1=0 tai ¢—-2=0

=1 e&=2
e=é x=log. 2
x=0 x=In2

b) (- 1)e—2)=2
(€)Y -2 —e+2=2

(€)Y —3e"=0
ee-3)=0
=0 tai e&-3=0
ei ratkaisua e&=3
x=1log. 3
x=In3

¢) Parillinen juuri voidaan laskea vain positiivisesta luvusta, joten

yhtdl6lld voi olla ratkaisuja vain, kun 1 — 2¢* > 0. Ratkaistaan, milloin
ndin on.

1-2¢" >0
2¢" <1 |:2

e’ S% |e* on kasvava
1
<log, =
x<log, >

xsm%(zwﬁ%

(e)*=(1-2e")*
e =1-2¢"
3e" =1 |:3
e =1
3
1
=1 =
X oge3
1
=In- (~-11
x=inl (=-L1)
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Ratkaisu tiyttdd ehdon x < ln%.

Yhtilon ratkaisu on siis x = lnl.

Toinen tapa:

ot =1-2¢"
1 1
(€)' =(1-2¢")"
e’ =1-2¢"
e =1]:3
e"zl
3
e L
x—loge3
1
ln3

Yhtilon ratkaisu on siis x = ln%.
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628. a) tan x on kulman x tangenttipisteen y-koordinaatti. Siis tan x = 2.
b) tan (—x) =—tanx =2
¢) tan (x +10m)=tanx =2

d) Ratkaistaan kuvan kolmiosta hypotenuusan /
pituus c. (0,2)
c=1"+2°
c’=5

c=v5 (tai c=—/5)

&r

0 1
Koska kuva perusteella 0 < x < %, saadaan / P

sinx:l

N

e) Edellisen kohdan laskujen perusteella saadaan cosx = 1

f.

e) sin(—x)=-sinx=— 2

f.
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629.

a) Pisteen 4 y-koordinaati saadaan suoraan annetun tiedon perusteella.

A= (x,?).

Koska ainoa sallittu keino etsié pisteen x-koordinaatti on
trigonometristen kaavojen kéyttédminen, hyddynnetéin sitd tietoa, etté
kehépisteen x-koordinaatti on kulman kosini, ja etti sin’a + cos’a = 1.

. 2T 2T
sin“—+cos” —=1
ﬁ% :
(7) +0052%:1
%+cos2%=1
o1
cos 37
cos%:i %
£:+l
cos3 5

Koska kulma % on 1. neljanneksessa cos% :%.

Niéin ollen A4 = (%,g .

Pisteen B y-koordinaatti on sama kuin pisteelld 4, joten niiden sinit
ovat samat. Suplementtikulmilla on sama sini, joten piste B on kulman

% suplementtikulman kehépiste. Koska suplementtikulmien kosinit

ovat toistensa vastaluvut, pisteen B x-koordinaatti on pisteen 4 x-
koordinaatin vastaluku.

Siis B =(—%,§ .

Pisteen D x-koordinaatti on sama kuin pisteelld 4, joten niiden kosinit
ovat samat. Vastakulmilla on sama kosini, joten piste D on kulman %
vastakulman kehépiste. Koska vastakulmien sinit ovat toistensa
vastaluvut, pisteen D y-koordinaatti on pisteen A y-koordinaatin
vastaluku.



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

b)

Siis D = (%,—%).

Pisteen C x-koordinaatti on sama kuin pisteelld B, joten niiden kosinit
ovat samat. Vastakulmilla on sama kosini, joten piste C on pistettd B
vastaavan kulman vastakulman kehépiste. Koska vastakulmien sinit
ovat toistensa vastaluvut, pisteen C y-koordinaatti on pisteen B y-
koordinaatin vastaluku.

Siis D = (—%,—ﬁ).

2
Tehtdvanannon mukaan pistettd 4 vastaa kulma %
Pistettd B vastaa kulman A4 suplementtikulma 7 —% = 2%
Pistettd C vastaa pisteen B vastakulma —2?7:. Tama ei ole pyydetylld

valilld. Samaa pistettd vastaa pyydetyn vélin kulma —2—; +2n= 4—“.

3

Pistettd D vastaa pisteen 4 vastakulma —%. Tama ei ole pyydetylla

valilld. Samaa pistettd vastaa pyydetyn vélin kulma —% +2n= S?E

P=(Zsin®)=(E 33

N
_2n . 2n_ 2m 3
0=(F sinH)= (5.
_An . 4n,_ 4n 3

_/5mo 5my_ 5m 3
Q_(TvslnT)_(?’ s 2)
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630. a) Merkitdédn vektorin pédtepistettd kirjaimella B, jolloin saadaan
@=?+27+37+sin(—%)7=47+27—1j=47+7

Vektorin péétepiste on siis (4, 1)

b) Merkitddn vektorin paétepistettd kirjaimella B, jolloin saadaan

V3 V3

T T7:47+(2+73)7

ﬁ=7+2]_’+37+sin3

J=4i +2j +
NG

Vektorin péétepiste on siis (4,2 + 73).
¢) Merkitddn vektorin paitepistettd kirjaimella B, jolloin saadaan
OB=1i +2j+3i +sintj =4i +(2+sint)j
Pédtepisteen x-koordinaatti on siis koko ajan 4.
Koska 0 < ¢ < 2m, sin ¢ kdy ldpi kaikki arvo valiltd [-1, 1].
Tédmén arvon muuttuminen vaikuttaa vain pisteen B y-koordinaattiin,

joka on siis vélilld [2 —1,2 + 1] =1, 3].

Vektorin péétepiste on siis pisteiden (4, 1) ja (4, 3) véliselld janalla.
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631. a) Funktio on médritelty, kun x + 2 # 0, eli kun x # —2.
2 2 z
2x +8x+8:2(x +4x+4)=2(x+2) —2(x+2)=2x+4

x+2 x+2 x¥72

Funktio fei ole médritelty, kun x =—2, ja 2 - (—2) + 4 =0, joten suoran
piste (=2, 0) ei ole funktion f'kuvaajalla.

b) Funktio on mééritelty, kunx — 1 # 0, eli kun x # 1 ja kun x > 0 ja kun
Vx +1#0. Kaikki ehdot toteutuvat vileilli 0 <x < 1jax> 1.

3x-3Vx , V3
x—1 Jx +1
_3x-3Jx  3(Wx-1)

x—1 x—1

_3x-3Jx+3Vx -3

x—1

_3x-3

T ox-1
39(/(6

x=1

=3

Funktio f'on mééritelty kun 0 <x <1 jax> 1, joten piste (1, 3) ei ole
suoralla, eikd yksikdan piste (x, 3), jossa x < 0.
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632.

Koska lausekkeen halutaan olevan méiritelty tdsmélleen silloin kun x < 3,
on juurrettavan oltava ei-negatiivinen télld vélilld. Koska 3 —x > 0 télla
valilla, erds tehtdvanannon madrittelyehdon tayttava funktio on

f(x)=v3—-x+c.

Etsitdén sitten vakiolle ¢ sellainen arvo, etti funktio ftayttdd myos ehdon
fiH)=2.
-1+c=2
c=2-2

Voidaan siis valita f(x)=v3—x +2—+/2.

Toinen tapa:
Merkitddn f(x)=+ax+b. Midritetddn vakioiden a ja b arvot, siten, ettd
funktio tayttdd tehtdvénannon ehdot.

f()=~va+b=2, jotenonoltavaa+b=4,elib=4—a.
Siis f(x)=vVax+4-a.

Funktio f'on mééritelty kun ax + 4 —a >0 eli kun ax > a — 4.
Tamén epayhtilon ratkaisun halutaan olevan x < 3. On siis oltava a < 0.
Nyt saadaan jakamalla luvulla a
ax>a-4 |:a<0
4

x<l——.
a

Nain ollen saadaan yhtélo 1 —% =3, jonka ratkaisu on a = 2.

Voidaan siis valita f(x)=v-2x+6.
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633.

a)

Rationaalifunktion nollakohdat on ne osoittajan nollakohdat, joissa
lauske on médritelty. Midritetdsin 12x* + 17x — 5 nollakohdat.

Yhtdlon 12x* + 17x — 5 = 0 ratkaisu on x = —% tai x = —%.

Funktiolla f on siis yksi nollakohta silloin, kun funktiota ei ole
maédritelty jommallakummalla néisté luvuista eli kun jompikumpi on
nimittdjin g nollakohta.

Erés timén ehdon tdyttdva funktio on g(x)=x+ %

b) Jotta funktion f'kuvaajan pisteet ovat suoralla, osoittaja ja nimitté;a

pitdd pystyd supistamaan samalla ensimmaisen asteen polynomilla.
f(x)= 12x% +17x -5 _ 12x* +17x-5 _ (Bx+5)(4x-1)
g(x) g(x) g(x)

Jos nimittéjéksi valitaan 3x + 5, niin silloin lauseke sievennee muotoon
4x — 1, mutta tdmén kulmakerroin on positiivinen. Valitaan siis
g(x) =—(3x +5), jolloin saadaan

2 —
12¢* +17x =5 _ Gx+5)(4x=D _ _, |

S =505 —(3x+5)

Voidaan siis valita erimerkiksi g(x) =—(3x+5)=-3x—5

Osoittaja on aina médritelty, joten se ei vaikuta funktion f
maédrittelyjoukkoon. Etsitdén siis nimittdjdén lauseke, jolla saadaan
haluttu ehto.

Etsitdéin nimittdjad juurimuotoisesta Ty / y = h(z)

lausekkeesta: g(.x) = \[h(x), jOHe 4 -3 -2 -1 1 2/3 4 5 6 7
h(x) >0 kun x > 3 ja kun x < 3. \_‘_/
Erés tdllainen funktio on ylospéin

aukeava paraabeli (x + 3)(x —3) =x* — 9.
Voidaan siis valita g(x)=+x>-9.
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d) Etsitdén nimittdjd juurimuotoisesta lausekkeesta: %_

g(x)=+/h(x), jolle A(x) > 0 kun x > 3. /é

Eriés tillainen funktio x — 3.

Voidaan siis valita g(x) =+vx-3.

634. a) &M=e
esmx — el

sinx =1 || sini on kehépisteen y-koordinaatti

x=%+n-2n,neZ

b) esinx =1
esinx — eO
sinx =0 || sini on kehépisteen y-koordinaatti

x=n-m,nel

Toinen tapa:

esinx =1
esinx — eO
sinx =0 || sini on kehépisteen y-koordinaatti
x=0+4+n-2n tai x=n—-0+n-2n
xX=n-2mn X=m+n-2n,ne”z
c) 2" =0,5
COosx 1
2Ty
2cosx — 2—1
cosx=-1 | kosini on kehépisteen x-koordinaatti

x=mn+n-2n,ne’

d) Dcosx — ¢
Deosx — 22
cosx=2

Koska aina —1 < cos x < 1, yhtélolla ei ole ratkaisua.
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635. a) f3x)=logz (Bx)=logz3+logzx=1+logzx=1+flx)=flx)+ 1

b) 1 <fix)<2
I<l+e*<2
0< ¥ <1
Eksponenttifunktiona aina e™ > 0. Riitté4 siis osoittaa, ettd e * < 1, kun
1 <x<2.

Koskae=2,7....ja 1 <x <2, niin "' > e tilla vililld. Niin ollen
osoittaja ja nimittdjd ovat molemmat positiivisia, ja nimittdja on

osoittajaa suurempi. Siis Lx <1.
e
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636. a) Epdyhtildlld voi olla ratkaisuja vain kun 4x — 1 > 0, eli kun 4x > 1,
josta edelleen x > % Talloin epdyhtidlon molemmat puolet ovat ei-

negatiiviset ja puolittain neliodn korotetulla epiyhtélolld on samat
ratkaisut kuin alkuperéiselld yhtalolla.
V4x-123
4x-129
4x210 |:4
x2 L]

x>

STV

Kaikki ndma luvut toteuttavat ehdon x > %, joten epdyhtdlon ratkaisu

5
> 2
on x2-=3.
b) Epéyhtdlolla voi olla ratkaisuja vain kun 1 —2x >0, eli kun 2x <1,
josta edelleen x < % Talloin epayhtdlon molemmat puolet ovat ei-

negatiiviset ja puolittain neliodn korotetulla epayhtdlolld on samat
ratkaisut kuin alkuperdiselld yhtalolla.

VI-2x <2
1-2x<4
—2x<3 |:(-2)

3
x>2

Naistd luvuista kaikki eivit toteuta ehtoa x < % Tama ehto

huomioiden saadaan epayhtilon ratkaisuksi P x<
X

N | —

¢) Neli6juuren arvo on aina ei-negatiivinen, joten epayhtalolla
Vx* =7 <=2 ei ole ratkaisua.
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637. a) cos2x=1 || kosini on kehépisteen x-koordinaatti
2x=n-2mn |:2
x=n-n ,ner

Naista valilld [2x, 3w] ovat 27 ja 37.

b) tan(x+m) =%
tanxz%
x=%+n-n ,heZl

Tama tarkoittaa kulmia

L S ) S | S SN | S W o |
A 6+n—16n, 6+2n 267[, 6+3n 367t,
Naistd valilli [27, 37] on 2%7:

Toinen tapa
1
tan(x+m)=—F
( )@
x+n=%+n-n

xz—%tJrn-n ,NeEL

5t 5m _1_ _5=m 11l _5m _»1
e Te T +1 67t, X3 +27 16n, X3 +3n 267t,

P |

5 +27t—367t,

Naistd valilli [27, 3n] on 2%7:
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¢) Yhtilon korottaminen puolittain kolmanteen potenssiin ei vaikuta sen
ratkaisuihin

3
/1 +sin2x =?|| 0’

. 12
I+sin2x ===
sin2x =2
. 1
s1n2x-2
2x %+n 2m |22 tal 2x= n—€+n 2n
2x=224p.2n |:2
x=%+n-n 56
x= £+n T ,nel

Taulukoidaan kulmia, ettd 10ydetdén vélilld [2x, 3w] olevat ratkaisut.

n _m _Sn
x—12+nn x—12+nn

0 _m _5n
12 12

1 _T 1 _om 15
X 12+n 1127c X 12+7t 1127c

2 _T 1 s S
X—12+2TC 21275 X—12+2TE 21275

3 x=X 4+3x= 3—71: x= 5Tc+37c 3—7:

12 12 12 12

5 o

Vililld [2x, 3w] ovat siis ratkaisut x =2— "

127:Jax 2=
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638. a) Neliojuuri on méaéritelty, kun 1 —x >0 eli kun x < 1.
Juuren arvo on ei-negatiivinen, kunx —1>0, eli kun x > 1.
Molemmat ehdot toteutuvat vain, kun x = 1.

Kun x = 1, saadaan
1-1=+1-1
0=0

Yhtélon ratkaisu on siis x = 1.

Toinen tapa:
Korotetaan yhtidlon molemmat puolet neliéon.

x—1=1-x
(x—=1)?=1-x
xP=2x+1=1-x
x—x=0
x(x-=1)=0

x=0 tai x=1

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperdisen yhtélon.

x |x—1 1—x
0 |0-1=-1 J1-0 =1 el toteuta
1 1-1=0 J1-1=0 toteuttaa

Yhtélon ratkaisu on siis x = 1.
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b) Nelidjuuri on mééritelty, kun 1 —x>0eli kunx < 1.

Juuren arvo on ei-negatiivinen, kun |x — 1| > 0. Tdma toteutuu kaikilla
muuttujan x arvoilla.

Molemmat ehdot toteutuvat, vain kun x < 1.
Korotetaan yhtél6 puolittain neliéon.

x—1|=vI-x
(x-1Y=1-x
xP=2x+1=1-x
x—x=0
x(x-1)=0
x=0 tai x—-1=0

x=1

Molemmat luvut toteuttavat ehdon x < 1.
Yhtilon ratkaisu on siis x =0 tai x = 1.

Toinen tapa:
Korotetaan yhtdlon molemmat puolet nelion.

|x—1|=m
(x=1Y=1-x
¥ =2x+1=1-x
x—x=0
x(x-1)=0
x=0 tai x-1=0

x=1

Tarkistetaan, toteuttavatko ratkaisuehdokkaan alkuperéisen yhtilon.

x -] N
0 [[0-1]=1 J1-0 =1 toteuttaa
1 [[1-1]=0 J1=1=0 toteuttaa

Yhtilon ratkaisu on siis x =0 tai x = 1.
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¢) Nelidjuuri on mééritelty, kun 1 —x > 0 eli kun x < 1. Yht4lolla voi siis
olla ratkaisuja vain, kun x < 1.

(1+V1-x)" =4
1+VI-x=2 tai 1+VI-x=-2
V1-x=1 V1-x=-3

Yhtilossd v1—x =1 molemmat puolet ovat ei-negatiiviset, joten se
voidaan korottaa puolittain toiseen, kun x < 1.

Vi-x=1
l1-x=1
x=0

Tama toteuttaa ehdon x < 1, joten se on alkuperdisen yhtilon ratkaisu.

Koska juuren arvo on aina ei-negatiivinen, yhtalolla v1—x =-3 ei ole
ratkaisuja.

Siis yhtélon (1++/1-x)* =4 ratkaisu onx = 0.

Toinen tapa:

1+V1-x)* =4
1+V1-x=2 tai 1+1-x=-2
Vi-x=1 VI-x=-3
1-x=1 el ratkaisua

x=0

Tarkistetaan toteuttaako ratkaisuehdokas x = 0 alkuperdisen yhtalon.

(1+V1-0)’ =(1+1)* =2>=4

Siis yhtélon ratkaisu on x = 0.
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639. a) Kantaluvun £ tulee toteuttaa ehto £ > 0, k # 1.
logi 12 =1logr3 + 1
logi 12 —logr3 =1

logk%zl
log, 4=1
4=F
k=4

Téama luku toteuttaa ehdon k>0, £k # 1.
Siis k= 4.

Toinen tapa:
Kantaluvun £ tulee toteuttaa ehto £ >0, k # 1.
logi 3 + 1 =1og: 3 + logi k= log 3k

Siis
logx 12 = logx 3k
12=3k |:3
4=k
Téama luku toteuttaa ehdon k>0, k # 1.
Siis k=4.
b) Kantaluvun £ tulee toteuttaa ehto k>0, k£ 1.
logk 25=-2
25= k*2
2 1
k= 25
==, l
_ il
5

Kun otetaan huomioon ehto £ > 0, k # 1,saadaan vastaukseksi & =%

Toinen tapa:

log, 25=1log, 5° =log, (%)’2

Koska log, (%)’2 =-2, onoltava k= %
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640. a) €' > 0 kaikilla muuttujan xarvoilla, joten ¢ + a > 0 aina kun a > 0.
Koska positiivisten lukujen tulo on aina positiivinen, tulo
(e"+ 1) +2)e"+3) ... (¢ +100) on arvoltaan positiivinen.

b) €'+ 1 on aina positiivinen, joten tulon merkki riippuu vain lausekkeen
e — ¢* merkisti.

Koska e* on kasvava e* < e kun x < 2, ja niin tilloin e* — €* < 0.
Positiivisen ja negatiivisen luvun tulo on negatiivinen, joten tulo
(¢* + 1)(e' — 2) on negatiivinen, kun x < 2.
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641. a) e >3¢"
(€)Y —3e">0
(e —3)>0

Koska e* > 0 aina, tulo on positiivinen tdsmilleen silloin, kun
e&—3>0.

e—3>0
e >3 ||l € onkasvava
x>In3

Toinen tapa

e”>3e" ||:ef >0

¢ >3 | ¢ onkasvava
x>In3

b) Muokataan alempaa yhtaloa.

2'=¢
2'= (2%
25 =2%
x=3y
Sijoitetaan tima ylempdin yhtdloon.
x+2y=4
3y+2y=4
S5p=4|:5
_4
Y73
4 12
Nyt x=3y=3-—=-=.
ytx=5y 55

Yhtéléryhmén ratkaisu on siis x = % jay= %
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642.

a)

e e +2
=JE@) P +2+ ()
=J@ ) +2-1+ ()
=\/(e")2+2-e°+(e"")2
:\/(eX)2+2.exfx+(efx)2
=JE@) +2-¢ e +(e)
=Je +e )

e +e "

=" +e ", sillie"+e >0

Toinen tapa:
Ja =b tismilleen silloin, kun a >0 ja >0 ja > = a.

Koska ¢ > 0 kaikilla y, niin e +e>*+2>0 ja e +e* > 0.
(e +e)

=(e")Y +2-e" e +(e")

=™ +2-¢"+e™

=™ +2-1+e™

=™ +e ™ +2

b) Jos a = 0, funktiota f'ei ole maéritelty, kun x = 0. Siis on oltava x # 0.

fix+1)=2fx)
att'=2-a"
a-a'=2-al| :a#0
a=?2

Yhtilo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla, kun a = 2.
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643.

644.

Matti vaihtoi ratkaistavan kulman kesken ratkaisun.

sin3x| =
:

+n-2ntai=5%+n-2n

NERSIES

Teppo unohti jakaa kaikki termit jakaessaan kolmella

3x=%+n- tai 3x=%+n-

x=%+n-tai x=?—§+n-

Oikea ratkaisu

2sin3x—-1=0
"
sm3x—2
3x=%+n-2n tai3x=%+n-2n
)c=%4r11-2—37r x=f—§+n-2Tn, ner

U+ +x¥ndx+1-x
= %/(x\/m +x)(xvVx+1-x)
zi/(xx/anl)2 -x7)
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645. a) Vakio 4 > 0 on ainoa joka vaikuttaa funktion f arvojoukkoon. Funktion
farvojoukko on [—4, A4].

Vakio C on ainoa, joka vaikuttaa funktion fperusjaksoon. Funktion f

perusjakso on E.

C

Vakio 4 > 0 skaalaa kuvaajaa pystysuunnassa korkeammaksi tai
matalammaksi. Se ei siirrd kuvaaja, ainoastaan venyttaa tai kutistaa.

Vakio C skaalaa kuvaavaa vaakasuunnassa, eli tihentdi tai harventaa
sinifunktion kuvaajan heilahtelua.

Vakio D siirtdd kuvaajaa vaakasuunnassa.

b) Koska funktion farvojoukko on [-2, 2], voidaan valita 4 =2

Koska funktion fperusjakso on 47, saadaan 2—; =471, minka

perusteella C = %

Siis tdhén asti on saatu f(x)= 2sin(%x + D).

Valitaan sopiva D sen tiedon avulla, ettid f{0) = 2.
f(0)=2sin(D) =2 tdsmalleen silloin, kun sin D = 1. Valitaan siis

D=1
2

Tarkistetaan vield piirtdmalld, ettd ndin muodostetun funktion

f(x)=2 sin(%x + %) kuvaaja on sama kuin tehtdvanannon kuvassa.

1 s
fo) = 2 sin = x4+ =
/\(x) 2sm(2 x+2>/\
1
/n 2 0 w2 Wﬁ /2 4m om/i2
-1
2
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¢) -1< sinx <1 |-3
—-3< 3sinx <3 ||+1
—2<3sinx+ 1<4

Perusjakso m saadaan kertomalla muuttuja x kahdella.
Voidaan siis valita f{x) = 3sin 2x + 1.

Tarkistetaan tima vield kuvan avulla.

N f() =3sin(2x) +1

3

-TT /v n/\/rr S /Vrr 5t/
2

646. a) Kerroin 3 ei vaikuta kosinifunktion perusjaskoon, joten se on 2.
-1< cosx<1 |3
—3<3cosx<3

Arvojoukko on [3, 3].

b) Kerroin 2 puolittaa sinifunktion perusjakson 2z, joten perusjakso on .
1< sin2x<1 |[+1
0<1+sin2x<2

Arvojoukko on [0, 2].

¢) Kerroin 3 lyhentda kosinifunktion perusjakson 27 kolmasosaan joten
perusjakso on %
—-1< cos3x <1 [-2
—2<2co0s3x <2 |+4
2<2cos3x+4<6

Arvojoukko on [2, 6].



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

647. a) sin 2x = —sin x
2sin x cos x + sinx =0
sin x(2cosx +1)=0
sinx=0 tai2cosx+1=0

1
X=n-m COSX = ——
2

xzz?n+n-2ntaix=—%+n-2n,neZ

Taulukoidaan ratkaisuja

no|x=mhn2m x=2E 4 n2m x=—2%in.2n
3 3
0 |m= 2n
3
1 | 3n 21 _r2 _2n _q1
3 +27‘E—23TE 3 +2n=1=-m
2 2n 4o al
3 +4n—33n

Vilillla [, 2a on siis ratkaisu x = 1%7:.
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Toinen tapa
sin 2x =—sin x
sin 2x = sin(—x)
2x=-x+n-2n tai 2x=n—(—x)+n-2=n

3x=n-2m |3 x=n+n-2n
x=n-2Tn ,nel
Taulukoidaan ratkaisuja
n 21 xX=mnw+n-2=n
X=n-=-
3
0 . T
1 2n _ 2 3n
1. 22 £
3 3"
2 2n _4 1
2.2 _S o2
3 373"
3,2
3

Vilillli T, 27 on siis ratkaisu x = 1%7:.
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b) cosx+cos2x=0
cos x +2cos”> x — 1 =0 || merkitiiéin cos x = ¢
t+2-1=0
28 +1t-1=0
LTIV 42D 149 _ 143
B 2-2 4 4
. 1
t=-1 tai t==
ai >
1
r=-1 t==
2
cosx=-1 cosle
2
xX=n+n-2n,nec’ x=%+n-2ntaix=—§+n-2n,neZ

Taulukoidaan ratkaisuja
no|x=mtn-2m x=24n-2n x=—X4pn.2n
3 3
0 |m b1
3
1 |3n T _~l _T 12
3+2n—23n 3+27[—137t
2 .. T _q2
3+4n—33n

Vilillli T, 27 on siis ratkaisu x = 1%71
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Toinen tapa:
cosx+cos2x=0
€Os 2x =—CoS x
cos 2x =cos (1T — x)
2x=m—-x+n-2n tai 2x=—(m—x)+n-2=n

3x=m+n-2m ||:3 xX=-m+n-2n
x=§+n-2—3n ,neZ

Taulukoidaan ratkaisuja

n|x=—rwnt+n-2n T 2n
X==+n-—
3
0 |—-= ki
3
1 | & T, 2W
3+3—n
2 |3n T, n2n_m 4n_5n_,2
TR I T T
3 mog2n_m 6m_Tn_51
3733 3Ty o3 23T

Vilillld r, 2] on siis ratkaisu x = 1%71
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c) cosx+sin2x=0
cosx+2sinxcosx=0
cos x(1 +2sinx)=0

cosx=0 tai 1 +2sinx=0
T . 1
X==+n-m sinx=—=
2 2

xX= 76n+n 2mtal x = n—%+n 2n

x=—£+n-2n,neZ

6
Taulukoidaan ratkaisuja
" x=%+n'n x—%Jrn -2 x=—%+n~2n
L 76n+2n—11n 2n——%n
3E Bl E
1 %+n:1%n 76n+27t—1é7t+275 36n —%+27t= %n
2 %+2n=2%ﬂ: —%+4n=3%n

Viilillld |r, 2] on siis ratkaisut x = l%n, xX= lén ja x= 1%71.
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648. a)
tan2x + tan(% -x)=0
tan2x = tan(—(% - X))
tan2x = tan(x — %)
2x=x— % +n-m

x=—%+n-n,neZ

b) cosx+~/3sinx=0
cosx =—/3sinx

Sini ja kosini eivit saa arvoa nolla yhté aikaa, joten yht4lo ei toteudu
silloin, kun cos x = 0.

cosx=—/3sinx ||:cosx#0

| =_J3sinx
cos X
1=—3tanx |:(—/3)
1
tanx =———=
NE)
_n

X +n-m,nes

6

sinx = cos(2x + %)

sinx = cos(% —(2x))

sin x = sin(—2x)
x==2x+n-2n tai x=n—(2x)+n-2n

3x=n-2m |:3 —x=n+n-2xn ||:(-1)
x=n-2?n xX=—n—n-2n,n e

(Ratkaisu x = - —n-27 voidaan kirjoittaa my6s muodossa
xX=m+n-2m)
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649. a) Yhtilolla voi olla ratkaisuja vain kun x > 0.

(1+Inx)*=1
l+Inx=1 tait 1+Inx=-1
Inx=0 Inx=-2
x=¢€" x=e?

x=1

Molemmat luvut toteuttavat ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x = 1 tai x = ¢ 2.

b) Yhtilsll4 voi olla ratkaisuja vain kun x* > 0 ja kun x° > 0. Niimi ehdot
toteutuvat tdsmalleen silloin, kun x > 0.

InxX-Inx’+1=0
3Inx-5hx+1=0
2Inx=-1|:(=2)

1
Inx==
nx 5

1

x=e?
x=+e

Luku toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilén ratkaisu on siis x =e.
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Toinen tapa:
Yhtilolld voi olla ratkaisuja vain kun x* > 0 ja kun x° > 0. Niimi ehdot
toteutuvat tdsmélleen silloin kun x > 0.

Inx*-x>+1=0
3

InX-=-1
x5
Inx?=-1
-2 -1
X’ =e
Lz 1 | kerrotaan ristiin, x # 0
X e
X’ =e
x=+/3

Vai positiivinen vaihtoehto toteuttaa ehdon x > 0.
Yhtilon ratkaisu on siis x =+/e.

©)
9tan’x—-3=0
9tan’x=3 |:9
1
tan’ x = =
an” x 3
tan x = % tai tanxz—%
1 1
tanx =— tanx = ———
V3 J3
_n _5n
x—6+n7t X 6+n T, nes

L
650. Kun lna=§+7, niin silloin a=e2 .

L
Kun luku b nyt kasvaa yhdelld lukuun b + 1, niin luku e? " muuttuu

luvuksi
bl b1 1.b b b
—+7 S+5+7 S+5+7 =+7 >+7
e? =er? =er? =erie? =+e-e? =+e-a

Luku @ muuttuu siis /e -kertaiseksi.
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651. a) sin’x+sinxcosx=0
sin x(sin x + cos x) =0
sinx=0 tai sinx+cosx=0

X=n-m sinx=-—cosx| cosx#0
sinx _
cosx
tanx =—1
_3n

x—7+n-n, ner

b) 2sin’x + 3sinx+ 1 =0 | merkitidn sin x = ¢

28 +3t+1=0
,_3EV3 421 341 341
2.2 4 4
. 1
t=—1 tai t=—=
ai 3
1
t=-1 t=—=
2
sinx =—1 sinx:—l
2
x=%+n-2n x:7—n+n-2ntaix=n—7?n+n-2n

x:—%+n~2n,neZ
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652.

a) Luvut ovat niin isoja, etti niitd ei voida verrata ottamalla likiarvot

laskimella. Koska logaritmifunktio In x on kasva, In a <In b
tasmadlleen silloin, kun a < b. Verrataan siis lukujen logaritmeja.

In ' = 1000
In 3°%7€=9876 In 3 = 10849.,8...

Siis luku B on suurempi.

Toinen tapa.

Luvut ovat niin isoja, ettd niitd ei voida verrata ottamalla likiarvot
laskimella. Lukuja voidaan nyt verrata kirjoittamlala ne saman
kantalvuun avulla. Kéytedén kantalukua e.

A:€1000
9876 log, 319876 In3 9876 9876-1n3
B:3 7:(eoge)7 :(en) 7:e7 n

Eksponentissa olevan luvun likiarvo voidaan nyt laskea laskimella.
B= 39876 — e9876»1n3 — 610849’8'”

10849.8... 10000

Koska eksponenttifunktio ¢ on kasvava, niin e >e

Siis luku B on suurempi.

b) Luvut ovat niin isoja, ettd niitd ei voida verrata ottamalla likiarvot

laskimella. Koska logaritmifunktio In x on kasva, In a <In b
tdsmaélleen silloin kun a < b. Verrataan siis lukujen logaritmeja.

In6Y% = /70000 In 6 =1499,0...
In 7Y% = /60000 In7 =1507.3...

Siis luku B on suurempi.
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653.

654.

Koska sin® x + cos® x = 1, saadaan cos® x = 1 —sin® x.
a2 2 a2 c 2 _ c .2
Ax)=sin"x—cos”x+2=sin"x — (1 —sin” x) + 2 = 2sin“ x + 1

-1< sinx <1
0< sinx <1 |-2
0<2sin’x <2 ||+1
1<2sinx+1<3

Siis funktion f'arvot eivét laita lukua 1 tai ylitd lukua 3.

fix) =1 tasmilleen silloin, kun sin? x = 0, eli kun sin x = 0. Niin kiy kun
x=n-m,ne’.

Integraalilla pinta-ala olisi

27 27 Ay /

j (sinx +x—sinx)dx = j xdx. Tdma

0 0

sievennetty méadritty integraali kertoo

valilla [0, 2x] positiivisia arvoja saavan

funktion x ja x-akselin vililla [0, 2x]

rajaaman alueen pinta-alan. Tdmé alue 1

on suorakulmainen kolmio, jonka kanta

on 27 ja korkeus 27t. Joten sen pinta-ala
27:227: —ot

y==x

N W B OO O

'><

m/2 m 3m/2 2w

on
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6

n
n

a) Koska f{x + m) = f{x) kaikilla x, kyseessé on jaksollinen funktio, jonka
jakso on m. Erés téllainen funktio on sin (2x) ja toinen téllainen funktio
on cos (2x).

sin (2 - 0) = sin 0 = 0, joten se ei kelpaa.
cos (2 - 0) =cos 0 = 1, joten se kelpaa.

Voidaan siis valita f{x) = cos (2x).
Kaikki tehtdvanannon ehdot tayttiavit funktiot kelpaavat.

b) Muistetaan, ettd logaritmille pétee log, xy =log, x + log, y. Liséksi
logaritmifunktio log, x on méiritelty, kun x > 0. Funtioksi f voidaan
siis valita miké tahansa funktio f{x) = log, x, a > 0, a # 1. Valitaan

vaikkapa f{x) = In x.

Kaikki tehtdvanannon ehdot tayttavit funktiot kelpaavat.
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656. a) Vektorin OP =cost i + sint j loppupisteen P koordinaatit on
P =(cost,sin?).

Muistetaan, ettd yksikkdympyrilla kehdpisteen x-koordinaatti on
kulman kosini ja kehépisteen y-koordinaatti on kulman sini.
Piste P on siis yksikkdympyralla.

Kun kulma ¢ kéy 1api kaikki kulmat valilla [0, 2], piste P kdy lapi
kaikki yksikkoympyrén pisteet. Ne siis muodostavat yksikkoympyrén,
eli ympyrén jonka keskipiste on origossa ja sdde on yksi, eli kiyran
X +yr=1.

Tarkistetaan asia piirtdmilla ohjelmalla liu’un avulla pisteité
(cos t,sin ) kun 0 < ¢ <2m.
3

? t=628

e

(M )
S

b) Jatkamalla a-kohdan péaittelyd, kun kulma ¢ kéy lépi arvot [0, «t], piste
P kay lapi vain yksikkOympyrén x-akselin yldpuolisen osan, eli
muodostuu kiiyrd x* + 17 = 1 jossa y > 0. Tdmi voidaan kirjoittaa my®s

muodossa 1> =1—x" josta saadaan y=~/1—x".

Tarkistetaan asia piirtdmalla ohjelmalla liu’un avulla pisteita
(cost,sinf) kun 0 <¢<m.
Y

t=3.1
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¢) Jatkamalla a-kohdan paittelya, kun kulma ¢ kéy lapi arvot [x, 2], piste
P kay lépi vain yksikkoympyrén x-akselin alapuolisen osan, eli
muodostuu kiyrd x* + y* = 1 jossa y < 0. Tdmai voidaan kirjoittaa myds

muodossa 1> =1—x" josta saadaan y =—v1-x".

Tarkistetaan asia piirtdimailla ohjelmalla liu’un avulla pisteité
(cos t,sin f) kun < ¢ <2m.
by

2

1

N
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657.

Kolmion suurin kulma on aina pisinté sivua vastaan, joten tylpén kulman
vastainen sivu on 9.

Kulman a kosini saadaan

kosinilauseella. 5
9’ =5%+6"-2-5-6cosx 5 a
__1
cosa = 3 .
Ratkaistaan kulman sini.
sin“a +cos’a =1
2

el Y

sin” a 3
sina = i&
3

Koska kulma on tylppd, sen sini on positiivinen, siis sina = %

Kolmion pinta-ala on Az%‘5‘6‘sina=%~5~6-¥=10\/§.
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658.

Piirretdén tilanteesta kuva.

1
22 =42 "ja2'=2
Eli V2 < f(1)<2.

2
22=2ja 2" =2
Eli 2< f(2)<4.

1) Tarkastellaan funktion f suurinta arvoa.

I
U

ol

=

Tarkastellaan ensin vilin padtekohta x = 2.

Funktio fei voi saada funktiota 2* suurempia arvoja, joten sen suurin
arvo on enintién 4. Pienimmillddn kohdassa x = 2 funktio f'saa arvon
2. Eli sen suurin arvo on viahintéén 2.

Vilin alkukohdassa x = 1 ei saada tétd suurempia arvoja. Missdén vilin
1 <x <2 kohdassa ei voida saada arvoa 4 suurempia arvoja.

Nain ollen funktion f'suurin arvo on vililla [2, 4].

2) Tarkastellaan funktion fpieninté arvoa.

Tarkastellaan ensin vélin alkukohta x = 1.

Funktio fei voi saada funktiota 22 pienempii arvoja, joten sen pienin
arvo on vihintdan v2. Suurimmillaan kohdassa x = 1 funktio f'saa
arvon 2. Eli sen pienin suurin arvo on enintién 2

Vilin loppukohdassa x = 2 ei saada tatd pienempié arvoja. Missddn
vilin 1 <x < 2 kohdassa ei voida saada arvoa V2 pienempié arvoja.

Niin ollen funktion fpienin arvo on vililld [v/2, 2].
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659.

3) Tarkastellaan yhtdloita f{x) = 3 ja f{x) = 1,5.

Funktion pienin arvo on vililli [/2, 2] =[1,4...; 2] ja suurin arvo

valilld [2,4]. Molemmat luvut 3 ja 1,5 ovat tilla valilla. Eli yhtdloilla
voisi olla ratkaisuja.

Muta kuitenkin esimerkiksi funktio f{x) = 2 tiyttdd tehtdvinannon
ehdot. Talld valinnalla yhtél6illa f{x) = 3 ja fix) = 1,5 ei ole ratkaisuja.

Ei siis voida sanoa, ettd yhtéldille 16ytyy ratkaisuja.

Logaritmi on médritelty silloin kun 3x — x* > 0.
2
3x—x"=0 ) m 3
x3—-x)=0 —
x=0 tai x=3 / \ -

Funktio on siis madritelty kun 0 <x < 3.

Luonnollinen logaritmi saa suuriman arvonsa, kun se lasketaan
mahdollisimman suuresta luvusta. Alaspidin aukeava paraabeli saa
suurimman arvonsa huipussa, joka on nollakohtien puolivélissa

kohdassa x = %

9

funktion suurin arvo on siis f (%) =In(3 -%— (%)2) = an.

b) Nelidjuuri on médritelty silloin kun 7x — x* > 0.

Tx—x*=0 0/ N\ 7
x(7-x)=0 _ _
x=0 tai x=7 \

Funktio on siis médritelty kun 0 <x < 7.

Nelidjuuri saa suuriman arvonsa, kun se lasketaan mahdollisimman
suuresta luvusta. Alaspéin aukeava paraabeli saa suurimman arvonsa

huipussa, joka on nollakohtien puolivélissid kohdassa x =3 1_7

22
i in arv i Iyo 7.7 Iy - A9 _T
funktion suurin arvo on siis f(2)—1/7 5 (2) 1 =7
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660.

Merkitédén mopoilijan nopeutta x km/h.
58

Mopoilijalta kului 58 km matkaan 7h.
Nyt autoilijan nopeus on 2x km/h.
Autoilijalta kuluin 58 km matkaan %h = %h.
40, 2 e 5829 2 o
Koska 40min = 0 h= 3 h, saadaan yhtdlo el + 3 Tédmén yhtdlon

ratkaisu on x =43,5 (km/h).

Mopon keskinopeus oli siis 43,5 km/h ja auton 87 km/h.
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661. a) Merkitddn alkuperdistd aineen madraa kirjaimella M ja vuotuisen
muutoksen prosenttikerrointa kirjaimella 4. Saadaan yhtdld

kK -M —% Tédmén yhtélon ratkaisu on £k =%/— 2 =0,976...

Aineesta siis hdvidd 1 —0,9764... = 0,0236... = 2.4 % vuodessa.

t
Aine on vihentynyt kolmannekseen, kun M - (2\9/%) = %
Tamén yhtélon ratkaisu on = 45,96...
Aikaa kuluu siis noin 46 vuotta.

t
b) Kohdan « perusteella aineenmaéra kuvaa funktio f(#)=M - (2\9/%) .

Kirjoitetaan tdma lauseke pyydetyssd muodossa.
1 ! In2{9/I ' lnze/I»t
f(Hy=M- 295 =M-(e V2)=M-e 2

Siis —A=In?% %, mistd saadaan A =-1In 2\9/%

Tatd lauseketta voi halutessaan myds sieventda.

1 1 : 1 1 1 1 -1 1 1112
—_—n29=~ = — =)29 — __~ =)= = =
A=-Iny7 =" 29 N(3)=52gIn) " =5gMn2=%55
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Toinen tapa:
t
Kohdan a perusteella aineenmaéra kuvaa funktio f(¢)=M - (2\9/9 .

Kirjoitetaan tima lauseke pyydetyssd muodossa.

(L)
fro=m-(31)

1
29l
=M -(e \/;)’
I
YIS %
1
M.
1,1
_ M . eﬁln(i)-t
Y e%ln@)’]-t
1
——In2-t
=M-e?®
In2

=M-e >’

. ,_In2
Siis A= 2
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662. a) Merkitddn valon intensiteettid veden pinnanan tasolla kirjaimella M ja
jokaisen metrin aiheuttaman muutoksen prosenttikerrointa kirjaimella

k. Saadaan yhtilé k° - M = M. Tdmén yhtélon ratkaisu on

2
’1
= 5|— =

Valon intensiteetti siis viahenee 1 — 0,870... = 0,129... = 13 % jokaista
metrid kohden.

5|1

7,5
=M-0,378...
) o

b) 7,5 metrin syvyydessé valonintensiteetti on M (

Eli jéljelld on 38 % vedenpinnan intensiteetista.
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663. Piirretddn tilanteesta kuva.

[1.0A

4,0—1‘ a

T

4,0 Nurkka

Kuvan merkinngilld tehtévéssd kysytdén lukua x, kun a + b = 8.
Kirjoitetaan luvut @ ja » muuttujan x avulla.
Pythagoraan lauseella saadaan

b* =4,0" +x°

b=~16+x> (taib=—16+x").

a’=(4,0-x)* +1,0°

a=+x*—8x+17 (taia=—vVx>—8x+17).

Saadaan siis yhtilo a+b= Jx? —8x+17 +v16+ x> =8. Tiémin yhtélon

ratkaisu on x = 0,129... tai 5,120....
Naistd vaon 0,129... on mahdollinen arvo, silld seindnkorkeus on 5 m.

Kaapeli on siis nurkan kohdalla 13 cm korkeudella maasta.
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664.

665.

Logaritmi on mééritelty kun |sin x| > 0, eli tdsmaéllen silloin kun sin x # 0,
elikun x#n-n,neZ.

Yhtélo In [sin x| = 0 toteutuu kun |sin x| = 1 eli kun sin x = 1 tai kun
sinx =—1.

Nama yhtilot toteutuvat, kun x = % +n-m,nel.

Kaikki ndma kulmat toteuttavat ehdon x = n-x, n e Z.

Yhtélon f{x) = 0 ratkaisu on siis x = % +n-m,ne’.

-1< cos2x<1 -3
-3< 3cos2x<3 ||+4
1<4+3cos2x<7

Lausekkeen 4 + 3cos 2x arvo on siis vélilld [1, 7].
5
4+4+3cos2x

pienimilldén arvon %

5

Nain ollen lauseke saa suurimmillaan arvon 1= 5 ja

Arvo 5 saadaan, kun 4 + 3cos 2x = 1, eli kun cos 2x =—1.

Nain kéy, kun 2x=n+n-2m, elix=%+n'7r, nel.

Arvo Bl saadaan kun 4 + 3cos 2x =7, eli kun cos 2x = 1.

Néin kdy kun 2x=n-2m,elix=n-n, neZ.
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666.

Lauseke va+1 on médritelty kuna + 1 >0 eli kuna > —1.

Lahdetién ratkaisemaan yhtaloa.
cosx=2—+a+1cosx
cosx+~a+1cosx=2
(1+va+1)cosx=2

Yhtilo ei toteudu, jos 1+va+1=0, eli jos va+1=—1. Néin ei kdy
millddn a:n arvolla, eli kerroin 1+~a+1 #0.
(I+Va+1)cosx=2 [[:(1+~a+1)

COoSXx =

2
1+vVa+1

Koska —1 < cos x < 1, yhtdl6lla voi olla ratkaisuja vain kun

—1<——=———<1. Tdmain kaksoisepiyhtdlon ratkaisu on a > 0.
1+va+1 pay

Kaikki ndmaé luvut toteuttavat ehdon a > —1.
Yhtilolla on siis ratkaisuja kun a > 0.
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667.  Sijoitetaan pisteet koordinaatistoon.

15

10

5 o [

\ fo

Kuvan perusteella suora ei sovi malliksi. Kokeillaan 2., 3., ... asteen
polynomeja.

A
15

10

5

i

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320

f(x) = 0.0033571429 x> — 0.4548571429 x + 19.7

g(x) = —0.0000020833 x> + 0.0037321429 x* — 0.4745238094 x + 19.9799999
-15

h(x) = 0.000000625 x* — 0.0001520833 x® +0.016125 x> — 0.8816666667 x +

Seka toisen, ettd kolmannen asteenpolynomit nayttdt kuvaavan tilannetta
hyvin. Valitaan malliksi toisen asteen polynomifunktio.

Kun nopeus on 90 km/h mallin mukainen kulutus on
f(90)=5,95... = 6,0 litraa.
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Etsitdén ohjelman toiminnolla pienin kulutus.

€2 Funktion analysointi > Piirtoalue X
't
flx)=00033571420x [ @ || & N
vl Pisteet 20
Ominaisuus Ano .
Min (67.7447 429 |*
10
Max (9.871,155372)
5
Nollakohta Ei juuria <
20 0 20 40 60 80 100 120 140
-5
Integraal 842.6481 v f(x) = 0.0033571429 x> — 0.4548¢

Mallin mukaan kulutus on pienin kun nopeuden ollessa noin 68 km/h.

Vastaukset riippuvat valitus polunomimallin asteesta.
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668. Koska kehiltd valitun pisteen korkeus nousee ja laskee sddnnollisesti
ympyrén kehdlld, kuvataan sen korkeutta funktion f{x) = Asin(Cx + D) + B
avulla.

Madritetdédn vakiot 4, B, C ja D.

Kehién etiisyys pyorimisakselista, eli kehdympyrén séde on 25 m ja
halkaisija 50 m.

Kehén laki on 54 m korkeudessa. Néin ollen alin korkeus on

54m-50m=4m.

Siis 4 < f{x) < 54. Tamén tiedon avulla saadaan vakiot 4 ja B.

-1< sin(Cx + D) <1 || - 25 (ympyréan sdde)
—25 <25sin(Cx + D) <25 ||+29
4 <25sin(Cx + D) +29 <54

Maailmanpyora pyorahtad tdyden kierroksen 6 minuutissa, eli funktion f

perusjakso 2?“ =6, josta 2m=6C jaedelleen C = %

Madritetén vakio D sen tiedon avulla, ettd f{0) = 4.
f(0)= 255in(%- 0+ D)+29=25sin(D)+29=4

25sinD =-25 ||:25
sinD =-1

Eris timén ehdon tayttdva luku on 3

Siis f(x) = 25sin(Fx+ 37“) +29.
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Tarkistetaan piirtimalld, ettd kuva nayttda siltd miltd pitddkin.

A
6|’

T e ST T et
50

45

40

35

30

25

20

Madritetdan, milloin tarkastelupiste on 20 m korkeudella, eli ratkaistaan
yhedls 25sin(Ex-+ 37") +29 =20.

Kaksi ensimmadisté ratkaisua ovat ensimmaisen kierroksen aikana, joten
etsitdéin yhtélon valilld 0 <x < 6 olevat ratkaisut.

Saadaan x =1,148... min= 1 min 9 s jax =4,851... min =4 min 51 s.
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669. a) Kuuloskynnykselld 120 dB saadaanyhtélo 120 = 101gli. Ratkaistaan

0
téstd kipukynnysté vastaava intensiteetti [.

120=101g+- |:10
0

I
12 =10gloz
1 12
L .
IO 0 ” 0
1=10"1,

Kipukynnyksen desibelimirin intensiteetti on siis 10'*-kertainen.

b) Intensiteetilld / pitee L = IOIgIL. Kun intensiteetti 1000-kertaistuu
0

lukuun 1000/ saadaan desibelilukemaksi

IOIgIO?OI =101g(1ooo-li)
0 0
= 10(log,, 1000 + 1g[i)
0
B I
~103+1gL)
IO
_ e
=30+10lg
=30+ L

Desibelilukema siis kasvaa 30:114.
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¢) Arvolla 85 dB saadaan yhtilo 85= 101g > ja 5 dB:1l4 kasvanut 90

0

I
dB:n arvolla saadaan yhtdlo 90 = 101g1—5. Ratkaistaan néisti

intensiteetit
I

85=101g—= |:10 90:101g[—9 |:10
0

] I

8,5=log,, % 1— 9=1log,, 1—9

Igs I,

285 =105 -1, 2=10" |-,

=10 70

I =101, 1,=10°1,

Lasketaan sitten intensiteettien suhde.
I, 10°1, 10°
Is  10%1, 107

=10""" =10"" =3,162...=316,2..%

Intensiteetti on siis kasvanut noin 216 %.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

670. Hahmotellaan kulmia 5 asteen vilein yksikkdympyréén.

(Kéytetyt komennot
syOtekentdssé ovat:

x 24y 2=1

A=(0,0)

Jono((cos(n®),sin(n®)),n,5,180,5)

Jono(Jana(A,L1(n)),n,1,180/5,1)

Koska cos a on kehépisteen x-koordinaatti, huomataan, ettd
yhteenlaskussa 16ytyy pareittain kulmat, joiden x-koordinaatit ovat
toistensa vastaluvut, eli niiden summa on nolla.

Suplementtikulmien kosinit ovat toistensa vastaluvut, joiden summa on
nolla. Niin saadaan

cos 1°+cos 179°=0

c0s 2° +cos 178°=0

cos 3°+cos 177°=0

cos 89° +cos 91°=0

Ainoat kulmat, jotka eivét ndin kumoudu ovat cos 90° = 0 ja cos
180° =—1.

Siis cos 1° + cos 2° + cos 3° + ... + cos 180° =—1.
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671.

flasb)+ fla=b) =L@ e L@ pewn)

= %(e‘”b +e

—a-b a-b

+e' e

Tarkistetaan sitten, mité toinen lauseke antaa, jotta tiedetdan, mihin
tahdatdan.,

21(a)f(b) =2-%(e" +e*”)-%(eb +e?)
=%(e” +e“ )(eb + e’b)
=%(e"eb +e'e’ +ee + e’”e’b)
1 a—b —a+b

=§(e“+b +e e re )

Tama on tdsmaélleen sama, kuin edell4, joten on osoitettu, ettd talla
funktiolla fla + b) + fla — b) = 2f(a)f(b).
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672. a) Logaritmi log, x on mééritelty kun x >0 kuny >0, y # 1.
Logaritmi log, y on mééritelty, kun y > 0 kun x > 0, x # 1.
Kaikki ehdot ovat voimassa, eli yhtdlo muodostaa kdyréan, kun x > 0,
y>0jax#0jay#0.

Koordinaatiston ensimmaéisessé neljdnneksessd on x > 0 ja y < (. Ndin
lausekkeiden maarittelyehdoista ndhdéén, ettd kdyra sijaitsee
kokonaisuudessaan koordinaatiston ensimmaisessd neljinneksessa.

b) Muokataan yhtdloa kirjoittamalla molemmat logaritmit saman
kantaluvun avulla. Valitaan kantaluvuksi x.
log, x=log, vy
log x

=1
logx y ngy
1 = .
1=(log, y)*
(log, )’ =1
log . y=1 log, y=-1
y= xl y= xil
_ _1
y=x y= X

Kaéyri siis koostuu kahdesta osasta, suorasta y = x ja hyperbelistad

y= l, kun x > 0 ja x # 1, mikd kuvastakin nikyy.
x
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Toinen tapa:
Muokataan yhtéloé kirjoittamalla molemmat logaritmit saman

kantaluvun avulla. Valitaan kantaluvuksi y.
log, x=log y

) logyy
08, = log, x
_ 1
(log, x)* =

log, x= log, x=-1

x:yl x:y—l

y=x xzé I %,xiO,yiO

_1
"

Kaéyri siis koostuu kahdesta osasta, suorasta y = x ja hyperbelistad

y= l, kun x > 0 ja x # 1, mikd kuvastakin nikyy.
x

Kolmas tapa:

Muokataan yhtélda kirjoittamalla molemmat logartimit saman
kantaluvun avulla. Koska x # 1 ja y # 1, kaikilla luvuilla k> 0 ja k# 1
pétee logi x# 0 ja log; y # 0. Kantaluvuksi voidaan siis valita miké luku
k>0, k# 1 tahansa. Valitaan kantaluvuksi e.

log, x=log, y

ln—len—y | kerrotaan ristiin, Inx # 0,In y =+
Iny Inx
(Inx)* =(In y)*
Inx=Iny Inx=-Iny
x=y 1nx=1ny’1
y=x _1 .y
x 5 | x,x;tO,y;tO
_1
YTy

Kaéyra siis koostuu kahdesta osasta, suorasta y = x ja hyperbelisté

y= l, kun x > 0 ja x # 1, mik4 kuvastakin nékyy.
X
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673. a) Vektorin ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tismailleen silloin, kun
niiden pistetulo on nolla.
a-b =(cosg—2sinp)(cos @ +sing)+1-1+ (sin @ + 2 cos @)(sin ¢ — cos )
=cos’ @+ cos@sing — 2singcosp —2sin” o +1
+sin’ @ —sinpcos @ + 2cos @sinp — 2cos’ ¢
=1-cos’ p—sin’ ¢
=1—(cos’ ¢ +sin* )
=1-1
=0

b) Kun ¢ =0 saadaan
2 =(cos0—2sin0)i + j +(sin 0+ 2cos0)k
—(1=2-0)7 + 7 +(0+2-1)k
=i+ +2k
b =(cos0+sin0)i + j +(sin0—cos0)k
=(1+0)i +j+(0-Dk
=i+j—k

Nyt
sa-th=s(i +j+2k)+t(i+]—k)
=(s+1)i +(s+1)j+(2s—1t)—k

s+t=1
Téstd saadaan yhtdloryhmé s +¢=-1
2s—t=0.

Kaksi ensimmaistd yhtélod eivét voi toteutua samoilla vakioiden s ja ¢
arvoilla, joten yhtidloryhmaéllé ei ole ratkaisua.

Ei siis ole kertoimia s ja , joila i — j =sa -b.
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674. Muokataan funktioin lauseketta taulukosta 16ytyvié kaavoja kéyttden.
Sx) =sin 3x + sin 2x + sin x
= 3sin x — 4sin® x + 2sin x cos x + sin x
= 4sin x — 4sin’ x + 2sin x cos x
= sin x(4 — 4sin® x + 2cos x) =0

sinx=0e¢li x=n-m,neZ
tai

4 — 4sin® x + 2cos x = 0
4—4(1 —cos’x)+2cosx =0

4—4+4cos’x+2cosx =0
2cos x(2cosx+1) =0

2cosx=10 tai 2cosx+1=0
_ __1
cosx=0 cosx = >
x=%+n'n,neZ x=2—;+n'2n,taix=—2%+n~2nneZ

Siis x=n-n tai x=%+n~n tai XZZTT[+I1‘27[ tai

x:—zTn+n-2nneZ
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675.

Taulukosta 16ytyvén kaavan avulla saadaan

sin(2x + %) =sin2x cos% +c0s2x sin%
V3 1

=sm2x-7+cos2x-§

Koska kaksinkertaisen kulman sinille on vain yksi kaava, muokataan
lauseketta seuraavaksi sen avulla.

1 V3 1

N} L
sin2x T+0052x 5—2smxcosx T+0052x 3

=sinxcosx-x/§+cos2x-%

. e . sinx
Téastd padstiddn eteenpdin tiedon tan x = 2, eli
CoSX

=2, avulla, silld nyt
sin x = 2cosx.

sinxcosx~\/§+cos2x~%:ZCosx-cosx~x/§+cos2x-%

=2x/§coszx+cos2x%

Valitaan kaksinkertaisen kulman kosinin kaavoista se, jossa on vain cos’x.
2+/3 cos? x + cos 2x % =23 cos? x+(2cos’ x - 1) %

=2x/§coszx+coszx—%

= (23 +1)cos’ x—%

Koska nyt sin x = 2cosx ja aina sin*x + cos® x = 1, saadaan

e 1
4cos*x + cos® x = 1, mistd edelleen cos® x =—.

Siis

(2+/3 +1)cos’ x —%

=(2J§+1)%—%:N§+1_

43 -3
10 -

Siis sin(2x + %) =



Juuri Kertaus » Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

676.

 cos®+sin’ ¥
cos” &
cos >
1
cos’

o=

i X Zx
sm- ‘COS )
1

2

cos5
—2gin X
=2sIn+$cos3
=sin(2-%)

=sinx
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m.

m

[ SYE

cos” &

2 x -2
cos” 3 +sin” 5

677.  cos 3t=cos(t+ 2t)
=Cos t cos 2f — sin ¢ sin 2¢
= cos #(2cos’ t— 1) —sin ¢ - 2sin ¢ cos ¢
=2cos’ 1 — cos ¢ — 2sin’ 7 cos ¢
=2cos’ t —cos t — 2(1 — cos® f)cos ¢
=2cos’ t—cos t—2cos t + 2cos’ ¢
=4cos® t— 3cos ¢

8’ —6x—1=0
3T T 3| T
8cos 9 6cos9 1=2(4cos 9 300s9) 1

=2(cos(3 %)) -1

= 2(cos(%)) -1

.1

2
=0



