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5 Vektorit

5.1 Vektori

LUVUN 5.1 YDINTEHTAVAT
501.

Piste P jakaa janan BC suhteessa 1:1 eli kahteen yhtd suureen osaan. Siten
CP=LCB=Lw ja DP=DC+CP=DC+L0B=v+La=Li v

Vastaavasti D_Q =DA+ E =DA+ %E = LT-i—%V.
502.  a) Pisteen koordinaatit voidaan lukea suoraan paikkavektorin 7:njaj:n

kertoimista, joten 4 = (2, 1) ja B = (-3, -5).

b) Vektorin AB T:n suuntaisen komponentin kerroin saadaan
paitepisteen B ja alkupisteen 4 x-koordinaattien erotuksena
Vastaavasti j:n suuntaisen komponentin kerroin, joten
AB=(-3-2)i +(-5-1)j =-5i —6].

503. Lasketaan erotusvektori.

a-b=(4i +j-Tk)—(2i =3j —5k)
=47+ Tk =27 +3] +5k
=(4-2)i +(1+3)]+(-7+5k
=27 +47 -2k

|G —b|=v2>+4% +(=2)* =V4+16+4 =24 =J4.6 =26
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504.

Muodostetaan vektoreiden 7 —27 + 2k ja 37 —4k suuntaisia siirtymis

vastaavat vektorit yksikkovektoreiden avulla ja ndiden avulla pisteen C
paikkavektori.

|7 =27 +2k |=+1> +(=2)> +2% =3 ja |37 —4k |=+/3% +(-4)> =5

Siirtymii vastaavat vektori ovat

E=9-#=3-(7—27+21€)=37—67+6l§ ja

BC=10-3! ;4k —2.(37 —4k) = 67 —8k.
Siten
OC =04+ AB+BC
=T =J)+@37 —6] +6k)+ (6] —8k)
=7 —j+3i —6] +6k + 6 —8k
=10 —-77 -2k

C=(10,-7,-2)
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505.  Vektorien vélinen kulma on pienempi niistd kahdesta kulmasta, jotka
muodostuvat, kun vektorit piirretdéin alkamaan samasta pisteesta.

a) <(u,v)=180°-34°=146° (vieruskulmien summa on 180°)

34° a

b) v=180°—-(34°+45°)=101° (kolmion kulmien summa on 180°)
L(v,w)=180°-101°=79° (vieruskulmien summa on 180°)
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Muodostetaan aluksi kolmion ABC sivuvektorit.
AB=(12-3)i +(2—-4)] +(-5-5)k =—i —2j —10k
AC=(-3-3)i +(-2-4)]+(3-5)k =—6i —6j -2k
BC =(-3-2)i +(-2-2)] +(3—(-5))k =51 —4] +8k

Lasketaan seuraavaksi sivuvektoreiden pituudet ja tehddadn pituuksien

pohjalta padtelmé kolmion muodosta.
c

| 4B|=(=1)* +(-2)* +(-10)* =105
| AC|=(=6)* +(=6)* +(-2)* =76
| BC|=+/(=5)2 +(-4)? +8% =~/105 o

A B

Koska kolmion sivuista kaksi ovat yhté pitkié ja kolmas erimittainen, on
kolmio tasakylkinen.

Kolmion huippukulma on kannan AC vastainen kulma B. Merkitdan
kulmaa a:lla.

BA=-AB=—(—i —2j —10k)=1 +2 +10k
BA-BC=(i +27 +10k)-(=5i —4j +8k)=1-(=5)+2-(-4)+10-8 =67

a =50,350...°~50,4°

Huippukulman suuruus on noin 50,4°.



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

508.

Muodostetaan pisteen D paikkavektori. Koska suunnikkaan sivut AD ja
BC ovat yhdensuuntaiset, on OD = OA+ AD = OA+ BC.

BC=(5-(-2))i +(7-4)j =7i +3] ja OA=i + ]
Siten OD =04+ BC =1 + j+7i +3j =8i +4. Pisteen D koordinaatit
luetaan paikkavektorista, joten D = (8, 4).

C=(57)

Vektorit # jaVv ovat yhdensuuntaiset tdsmalleen silloin, kun © =V

jollakin ¢ # 0. Liséksi, jos ¢ > 0, ovat vektorit samansuuntaiset ja jos ¢ <0
ovat vektorit vastakkaissuuntaiset. Muodostetaan yhtilo ja pyritdan
ratkaisemaan .

a+c=t(b+¢)
(4i =2))+(di +(d+1)j)=t((-3i +j)+di +(d+1)])
@A+d)i +(2+d+1)j =t((-3+d)i +(1+d+1)j)
(d+4)i +(d-1)j=t(d-3)i +t(d+2)j

Koska komponentteihin jako on yksikasitteinen, saadaan yhtalopari
d+4=td -3t
d—-1=td +2t

jonka ratkaisu on £ =—1.

Yhtdlo a+c =¢- (I; +¢) toteutuu, kun ¢ = —1, joten vektorit
a+¢C jab +¢ ovat yhdensuuntaiset, mutta vastatakkaissuuntaiset.
Samansuuntaisuus ei siten toteudu millddn d:n arvolla.

Huomautus: Kun¢=—-1,0n d = —%. Tatd ei kuitenkaan tarvitse ratkaista.
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5.2 Suora ja taso vektoreiden avulla

509.  Suuntavektori on miki tahansa suoran suuntainen vektori, joten
esimerkiksi 4B on erds suuntavektori.

AB=(4-2) +(-7-3)] +(-3-6)k =27 =107 9%
Suora kulkee pisteen (2, 3, 6) kautta.

Suoran parametriesitys on esimerkiksi

x=2+2t
y=3-10¢r (teR)

z=6-9¢

xy-tasossa z = 0.

0=6—9t,jostat:%.
x=2+2%:%
—3_10.2-_1
y=3-10 3 3

xy-tason leikkauspiste on (— -= O)
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510.

Suoran parametrimuotoinen yhtélo on

x=2+3t
y=3+t (teR)
z=T7+3t

Suoran mielivaltainen piste P = (2+ 3¢, 3 + ¢, 7 + 3¢) on tasossa
x+2y+z=1, jos se toteuttaa tason yhtilon.

Saadaan yhtélo

24+3t+23+0)+7+3t=1eli8+15=1, josta t:—%.

x=2+3-(—%)=—%

_3_1_5;
y=3 4 4Ja

z=7+3-(—%):%
1357

Leikkauspiste on siis (_T’ 1 4).
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511. a) Suoran suuntavektori on 3i - 7, joten suoran kulmakerroin on

1
k=—=.
3

Suoran yhtild saadaan kaavalla y — yo = k(x — xo).
1
y=0=—2(x—4) |3
3y=—(x-4)
x+3y—-4=0

Suoran yhtilo on siis x + 3y —4 = 0.

b) Suoran x = 1 — 2, y = 3¢ suuntavektori on —2i +3, joten suoran
kulmakerroin on & = —%.

Arvoa t = ( vastaa piste (1, 0).

y=0==2(x-1) |2

2y=-3(x-1)
2y=-3x+3
3x+2y-3=0

Suoran yhtild on siis 3x + 2y —3=0.
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Madritetdén pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran parametrimuotoinen
yhtélo. Suoran suuntavektori on

AB=(-1-1)i +(1-1)] +(3=1Dk ==27 +0-j +2k =27 +2k.

Suoran kulkee pisteen 4 = (1, 1, 1) kautta.
Suoran parametrimuotoinen yhtélo on

x=1-2¢
y=1 (teR)
z=1+2¢t

Piste P = (4, 1, —2) on suoralla, jos se toteuttaa suoran yhtalon.

)
=72
Saadaan {1=1 joten piste P on suoralla.
=3
2

Vastaavasti on piste Q = (0, 2, 4) suoralla, jos yhtidloryhma
0=1-2t,2=1,4=1+ 2t toteutuu.
Taméa on mahdotonta, koska 2 # 1, joten piste Q ei ole suoralla.

Piste P on suoralla, mutta piste Q ei ole.
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Suoran a erds suuntavektori on

AB =(-2—(—4))i +(6-T)] +(-3—(=5))k =27 — ] +2k.

Suora a siis kulkee pisteen 4 = (—4, 7, —5) kautta vektorin 27 — j + 2k
suuntaisesti.

Suoran @ parametrimuotoinen yhtélo on

x=—4+2t
y=T7—t (teR)
z==5+2¢

Suoran b kulkee pisteen C = (5, 4, 1) kautta vektorin 7 + j — 2k

suuntaisesti.
Suoran b parametrimuotoinen yhtélo on

x=5+r
y=4+r (reR)
z=1-2r

Suorien leikkauspiste on suorien yhteinen. Syntyy siis yhtélopari
—4+2t=5+r
T—t=4+r
—S5+2t=1-2r

Tdmén ratkaisuon =4 jar=—1.

Yhteinen piste eli leikkauspiste on siten
(5 + (_1): 4+ (_1)7 1-2- (_1)) = (49 39 3)

Suorien vilinen kulma voidaan paitelld suuntavektorien avulla. Lasketaan
aluksi suuntavektoreiden vilinen kulma « pistetulon avulla.

Qi —j+2k)-(i+j-2k)=2-1-4=-3
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cosa = _3
V2 (-1 + 22 P+ 12+ (-2)°
-3
cCoSx =——+—
3-J€
cosa——
\/_
114,094...°

Suorien vilinen kulma on aina enintdin 90°, joten se on kulman «
suplementtikulma 180° — 114,094...° = 65,905...° = 66°.

Suorien vélinen kulma on 66°.

514. Madritetadn aluksi yhdysjanan keskipiste P.

P (2+3 0;1 1+3) (__ 2)

Tason normaalivektori on AB=(3-2)i +(1-0)j +(3-Dk =7 +j +2k

Taso kulkee pisteen P = ( 2) kautta ja sen normaalivektori on

T+ j+2k .

Tason yhtilo on
1-(x—%)+1-(y—%)+2-(z—2):0
x+y+2z-7=0.

Jos piste on y-akselilla, on sen x- ja z-koordinaatti 0.
Sijoitetaan siis x = 0 ja z = 0 yhtiloon.

0+y+2.-0—-7=0,jostay="7.

Taso leikkaa y-akselin pisteessé (0, 7, 0).
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9]
9]

Tapa 1:

Muodostetaan yhtilo suoralle, joka kulkee pisteen P kautta ja on
kohtisuorassa tasoa vastaan.

Tason 2x + y + 4z + 5 = 0 erés normaalivektori on 77 =27 + J + 4k .

Pisteen P = (1, 3, 1) kautta kulkevan vektorin 77 =27 + j + 4k suuntaisen
suoran parametrimuotoinen yhtéld on

x=1+2¢
y=3+t (teR)
z=1+4s.

Lasketaan suoran ja tason leikkauspiste. Sijoitetaan x =1+2¢, y =3+¢ ja
z =144t tason yhtdloon ja madritetddn leikkauspistetti vastaava
parametrin ¢ arvo.

2. (1+20+(B+1)+4-(1+40)+5=0, josta t:—%.

2_7
3 3

z=1+4- (—%) = —%. Suora ja taso leikkaavat pisteessi (—%, %, - %).
Lasketaan tdmén pisteen ja pisteen P = (1, 3, 1) vilinen etdisyys, joka on
samalla pisteen ja tason vélinen etdisyys.

Jo-chyea-Dpra- Sy = B 22,

Kuntz—%, niin x:1+2-(—%)=—%,y=3— ja
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Tapa 2:

Ylioppilaskokeessa sallitusta kaavakokoelmasta 16ytyy pisteen (xo, yo, zo)
etiisyydelle tasosta ax + by + cz + d = 0 kaava
J- | axy + by, + cz, +d|'

Va2 +b* +¢?

Lasketaan etéisyys tdmén kaavan avulla sijoittamalla pisteen P = (1, 3, 1)
koordinaatit ja tason 2x + y + 4x + 5 = 0 yhtdlon x:n, y:n ja z:n kertoimet
yhtdloon.
2141344145 14 221
NCENETNEENG TR

14 221

Huomautus: Vastauksen voi antaa muodossa —— tai

V21 3

r

Etdisyys on — eli

\/ﬁ
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Suoran vektorimuotoisesta yhtélostd voidaan johtaa suoran mielivaltaisen
pisteen P paikkavektori eli parametrimuotoinen yhtalo.

OP=7+2]+2k +1(27 + ] +sk)=1 +2] +2k +2£i +1j +stk
=(1+2t)i +(2+1)j +(2+st)k

Suoran mielivaltainen piste siis P = (1 + 2¢,2 + ¢, 2 + sf), missd f € R.
Suora on tasossa, kun piste P toteuttaa tason 3x + 4y + 5z = 21 yhtdlon
jokaiselle parametrin ¢ arvoilla. Parametrin arvoa ¢ = 1 vastaa piste
(3, 3, 2 + 5). Sijoitetaan tdméin pisteen koordinaatit tason yhtaloon.

3:3+4-3+5-2+s)=21,jostas=-2

Varmistetaan vield, ettd arvoa s = —2 vastaava piste
P=(1+2t,2+1t 2 — 2¢) toteuttaa tason yhtdlon kaikilla #:n arvoilla.

3.(1+20)+4-Q+0)+5-2-20)=21
3+6¢+8+4¢+10—10r=21
21=21

Yhtalo on aina tosi.

Suora on tasossa, kun s = —2.



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

a
b
Lasketaan vektorien bi —aj ja ai +bj vilinen pistetulo.

517.  Suoran ax + by + ¢ = 0 kulmakerroin on k = —<% ja suuntavektori bi —aj.

(bi —aj)-(ai +bj)=ba—ab=0

Koska vektorien bi —aj ja ai +bj vilinen pistetulo on 0, ovat vektorit
kohtisuorassa. Siten my0s suora ax + by + ¢ = 0 on kohtisuorassa sitd
suoraa vastaan, jonka suuntavektori on ai +bj.
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Luvun 5 vahvistavat ja syventavat tehtavat
518. a)u-v=|u|-|v|-cos(u,v)=2-3-c0890°=6-0=0

b) L7~\7:|L7|-|\7|-cos(LT,V):2-3-cos60°:6-%:3

519.  A-IIL B-III, C-II, D-III, E-1
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520. a) Summavektorion @ +b =(2i +57)+(i —27)=3i +3J.

Koska |37 +37 |=v3%+3® =32, on vektorin 37 +3; suuntainen
yksikkdvektori
31 +3] 3 = 3 = 1
1L i+
N RN RN R, LR TR A G

b) Muodostetaan ensin vektorit AB ja CD.
AB=(7-3)i +(3-1)j =4i +2]
CD=(-3-1)i +(-2-4)]j =—4i -6

Lasketaan vektoreiden 4B ja CD pituudet ja vélinen pistetulo.

| AB| =4 +22 =420 =25
|CD |=+/(=4)* +(=6)> =~/52 =213

AB-CD = (47 +27)-(-47 —6))=-16-12=-28

AB-CD
| AB|-| CD|
_ 28
25213

-7
CoOSO =—F—F—
V513

a =150,255...° ~150,3°

cosa

Vektorien AB ja CD vilinen kulma on 150,3°.
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521. Muodostetaan vektorin a yksikkovektori.

@1=,/3) +(=2)" =3, joten

01 - 2.3+ o= 3= 4-
@ = a5 Gim2)=5i—5)

h=-53"= —5(%7 —%7) — 37 +47
Olkoon kysytty piste P. Muodostetaan pisteen P paikkavektori.
OP =47 +3]+b =40 +3] +(-3i +4))=i +7

Pisteen b loppupiste on (1, 7).



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

Mediaani eli keskijana on jana, joka yhdistd4 kolmion kérjen ja
vastakkaisen sivun keskipisteen. Olkoon mediaanien leikkauspiste P ja
janan BC keskipiste Q. Piste P jakaa jokaisen mediaanin kédrjestd lukien

suhteessa 2:1, joten AP = %E

Piste O =(

0+4 2+5 340,_,, 3 3, :
2 9 2 9 2 )_ (27 2 ’ 2)’ _]Oten
3

A0 =2 ~(-))T +(5)] +(5 -6k =37 -5 7 ~3k.

Pisteen P paikkavektori on
OP =0A+ AP
~04+2740
= l_+3j_+61i+3_(3l_ 2]_ 2k)
=—i+3j+6k+2i —j-3k
=i +2j+3k.
Mediaanien leikkauspiste on (1, 2, 3).

Huomautus: Pisteen P voi madrittdi sopivilla ohjelmilla.
A
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523. Lausutaan vektori PQ sivuvektoreiden avulla.
PO =PA+ AD + DQ
:%§Z+ZB+%BE

25 1R
—SBA+AD+5AB

2— — |—
— 245+ 4D+14B
5 AT AT

1_ —_

=—54B+4D

Muodostetaan tarvittavat sivuvektorit AB ja AD.
AB=(1-(=1))i +(0-3)7 +(2—4)k =27 -3j -2k
AD=(4—(=1))i +(2-3)j +(1-4)k =5i — j -3k

Siten

PO=-

1
5

ZE+JI‘=-%(27-37—2E}+6T—]-3%9:237



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

524.  Etsitéiéin kertoimet 7 ja ¢ siten, ettd i + 7 =ra +tb.
T+7]=ra+tb
i+77=r(2i +3))+t(=7i +6))
i +7)=2ri +3rj —7ti +6tj
1.T+77 =Qr—T07 +(Gr+60)]

Koska komponentteihinjako on yksikasitteinen, tulee olla 1 = 27— 7¢ ja
7 = 3r + 6t. Muodostetaan ja ratkaistaan yhtélopari.
{1 =2r-7t ||-(-3)

7=3r+6t |2
—3=—6r+21t
14=6r+12¢
11=33¢
_1
‘=3
Kunt=L 7-3r46.1 eli 3r=75, josta r=2.
3’ 3 ’ 3
$m7+77=§a+%5
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9]
[\
n

526.

Eris vektoria —i +3; vastaan kohtisuora vektori on @ =3i + j, silld
pistetulo (=i +35)-(3i +j)=-3+3=0.

Muodostetaan vektorin a yksikkovektori.

=31 =10, joten 7= L@ = o674 ),

My®és vektorin a° vastavektori —a° kelpaa, joten ehdot tayttavat vektorit

ovat —(3i + a——@03i+7).
Jﬁ( J) ] Jﬁ( J)

Huomautus:
Vektoria ai +bj vastaan kohtisuora vektori saadaan aina vaihtamalla
im ja jn kertoimet ja toisen kertoimen etumerkki, silld muodostettujen

vektorien ai —bj ja —ai +bj pistetulo vektorin ai +5; kanssa on nolla.

Olkoon kysytty vektori P = (x, y). Méiritetidén pisteestd P pisteisiin 4, B,
C, D ja E piirretyt vektorit.

PB=(1-x)i +(-2-y)j, PC=(2-x)i +(1-¥)],
PD=(2-x)i +(3=»)] ja PE=(=2—x)i +(-2-y)]

Lasketaan vektoreiden summa.

PA+PB+PC+PD+ PE

= (-1=20)7 + (1= )J +(1=2)7 +(-2=)] +2=x)7 +(1-»)]
+(2-x)i +B-y)j+(2-x)i +(-2-y)j

=(2-5x)i +(1-5y)j

Vektori (2—5x)i +(1—-5y)j onnollavektori, kun 2 —5x =0 ja
1 — 5y = 0. Talloin x=% ja yz%.

Kysytty tason piste on siis (%, %).
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Suunnikkaan lévistdjien leikkauspiste Q puolittaa
kummankin lévistdjan. Siten

PO=1(@+b)
- %(ﬂ 47 + (27 +57))
=27 +97)

__1=
=—5i+5J.

Pisteen Q koordinaatit saadaan paikkavektorista. r
___ __T_—. _lT 2— :lT l—
O00=0P+PO=i—j+( 2z+2]) 21+2]

SiiS_Q:——z+g]J 0= (

Vektorin 27 +mj pituus on |27 +mj |=2% +m? =m* + 4.
Oletuksena on, ettd m = 2, 3, 4, ... eli m on jokin positiivinen
kokonaisluku. Jotta pituus on pienempi kuin m + 1 tulee epayhtélon
Nm? +4 <m+1 olla tosi kun m = 2, 3,4, .... Epdyhtidlon molemmat

puolet ovat positiivisia, joten ne voidaan korottaa neliodn ja saatu
epayhtdlo on yhtépitdva alkuperdisen kanssa.

m* +4 <m+1

m> +4<m®+2m+1
3<2m
3

m>§

Epiyhtdld Vm?* +4 <m+1 toteutuu tismilleen kun m >% erityisesti se

2

siis toteutuu kun m = 2, 3, 4, ... . Titen on osoitettu, ettd vektorin 2i +mj
pituus on pienempi kuin m + 1.
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a) Kolmion kaksi sivuvektoria eli siten my0ds vastaavat sivut ovat yhta
pitkét. Lisdksi sivuvektorit ovat toisaan vastaan kohtisuorassa, joten
kyseisten sivujen vélilld on 90° kulma. Kolmio on siis tasakylkinen ja
suorakulmainen. Kolmion kantakulmat ovat 45°.

b) Vektori @ —b on kolmion kolmas sivuvektori. Koska sivuvektorien
pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen on kolmio suorakulmainen.
Sivujen pituuksista ja muista kulmista ei voida sanoa mitdan.

¢) Kolmion kaikki sivut ovat yhté pitkié eli kolmio on tasasivuinen.
Tasasivuisena kolmion kaikki kulmat ovat 60°.

d) Jos kahden vektorin pistetulo on negatiivinen, on ndiden vektorien
vilinen kulma tylppé. Vektorit @ —b ja —b ovat samasta kérjesté

lahtevét sivuvektorit. Koska ndiden vektoreiden vélinen pistetulo on
tylppd, on kolmio tylppakulmainen.
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Tulkitaan valonsiteiden eteneminen suorina.

Pisteen P; = (10, 0, 0) kautta vektorin v; =27 +4 + 3k suuntaisesti
kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtalo on

x=10+2¢
y=0+4t (teR)

z=0+3¢
eli
x=10+2¢
y=4¢ (teR)
z=3t

Pisteen P> = (310, 480, 400) kautta vektorin v, = —47 — 67 — 5k
suuntaisesti kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtélo on
x=310—-4r
{y=480—6r (reR)
z=400->5r

Selvitetdén leikkaavatko suorat eli tutkitaan toteutuuko yhtédloryhma

10 +2¢ =310 — 4r, 4t =480 — 6r, 3t = 400 — 5r joillakin »:n ja £:n arvolla.
10+2¢=310-4r

{4t =480-6r
3t=400-5r

Yhtéloryhmén kaksi alempaa yhtdl6d muodostavat yhtéloparin
4t + 6r =480
3t+5r =400

Tamin yhtéloparin ratkaisu on 7 = 80 ja r = 0. Ndm4 eivét kuitenkaan
toteuta ensimmaéisté yhtdlod, joten yhtdloryhmaélld ei ole ratkaisua eivétka
valonséteet siis kohtaa toisiaan.
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Tulkitaan valonsiteiden eteneminen suorina.

Pisteen 4 = (1, -2, 3) kautta vektorin i =27 — j —3k suuntaisesti
kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtilé on

x=1+2¢
y=—2—-t (teR)
z=3-3¢

Pisteen B = (9, —1, —12) kautta vektorin v =—i —27 + 3k suuntaisesti
kulkevan suoran parametrimuotoinen yhtalo on

x=9-r
y=—1-2r (reR)
z=—12+3r

Madritetdén suorien leikkauspiste eli ratkaistaan yhtéloryhma
1+2t=9-r
—2—-t=—1-2r
3-3t=-12+3r.

Yhtéloryhmén ratkaisu on » = 2 ja ¢ = 3. Parametrin arvoa » = 2 vastaava
pisteon (9 —2,-1-2-2,-12+3 -2)=(7, =5, —6) ja parametrin arvoa

t =3 vastaava pisteon (1 +2-3,-2-3,3-3-3)=(7,-5,-6). On
niytetty, ettd suorat leikkaavat toisensa ja etté leikkauspiste on (7, =5, —6).
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532. Vektorit @ jab ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun @ = xb

jollakin luvulla x # 0.
a=xb

5i —2j =x(3i +4)

5i —2j =3xi +xtj

Koska komponentteihinjako on yksikésitteinen, on 5 = 3x ja —2 = xt.

Syntyy siis yhtilopari
3x=5
xt=-2
e . 5., 6
Yhtéloparin ratkaisu on x = 38 t= ~3

Vektorit 7 ja b ovat yhdensuuntaiset, kun ¢ = _%

Vektorit a ja b ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, kun niiden vilinen

pistetuloon O eli @b =0.

a-b=0

(51 =27)-3i +4)=0
15-2t=0

_15

t= 2

Vektorit 7 ja b ovat kohtisuorat, kun ¢ = %
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533.  Olkoon piste P = (x, ). Piste 4 = (1, 2), joten AB=(x—1)i +(y—2)].
Kulma OAB on suora, kun vektorit 4B ja AO ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. AB ja AO ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan myds silloin, kun

vektorin AO vastavektori OA ja AB ovat kohtisuorassa. Tllin
vektoreiden vélinen pistetulo on 0 eli

AB-04=0

(x=Di +(y=2)j)-(i +2/)=0
(x=1)-1+(y=2)-2=0
x+2y-5=0

Vektorin OA4 pituus on |& |=v1% +2? =+/5 ja vektorin OB pituus on
|ﬁ |=+/x* + y*. Koska vektorin OB pituus on kaksi kertaa

vektorin OA pituus, on |@|=2-|O_A| eli y/x* + y? =2+/5. Muodostuu
yhtélopari

x+2y-5=0

{xz + y2 =20

Yhtéloparin ratkaisut ovat
x=1-2V3jay=2++3 tai x=1+2+/3 jay=2—-+/3, joten

B=(1-2+3, 2++/3) tai B=(1+2+/3, 2—+/3).
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534. a) Jos vektorit @ ja b asetetaan alkamaan samasta
pisteestd ovat —b + @ ja —a +b mahdollisia
sivuvektoreita. Siis
C=—b+a=—Qi+2))+(i -3j)=-1 -5] tai
C=-a+b=—(-b+a)=1i+5].

Jos vektori b asetetaan alkamaan vektorin @
loppupisteestd, ovat vektorit @ +b ja -b-a
mahdollisia sivuvektoreita. Siis _
c=a+b=((-3))+Qi+2j)=3i - tai
C=—b-a=-30+]. b

Jos vektori @ asetetaan alkamaan vektorin b
loppupisteesti, ovat vektorit b +a@ ja —a —b
mahdollisia sivuvektoreita. Siis
C=b+a=Qi+2))+( -3/)=3i -7 tai
=—a-b=-30+].

gl

Vektoreista @,b jac voidaan muodostaa
kolmio, kun
C=T4+5],6=—T~5],c=37—-J jac=-37+]
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b) Pisteen P y- ja z-koordinaatit ovat 0, joten P = (x, 0, 0).
Jana AB nékyy suorassa kulmassa, jos kulma P on suora eli jos vektorit
PA ja PB ovat kohtisuorassa. Niin tapahtuu, kun PA-PB=0 eli kun

(2=x)i +(3=0)j +(-4-0)k)-(4—x)7 +(0-0)j +(1-0)k)=0

(2—x)i +3] —4k)-(4—x)i +k)=0

2-x)(4-x)—-4=0

8—6x+x>—4=0

x*—6x+4=0

Yhtilon x*> — 6x + 4 = 0 ratkaisut ovat x=3—+/5 ja x=3++/5.

Jana 4B nikyy suorassa kulmassa pisteissi P =(3-+/5,0) ja
P=(3++/5,0).
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9]
n

Paikkavektorin 7 = (2¢ —1)i + (3t + %)]_ loppupiste on (2f—1, 3¢ + %).

Tama piste on paraabelilla y = %xz, jos se toteuttaa paraabelin yhtalon.
Muodostetaan ja ratkaistaan syntyva yhtalo.
y=1
1_1 2
—=—=2t-1 2
3t+ 7=7 2t-1)° ||
6t +1=41> -4t +1

42 -10t=0
2t(2t-5)=0
2t=0 tai 2t—5=0
: 5
:t = —
t=0 tai t2

Loppupiste on paraabelilla, jos # = 0 tai jos ¢ = %
Naité #:n arvoja vastaa paikkavektorit

7:@4}4ﬁ4{30+%ﬁe—7+%7ja

F 2.5 0Te(3-54 )T uTasT

r=(2 > Di +(3 2+2)j 4i +8;.

Vektoreiden —i + %_7 ja 4i +8; vilinen kulma saadaan pistetulon
Fleredypo B

JI=G _J;_z

|47 +87 |=V4% +8° =80 =45
J)- (47 +87)=—4+4=0

avulla.

|—i +

N —

(—i +

N | —

Vektoreiden vilinen kulma on 90°.
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536. a) Jos vektoreilla X, y ja X +y on sama pituus, muodostavat ne
tasasivuisen kolmion.

T+7Y

Jos X ja y asetetaan alkamaan samasta pisteestd, muodostuu niiden
vilille 120° suuruinen kulma (kulman 60° vieruskulma).

b) Jos vektoreilla X, y ja X —y on sama pituus, muodostavat ne
tasasivuisen kolmion.

Jos X ja y asetetaan alkamaan samasta pisteestd, muodostuu niiden
vilille 60° suuruinen kulma.
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Vektori 2i +3j on suoran normaalivektori. Vektoria 2i +3; vastaa

kulmakerroin &, = % Jos suoran suuntavektoria vastaa kulmakerroin £,
toteuttavat kulmakertoimet & ja &, yhtilon k -k, =—1, josta k = —%.
Suoran yhtilo on y — yo = k(x — x0), kun (xo, y0) = (3, 1) ja k= —%. Siten

2
y=3=-2-1) |3

3y-9=-2(x-1)
3y-9=-2x+2
2x+3y—-11=0

Pisteen (2, 2) etéiisyys suorasta 2x + 3y — 11 = 0 saadaan kaavalla

d=—|ax0+by0+c|, missd a =2, b =3 ja (xo, o) = (2, 2). Siten

a’ +b?
d:|2-2+3-2—11|_ 1 .

22y3r VI3

Huomautus (toinen tapa suoran yhtdlon mddrittimiseksi):
Jos xy-tason suoran normaalivektori on ai +bj, suoran

normaalimuotoinen yhtél6 on ax + by + ¢ = 0 jollakin c. Vakio ¢ saadaan
selville sijoittamalla yhtdl66n jokin tunnettu suoran piste ja ratkaisemalla
c téstéd yhtdlosta.

Téssa tehtévissd yhtélo on siis 2x + 3y + ¢ = 0. Koska piste (3, 1) on
suoralla, syntyy yhtdl6 2 - 1 + 3 - 3+ ¢ =0, josta ¢ =—11. Suoran
normaalimuotoinen yhtélo on siis 2x + 3y + 11 = 0.
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538.

Suunnikkaan lavistijien leikkauspiste puolittaa lavistdjat. Jos suunnikkaan
sivuvektorit ovat # ja v, niin

52%(1274_8]—-)4_%(47_67):67+47+2?—37=8T+7 ja

€= 2 (127 +87)~ 2 (47 ~6)) =67 +4] =27 +3] =47 +7].

Koska |i7 |=~/8% +1% =/65 ja |v|=v4% +7? =+/65, ovat suunnikkaan

sivuvektorit ja siten myds kaikki sivut yhté pitkd ja suunnikas on neljakas.
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539.

Suoran kulmakerroin on k = —%, joten suoran yhtilé on y = —%x +b
jollakin vakiolla 4. Suora leikkaa y-akselin pisteessé (0, »). Suoran ja x-
akselin leikkauspiste saadaan yhtalosta —%x +b=0, josta x= >

Kolmion pinta-ala on siis toisaalta + |b| | | ja toisaalta tiedetddn, etté

se on 15. Syntyy siis yhtalo —=-|b]- | |— 15. Ratkaistaan tésté vakio b.

Ibl |— =15
E.|b|-|§b|=15
1 3 B
S ol 15 11b1=15
3 — 4
7 [b116]=15 |3
|b? | =20
b* =20
b=125

Siis y=—%x+2\/§ eli 2x + 3y — 65 tai

y:—%x—2\/§ eli 2x + 3y + 6+/5.
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540. Janat AP, CR ja BQ ovat kolmion mediaanit ja ne leikkaavat toisensa
samassa pisteessé joka jakaa jokaisen kolmion kérjesté lukien suhteessa
2:1. Merkitéén leikkauspistetti kirjaimella X.
C

AP, BX = %_QJaXQ —E sekii

OA+ OB +0C =(0X + XA)+ (OX + XB) + (OX + XC)
=30X + XA+ XB+ XC

_30X—%Z3—33_Q—3§

= 3OX—§(AP+BQ+ CR)

OP+0Q+OR = (OX + XP)+(OX + XQ)+ (OX + XR)

—30X+XP+XQ+XR

—30X+;E’+ BO+% LCr

= 30X+§(AP+BQ+ CR)

Tarkastellaan miti on summa AP + B_Q +CR. Kun merkitésn AB=a ja
AC =b saadaan

E+B_Q+ﬁ=(a+lB_C)+(—a+lE)+( b+1la)

QI [\)l»—a

I
=JIEN

+
1 T l— T l

Siis 04+ OB+0C =30X ja OP+0Q+OR =30X, joten
vektorisummat ovat yhti suuret.
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543.

a)a-b=|a||b|-cos(@,b)=4-2-c0s90°=8-0=0
b) @a-d=|a|-|d|-cos(@a,d)=4-4-cos180°=16-(-1)=-16

¢) Koska | ¢ |=v4% +2% =20, on
a-c=|a||¢|-cos(@e)=4-v20 —2

2 __16
V20

a) Paraabelia siirretddn kaksi yksikkod ylospéin. Néin tapahtuu, kun
kédyrén jokaisen pisteen y-koordinaattiin lisatdén luku 2 eli pisteesté
(x, ») = (x, x%) tulee piste (x, x* + 2). Kéyrin yhtilo on y = x* + 2.

b) Paraabelia siirretdéin kolme yksikkoé oikealle. Néin tapahtuu, kun
kdyrin jokaiseen x-koordinaattiin lisitdén luku 3 eli pisteestd
(x, ¥) = (x, x*) tulee piste (x + 3, x*). Tdmi on luontevampi esittii
muodossa (x, (x — 3)?) eli kiiyriin yhtild on y = (x — 3)* = x> — 6x + 9.

¢) Yhdistetdén a- ja b-kohdan pééttelyt, jolloin kéyrén yhtilé on
y=@—-3P +2=x"—6x+11.

Vektorit @ ja b voidaan asettaa alkamaan misti pisteestd tahansa, joten
valitaan origo. Vektorien @ ja b paitepisteet ovat nyt (1, 1) ja (=2, =3).
Naiden pisteiden kautta piirretyn suoran kulmakerroin on
po3-1_—4_4.

2-1 3 3
4x — 3y — 1 =0. Lasketaan origon etdisyys tdstd suorasta, jolloin saadaan
kysytyn korkeusjanan pituus.

ja yhtdlo y— 1——(x 1), joka normaalimuodossa on

4-0-3-0-1] 1

AR

Korkeus janan pituus on %
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544.

Koska vektori 2i — j +t(i +2) alkaa origosta kyseessi on
paikkavektori. Mééritetdén sen péaétepiste (x, ).

20— +1(7 +2]) =20 — ]+ +24 =(2+1)7 +(~1+28)]

Siten péatepisteen koordinaatit ovat
x=2+tjay=—1+2¢

Koskat=x—2, on
y=—1+2(x—2)eli2x—y—-5=0.
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n
n

Laivaa téytyy ohjata likimain pohjoiseen, pohjoisesta hieman luodetta
kohti. Jos merivirtaa kuvaavan suuntavektorin paétepisteestd piirretdan
vektori, joka kuvaa laivan oikeaa ohjaussuuntaa ja yhdistetddan virran
alkupiste sekd ohjaussuunnan loppupiste, syntyy kolmio, jonka kolmas
sivu on laivan etenemisen suunta eli pohjoisen suunta. Téssé kolmiossa on
yksi 135° kulma (90° + 45°). Merivirtaa kuvaavan vektorin pituus on 3 ja
laivan ohjaussuuntaa kuvaavan vektorin pituus on 18.

Laivan
ohjaussuunta
Laivan
etenemisen
suunta

Ohjaussuunta
(poikkeama
pohjoisesta
myotapaivaan)

Virta

Syntyvéstéd kolmiosta voidaan ratkaista kulma f sinilauseella:

318 o
sinf3  sinl135°’ Josta #=6,768...

Siten a=180° — 135° — f =38,231...° = 38°.

Ohjaussuunnan poikkeama pohjoisen suunnasta vastapdivdian on
90° — 45° — 38° = 7°, joten kompassisuunta on 360° — 7° = 353°.

Laivan etenemisen nopeus eli x saadaan esimerkiksi kosinilauseella
yhtilostd x? =32 +18% —2-3-18-c0s38,231..., jostax =15,75... ~ 16.

On ohjattava suuntaan 353°, jolloin laiva etenee pohjoista kohti 16 solmun
vauhdilla.
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Tetraedri on sddnndllinen, jos sen kaikki sdrmit ovat yhté pitkat.
Lasketaan sirmdvektoreiden pituudet.

|@|=]T+N2j +k |=yIP +(N2)* +1° =4 =

1B 1=1=T +2] +K ==’ +(V2)? +1* =& =2

el=evar =142 7-20

SESR

2 32,4

2 = —_ =
) N9 9 2
Muodostetaan kolme muuta sdrmévektoria.
d=-a+b=—0+2j+k)+ (=i +~2] +k)=-27

e=bic=—(-T+V2]+hk)+2 (2\/—] —k)

T 37— M—-_;—_— N2- 5g

=7 V2] -k + 3/ 3k—j+3] 3k

f=—a+ =—(z+\/_]+k)+T\/_ %I?
T2k 27 2o 72T 5k

—3kl= \/12 (£) +(=2) =VA=2
| F1=1-T+327 - % = \/( n? +(f) +(-37 =Vi=2

Koska jokainen sérmévektori on yhté pitké, on tetraedri sédnndllinen.

Huomatus:
Pelkéstddn annettujen vektorien a, b ja ¢ pituuksien laskeminen ei riité.
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547.

Koska vektori 5 on yhdensuuntainen vektorin ; kanssa, on b = xi
jollakin reaaliluvulla x.

Olkoon @ = yi +zj, missd y ja z ovat jotkin reaaliluvut.

Koska@ +b =47 + , saadaan yhtilo:
a+b=4i+7
(vi +zj)+xi =4i +j
(X+y)i +zj=4i +]

Tastd syntyy yhtélopari
x+y=4
z=1.

Koska @-b =4, niin (vi +zj)-xi =4, jostaxy=4.

x+y=4,jostay=4—x

Yhtild xy = 4 saa muodon x(4 — x) = 4 ja edelleen —x* + 4x — 4 = 0.

+4x—4=0  |-(-D)
X —4x+4=0
(x—2)*=0
x=2

Koskax=2,ony=4-2=2,

Kysytyt vektorit ovat @ =27 +k ja b =2i.
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Tasojen vélinen kulma on enintdén 90° ja se méiritetdin tasojen
normaalivektoreiden vilisen kulman avulla.

Tason 2x +y —z + 1 = 0 eréis normaalivektori on 7, =27 + j —k.

Tason 6x + 3y + 2z — 10 = 0 erds normaalivektori on 7z, = 67 + 3 + 2k.

Lasketaan vektoreiden »; ja 7, vélinen kulma.

cosaz%

|y ||, |

12+3-2

cosa =

Va+1+1-4/36+9+4

13

cosa=———

V6 -7
cosa=0,7581...

a =40,696...° = 40,7°
Tasojen vélinen kulma on 40,7°

Huomautus:

Jos normaalivektoreiden vilinen kulma on suurempi kuin 90°, osoittavat
ne eri puolille tasoja. Tasojen vélinen kulma saadaan tdlloin vihentdmalla
tastd kulmasta 90°. Hahmottele kuva!
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549.

Vektori & =tb jollekin luvulle ja v-b =0. Lisiksi on oltava @ = +v,

josta v=a—-u=a—th.

Sijoitetaan v =a —tb yhtiléon v-b =0 ja ratkaistaan .

v-b=0
(@a-th)-b=0
a-b-th-b=0
8-5-6)—t(4+1+4)=0
-3-9t=0
-1
=73
Siis @ =u +Vv, missi
— —__l_:_l - —._ FE :_27_1—. g_ .
u=tb= 3b 3(21+] 2k) 3 3j+3k_]a
v=a-u=(4i -5j+3k)—( 3! 3]+3k) 3! 3]4—3k
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550.

Hahmotellaan tilanteesta kuvio sopivalla piirto-ohjelmalla.

Lausutaan OP aluksi eri tavoilla.
Toisaalta
OP =04+ AP
=i +2j)+r-AB
=T +2))+r-(T-DF +(1-2)))
=i +2j+6rj—rj
=(1+6r)i +(2-r)/,
misséd 7 on jokin reaaliluku.

Toisaalta OP=1(37 + j)=3ti +1j, missd ¢ on jokin reaaliluku.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan 7 ja . Luku » on kysytty janan 4B
jakosuhde.
(A+6r)yi +Q2-r)j=3ti +¢

Komponentteihinjako on yksikésitteinen, joten 1 + 6r=3¢ja2 —r=t¢.
Ratkaistaan syntyva yhtalopari.

1+ 6r =3¢

{2—r=t 14-3)

1+ 6r =3¢
{—6+3r=—3t

-54+9r=0
o2

9

Kertoimesta r =% ndhdéin jako-osien yhteisméérd 9, AP:n jako-osien

lukumaird 5 sekd PB:n jako-osien lukuméiri 4, joten suhde on 5:4.
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551.

Vektorin 4 +3; pituus on 4* +3% =5, joten ensin siirrytdan vektorin
2- ==(4i +3j)=2i +— )
5 5(1 37) 5z+5] verran

Vektorin 5i —12 pituus on /5% +(—12)> =13, joten timén jilkeen

siirrytddn vektorin

. 5i—12;
13

_L = 177 :i T_Q_.
—13(51 125) 13tz 13t] verran.

Olkoon kysytty piste P = (x, ), jolloin

Op_B87,67,5 7 122 8.5 = 6 12,
OP—51+5]+13tl 13tj (5+13t)1+(5 13t)j.
On siis x=5+2¢ ja yzé—ﬁt. Kyseessé on suoran yhtilo, joka
5 13 5 13

voidaan esittdd yhtdloparina

_8.5

x-5+13t

_6 12,

5 137

josta voidaan lukea erés suoran piste (%, %) sekd suuntavektori
Sy _12-

13 137

2.5 1213_ 12

tavektori taa kulmakerroin & = ‘2T - :
Suuntavektoria vastaa kulmakerroin & 1313 13 5 5

Suoran yhtilo on siten

y=yo=k(x—xy)
6 12

60x+25y-126=0
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n
n

2. a) Tason yhtild on ax + by + ¢z + d = 0, missi a, b, ¢ ja d ovat jotkin
vakiot. Tason ax + by + ¢z + d = 0 ja xy-tason leikkaussuora on
ax + by +d =0, silld xy-tason pisteilld z = 0.
Siten kyseessi olevan tason yhtdlossd a = 1, b =2 ja d = —3 eli yhtilo
onx+2y+cz—3=0.

Tuntematon vakio ¢ saadaan ratkaisua sen tiedon perusteella, ettd piste
(2, 4, 6) toteuttaa yhtélon eli yhtdlo 2 +2 -4+ ¢ - 6 — 3 =0 tosi. Tasta
saadaan, ettd c = —%. Tason yhtilo on siis x +2y — lz -3=0eli

6
6x+12y—-7z-18=0.

b) Jokaisessa x-akselin pisteessd y = 0 ja z = 0. Sijoitetaan nima luvut
tason yhtaloon, jolloin saadaan 6x — 18 =0 eli x = 3.
Taso leikkaa x-akselin pisteessi (3, 0, 0).

y-akselin leikkauspisteessd x = 0 ja z = 0, joten 12y — 18 = 0, josta

y= % Taso leikkaa y-akselin pisteesséd (0, %, 0).

z-akselin leikkauspisteessd x =0 ja y = 0, joten —7z — 18 = 0, josta

_18

z=—> Taso leikkaa z-akselin pisteessd (0, 0, —%).
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n

Suora on kohtisuorassa tasoa vastaan, jos se on kohtisuorassa kahta tason
erisuuntaista vektoria vastaan. Muodostetaan suoran suuntavektori.

E=(4—2)7+(%—11%)74(—1—2)1?:27—117—3/?

Muodostetaan kaksi pisteestd (1, 1, 1) lahtevaa erisuuntaista tason
vektoria u ja V.

=G5-)i +Q2-1)j+O0-Dk=4i +j -k

v=@4-1)i +A-1)]+@-1)k =37 +2k

Lasketaan vektorien u ja 5 sekd Vv ja s vilinen pistetulo.
Su=0i-117-3k)-(47 +j—k)=8-11+3=0
5v=2i -117-3k)-(3i +2k)=6-6=0

Koska pistetulot ovat nollia, on suoran suuntavektori kohtisuorassa kahta
tasolla olevaa vektoria vastaan ja siten my0s tasoa vastaan.
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554.  Piirretddn tilannetta havainnollistava kuva.

Lavistdjavektorit ovat
a+b+c=Q2i +j+4k)+(—i +3j +k)+Bi +j)=4i +4j +4k

ja
—G+b+c=—Q0 + ] +4k)+ (=i +3]+k)+ (37 +j)=3] —3k.

Lasketaan lavistdjavektoreiden pistetulo.
(4i +4j +4k)-(3j -3k)=12-12=0

Koska lavistdjavektoreiden pistetulo on 0, ovat ne kohtisuorassa.
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555.  Lasketaan kolmion sivuvektoreiden @, b ja —a +b pituudet.
|@|=|{i +27|=Ni* +4

1D |=|-27 +(t=2)7 | =4+t —2)% =Na+2 —4r+4 =P —41+8

|-a+b|

= | (T +2]) + (2T +(t-2)])]
=|(=t=2)i +(t-4)j|
=J(=t-2) +(1-4)

NP rA 4442 —8r+16

=22 -4 +20

Koska 2 — 4t + 8 <2 —4t+ 8 <2 —4t+20,0n |—-a+b |>|b]|.
Koska 2 +4 <A +4+(t—2) =21 —4t+ 8 <2 —4¢+ 20, on
|-a+b|>|al.

Koska vektori —a + b on pidempi kuin kumpikaan vektoreista @ ja b, on
kolmion kolmas sivu pisin.
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556. Lentokoneen lentorataa vastaan suoran yhtdld parametrimuodossa on

x=1500-20¢
y=2000+10¢ (teR)
z=0+3¢

Lentokone ylittdd maantien, kun lentokoneen lentoradan projektio xy-
tasossa ja suora 2x + y = 200 leikkaavat.

Lentoradan projektio on xy-tason suora, joka saadaan asettamalla
lentoradan z-koordinaatti nollaksi.
x=1500-20¢ (teR)

y=2000+10¢
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557.  Mééritetddn aluksi | AP| ja | BP|.
| AP | = (x = (=2))2 + (¥ =0)? =J(x +2)> + ¥2 =Jx? +dx+ 4 + 17

[BP|=J(x-2)* +(y-3)?
—Jx2 —dx+4+ " —6y+9
:\/x2+y2—4x—6y+13

Ehdosta |E’|S2|ﬁ’| saadaan
\/)cz—i—4x+4+y2 SZ\/x2+y2—4x—6y+13.

Koska epédyhtdlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, sdilyy jérjestys
korotettaessa puolittain nelioon.

x? +4x—i—4+y2 S4-(x2 +y2—4x—6y+13)
—3x? =3y +20x+24y—48<0

Pyritdan tdydentdmaéén yhtdloon binomien neliot.

3x2 =37 +20x+24y—48<0  [|:(=3)
x? +y2 —%x—8y+1620

10,2
(x— ) +(y—4) =(3 )’
Kayrd (x - m)2 +(y-4) = ( ) on ympyrd, jonka keskipiste on

10

(10 4) sédde on — 3

Ehdon (x— ) +(y—4) >( ) toteuttavat siten kaikki mainitulla

ympyrélla j Ja sen ulkopuolella olevat pisteet.
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n

4 X
10
3 (? 74)
2
1
=2 Fl © 1 2 3 4 5 6 v 8 © 10

Kolmion OA4B kylkien O4 ja OB pituudet ovat |a| ja |5 |. Kolmion

kolmas kylki on 4B, jota vastaa vektori AO0+OB=-0A+OB=-a+b.
Sivun 4B pituus on siis |-z +b |.

Jotta voidaan kayttda annettua pistetuloehtoa, lasketaan vektorin —a + b
pituuden nelid, joka on vektorin pistetulo itsensé kanssa.
@ +b| =(-a+b)-(-a+b)
=—a-a-2a-b+b-b
=-2a-b-2a-b+b-b
=b-b
b [

Siten |—a +b |=|b | eli AB ja OB ovat yhti pitkit. Kolmio on OAB on
ndin ollen tasakylkinen.
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n

Normaalivektori voidaan muodostaa, jos tunnetaan jotkin kaksi tason
vektoria. Ndmaé voidaan vastaavasti muodostaa, jos tunnetaan jotkin
kolme tason pistettd. Madaritetddn tunnetun pisteen lisdksi kaksi pistetta
suoralta antamalla parametrille ¢ jotkin kaksi arvoa, esimerkiksi 7 = 0 ja
t=1.

Kunt=0,x=1+0=1,y=2+0=2jaz=3+ 0 =3, joten parametrin
arvoa ¢ = () vastaa piste on (1, 2, 3).

Kunt=1,x=1+1=2,y=2+2-1=4jaz=3+3-1=6,joten
parametrin arvoa ¢ = 1 vastaa piste on (2, 4, 6).

Vektori pisteesta (1, 1, 1) pisteeseen (1, 2, 3) on
(1-1i +Q2-1D)j+GB-Dk =j +2k.

Vektori pisteesta (1, 1, 1) pisteeseen (2, 4, 6) on
Q-Di+A4-D)j+6-Dk =7 +37 +5k.

Normaalivektori on 7 = ai +bj +ck joillakin kertoimilla a, b ja c. Koska
normaalivektori on kohtisuorassa jokaista tasossa olevaa vektoria vastaa,
niin 7-(7 +2k)=0 ja (i +37 +5k)=0. Tasti muodostuu kaksi
yhtél4.

n-(j+2k)=0

(ai +bj +ck)-(F+2k)=0
a-0+b-1+c¢-2=0
b+2¢=0

(i +3j+5k)=0

(ai +bj +ck)-(T +37+5k)=0
a-1+b-3+c¢-5=0
a+3b+5¢=0
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Ehdoista syntyy yhtilopari.
b+2c=0
a+3b+5¢=0

Yhtéloparille 16ytyy useita ratkaisuja, koska normaalivektoreita on useita:
normaalivektorin pituus ei ole merkityksellinen. Siten yksi kertoimista a,
b ja c voidaan valita vapaasti (kunhan ei valita kertoimeksi lukua 0).
Valitaan a = 1. Yhtéloparin ensimmadistd yhtdlostd saadaan b = —2c.
Sijoitetaan ndmaé toiseen, jolloin saadaan yhtdlo 1 +3 - (—2¢) + 5¢ =0.
Téstd saadaan ¢ = 1, joten b = —2.

Siten erés tason normaalivektorion 7 =7 —2 +k.
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560.

Pisteiden 4 ja B kautta kulkee suora. Suoran erés suuntavektori on
AB =-a+b. Jos merkitddn vektoreiden yhteistd alkupistettd kirjaimella

0, jokainen suoran piste P toteuttaa ehdon OP=0A+t-AB jollakin
parametrin ¢ arvolla. Néytetdén, ettd myos piste C toteuttaa timén ehdon.

_lbla+ialb __\bla_ |alb__ bl __. _ldl_3

lal+|b| lal+[b]| l|al+|b| |al+|b] |a|+|b]
mutta tima muoto on ihan outo. Kokeillaan tarkastella erotusta ¢ —a ja
yritetdén saada sité kautta jotain tolkullista aikaan.

oC=¢

B

_ _ |bla+|alb _
c—-a=———"—=—"-
Jal+lb]| 3
_Ibla+|alb _a(a|+|b])
Jal+|b|  lal+[b]
_|bla+|a|b-alal-|b|a
_lal+|b]
_lalb—-ala]
la|+]b |
lal  + -
=—~'__(b-a),
|c7|+|b|( )
joten E=E+%(5—5).
la|+|b|

Nyt R':E:E+%(5—5)=a+t-(5—5)=a+t-ﬁ, misséd
a |+

_la

Cla|+|b |
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Koska | @ |+|b | >0 on ¢ méiritelty aina ja piste C on aina pisteiden 4 ja B
kautta kulkevalla suoralla. Koska lisiksi |@ |+|b |>|a@|, on0<t<1eli
piste C on janalla AB.

Jakosuhde on janojen AP ja PB pituuksien suhde. AP:n pituus on kerroin ¢
ja PBm pituus
@l _lal+lb|__la|___|b]

[@l+1b| lal+lb| |al+|b| |al+|b]

Suhde on _|E|_ : _|b|_ =@, kun |5 |#0.
lal+|b| |al+[b]| [b]
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561. Merkitdin Od=a ja OC =¢. Piirretiin tilannetta havainnollistava kuva.

B
E

a

o

Leikatkoon vektorit OF ja oD janan AC pisteissd X ja Y.

Oletetaan, ettd X j (ja Y Jakavat janan kolmeen yhta pltkaan osaan ja

osoitetaan, ettd OX =t-OE jollekin ¢ ja OY =r-OD jollekin 7 eli ettd
pisteet X ja Y ovat janoilla OF ja OD.

1=

OX = 0C+3

CA-z+1 (c+a)— 274 a:%(zﬂa)

Toisaalta OE =¢ +=a = l(25 +a), josta 2c +a = 20E. Siten

1z
2¢
_X:—(zc +a)_l F:%ﬁ.

Samoin W:&+1A_C=a+l(—a+5)=2¢7+E=l(2a—+6).
1

Toisaalta %=5+5 =—(2a+c) josta 2a + =20D. Siten
or=Loa+ey=L.20p0=-20D
OY—3(2a+c)—3 20D 3OD.

On siis osoitettu, ettd janan AD kolmeen yhté suureen osaan jakavat

pisteet ovat janoilla OD ja OE eli ettd vektorit OE ja oD jakavat janan
kolmeen yhti suureen osaan.



