Juuri Kertaus e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e pdivitetty 25.10.2018

4 Analyyttinen geometria

4.1 Tason kayra ja suora

LUVUN 4.1 YDINTEHTAVAT

401. a) Piste on kéyrill4, jos se toteuttaa kdyran yhtdlon.
2-(-D* = (=1’ = (-1)-22 =2-1+1+1-4=0
Piste on kayralla.

b)3-3+2a-7=0

9+2a-7=0
2a=-2|:2
a=-1

_S-CEh_ 41
W20 k=5 T2 773

Suoran yhtilo on

y= (D=5 (x=(2)

y+1=—%(x+2)

1 2

y+1= 3x 3

yo 1.2

3 3

yo 1,5

3 3
Suuntakulma:
1
tana = 3

a=-18,43..°~ -18,4°

b) k= tan(-30°) = —tan 30° = ——— = —0,577... ~ 0,58

€L
3
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403.

a) x-akselin suuntaisen suoran kulmakerroin on 0. Suoran yhtil6 on y = 2.

b) y-akselin suuntaisella suoralla ei ole kulmakerrointa. Suoran yhtld on
x=1.

¢) k=tan(-45°) = —tan45° = -1
Suoran yhtél6 on
y—2=-1(x—-1)

y=2=—=x+1
y=-x+3.
d) 2x+y=0
y=-2x

Suoran kulmakerroin on —2.
Kohtisuoran suoran kulmakerroin on %, koska kohtisuorien suorien
kulmakertoimien tulo on —1.

Suoran yhtilo on

y-2=2(x-1)

1.1

y 2—2x 5

141

y—2x+12
y=Lyxi3 elix—2y+3=0.

27
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404.

405.

Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran kulmakerroin on l_(; :; = —%.
- - _3 8 : 3
Suoran 3x — 5y — 8 =0, eli suoran y = 5573 kulmakerroin on 5
53_ 15_ . o .
Kulmakertoimien tulo on 35 15" —1, joten pisteiden A4 ja B kautta

kulkeva suora ja suora 3x — 5y — 8 = 0 ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Suoran 10x + 6y + 1 =0 eli suoran y = —%x —% kulmakerroin on —=,

joten se on yhdensuuntainen pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran
kanssa.

Pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran suuntakulma on

tana = —%, josta

a=-59,03...°
a=~-59,0°.
Suora muodostaa x-akselin kanssa kulman, jonka suuruus on noin 59,0°.

a) Sivun 4B keskinormaali kulkee sivun 4B keskipisteen kautta.

Keskipiste on (O er 2 4+ 0) (1,2).
Sivun AB suuntaisen suoran kulmakerroin on g g 2.

Keskinormaalin kulmakerroin on %, koska —2 A —1.

Keskinormaalin yht&l6 on

y=2=2(=1)
11
y=2=55773

Ly 3 el _
y—2x+2e11x 2y+3=0.
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b) Kérjen C kautta piirretty keskijana kulkee pisteen C ja janan AB

keskipisteen (1, 2) kautta.

. 3-2_1
Suoran kulmakerroin on 1" 5
Suoran yhtilo on
y=3=1(x-6)
_1. 6
y—5x 5+3

19 irosyagn
y_5x+5ehx 5y+9=0.

A=(0,4) (6,4)

Cc=(6,3)

(0,0 B=(2,0) (6,00 *

Kuvan merkinngilld kolmion ABC pinta-ala
voidaan laskea vihentdmaéll4 suorakulmion pinta-alasta kolmen
suorakulmaisen kolmion pinta-alat.

Kolmion 4BC pinta-ala on
6'4—(%-2'4+%~4-3+%'6'1):24—(4+6+3):11.
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406.

Ratkaistaan suorien leikkauspisteet.

y=2x x+y=3 y=2x
{x—Sy—9=0 {x—Sy—9=0 {x+y=3
x=-1Ly=-2 x=4,y=-1 x=1,y=2

Merkitdan karkipisteet 4 = (-1, -2), B=(4,—-1)jaC=(1, 2).
Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

AB: (4= (-D)* + (-1~ (-2)* =26
BC: 14 +(2—(-1))? =18 =32
AC: J(=1-1)% +(=2-2)* =420 =25

(1.2)
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407.

Suoran 2x + 3y =0, eli suoran y = —%x kulmakerroin on —%.

Pisteen (-3, 6) kautta kulkevan yhdensuuntaisen suoran yhtélé on
y—6= —%(x +3)

y=—%x+4.

Olkoon piste 4 y-akselin leikkauspiste, jolloin y = 4 ja kysytty piste
A=(0,4).

Olkoon piste B x-akselin leikkauspiste, jolloin 0= —%x +4 ja edelleen
x = 6. Kysytty piste on B = (6, 0).

Janan AB pituus on (6—0)2 +(0—4)2 =62 + 42 =/52 = 24/13.

Janan 4B keskipiste on (6 —5 0 ,0—54) =(3,2).

Janan 4B keskinormaalin kulmakerroin on %, koska —% % =-1.

Keskinormaalin yht&l6 on

y-2=2(x-3)
3,05
YT Ty

Keskinormaali leikkaa y-akselin pisteessa (0,—%) )

Keskinormaali leikkaa x-akselin pisteessd, jossa y = 0:

3 5_
EX—E—O
x=2
3

Keskinormaali leikkaa x-akselin pisteessd (g, 0).
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4.2 Ympyra ja paraabeli

408.

409.

a) Ympyrén keskipiste on (0, 0) ja sédde 9.
(x—0)+(y—07=9
x> +y* =81

b) Sijoitetaan piste (—4, 8) ympyran yhtaloon.
(—4)* + 8> =16+ 64 =80 <81

Piste on ympyrin sisdpuolella, joten sen kautta ei voida piirtda
tangenttia.

Ympyrén keskipiste on halkaisijan paitepisteiden keskipiste.

(4+(—2),1_J2fl)=(1, D

2

Ympyran sdde on puolet halkaisijasta.

L N@-(27+0-D 6 _,

2 2

Ympyran yhtilé on
(e 1P+ (=12 =3
(x—172+@-1)7=9.
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410.

411.

a) Médritetdin ympyrin x* + y* — 8x + 14 = 0 keskipiste ja side.
¥ —-8x+) =-14
¥ -8x+16+) =-14+16
(x—4P>+y*=2

Ympyrén keskipiste on (4, 0) ja sdde on V2.

Pisteen (9, 5) etdisyys ympyrdn keskipisteestd on

JO-4)2 +(5-0)* =+25+25 =5V2.

Pisteen (9, 5) lyhin etiisyys ympyristi x*> + 1* — 8x + 14 =0 on

52 -2 =442,

b) Suora on normaalimuodossa x — 1 = 0.
d_|1-9+0-5—1| _@_8

NIEI RN

Suoran 3x — 4y + 9 = 0 etdisyys ympyran keskipisteestd on ympyrén side.
Lasketaan suoran etiisyys pisteesté (4, —1).

_Ba-ani9_os

(4?3
Ympyréin yhtélo on
(=4l +(@-(1y=5
(x—4)* +(y+ 1) =25.

=5

y-akselin jokaisessa pisteessd x = 0, joten ympyri (x — 4)* + (y + 1)* =25
leikkaa y-akselin pisteessi
0-4>+(y+1)7=25

v+ 17 =25-16

y+17%=9
y+1=3taiy+1=-3
y=2 y=-4

Ympyré leikkaa y-akselin pisteissé (0, 2) ja (0, —4).
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412.  Piste on ympyrill4, jos se toteuttaa ympyrén yhtélon.
(6-4Y+2-17=22+1"=4+1=5.
Piste on ympyrilla.

Tangentti on kohtisuorassa ympyrén sédettd vastaan.
Ympyrén keskipiste on (4, 1). Lasketaan keskipisteestd pisteeseen (6, 2)
piirretyn séteen suuntaisen suoran kulmakerroin.
p_2-1_1
¥6-4 2

Tangentin kulmakerroin on -2, koska -2 - = =—1.

1
2
Kysytyn tangentin yhtdlo on
y—2=-2(x—06)

y=-"2x+14.

413. Madritetddn paraabelien leikkauspisteet.

2
x=4y-y
v =dy-y’
2y2—4y=0
2y(y-2)=0
2y=0taiy—-2=0
y=0 y=2

Kun y = 0, niin x = 0 ja kun y = 2, niin x = 2> = 4.
Paraabelien leikkauspisteet ovat (0, 0) ja (4, 2).

Leikkauspisteiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin on 421:8 = %
Kysytyn suoran yhtél6 on
y=0=2(x=0)

1

yzix.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 25.10.2018

414.  a) Paraabelin yhtild on muotoa y — 2 = a(x — 1)*. Piste (0, 4) toteuttaa
paraabelin yhtilon.
4-2=a(0-1)>
a=2

Paraabelin yhtild ony — 2 = 2(x — 1)* eli y = 2x* — 4x + 4.

b) Paraabelin yhtild on muotoa x — 1 = a(y — 2)*. Piste (0, 4) toteuttaa
paraabelin yhtalon.

0-1=a(4-2)
—-1=4a
a:_l
4

Paraabelin yhtélo on x—1= —%(y - 2)2 eli x= —%yz + ).
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415.  a) Johtosuoralla olevien pisteiden x-koordinaatit ovat samat, joten
johtosuoran yhtidld onx=1elix - 1 =0.
Paraabelin piste (x, y) on yhtéd kaukana polttopisteestd ja johtosuorasta.

Etiisyys polttopisteestd on \/ (x=2)* +(y—(-1)>°.
Etiisyys johtosuorasta:

1 -y—1

[1-x+0-y |=|x—1|

V12 +0?

Saadaan yhtalo:
JE—22 +(y—(-1))* =|x 1], josta x=%y2 3

b) Koska johtosuora on y-akselin suuntainen, akseli on x-akselin
suuntainen. Akseli kulkee polttopisteen (2, —1) kautta.
Paraabelin akseli on y = —1.

c¢) Paraabeli leikkaa x-akselin pisteessd, jossa y = 0:

x= % .02 +0+2=2, jostax = 2 ja leikkauspiste (2, 0).

Paraabeli leikkaa y-akselin pisteessd, jossa x = 0:

1 2
0=—= 2.
2)’ +ty+

Yhtalolla % y2+y+2=0 ei ole ratkaisua, joten paraabeli ei leikkaa y-

akselia.
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416.  a) Piirretddn Erottajan ja Yrjonkadun suuntaiset suorat ja mitataan niiden
vilinen kulma.

vanha
kirkkopuisfo

3

Kulma on noin 34°.

b) Asetetaan kuva siten, ettd koordinaatiston yhden ruudun sivun pituus
on 50 metrid kartalla.

vanha |
kirkkopuisfo

3

H
GHIJ:n pinta-ala = 5.89

Ohjelmalla saadaan pinta-alaksi 5,89 pinta-alayksikkoa.
Yhden ruudun sivun pituus on 50 m, joten yhtd pinta-alayksikkoa
kartalla vastaa 50 m - 50 m = 2500 m? luonnossa.

Korttelin pinta-ala on 5,89 - 2500 m? = 14725 m®.
Yksi aari on 100 m?, joten korttelin pinta-ala on n. 150 aaria.
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Luvun 4 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

417.  A-VI, B-V, C-1I, D-VIII, E-1I, F-VII, G-IV, H-I

418. a) Suoran kulmakerroin on §:8 = %
Suoran yhtilo on
y=0=2(x-0)
y=ﬁm
3

b) Ympyrén sdde on keskipisteen (0, 0) ja pisteen (3, 4) etiisyys.
r=yJ(3-00+(4-0)* =9+16 =25 =5
Ympyran yhtilé on
(x—0)+(y-0)7=5
x?+y*=25.

¢) Paraabelin yhtilé on muotoa y — 0 = a(x — 0)%, eli y = ax’.
Piste (3, 4) toteuttaa paraabelin yht&lon, joten

4=q-3*
a:i
9"

Paraabelin yhtélo on y = gxz.

419.  A-IIL, B-III, C-II1, D-1I, E-1



420.
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Suorat eivit leikkaa, kun suorien kulmakertoimet ovat samat ja
vakiotermit eri suuret.
ax+y+2=0

3x+y+a=0
y=-ax—2 y=-3x—-a

Suorat eivit leikkaa, kun a = 3, koska tilloin kulmakertoimet ovat samat,
eli -3, ja vakiotermit eri suuret, eli —2 ja —3.

Ratkaistaan suorien leikkauspiste yhtiloparista

y=—ax—2
y=-3x—a’
—ax—-2=-3x—a
B-ax=2-a
= 2—-a
3—-a

Yhtdlolld on ratkaisu, joka on suorien leikkauskohta, kaikilla muilla a:n
arvoilla, paitsi arvolla @ = 3, koska tilldin nimittija on 0.

421.

a) Ympyrin (x — 3)* + (y + 1) = 5 keskipiste on (3, —1) ja side on V5.
Suoran x — 2y + 10 = 0 etdisyys ympyran keskipisteestd on
1-:3=2-(=D +1 V5)
13-2:0410_ 915 155y s
J2+(2)? V5005

Suoran ja ympyrén etdisyys d on 35 -5 =245.
b) Suora x + 2y + 4 = 0 on ympyréan tangentti, jos sen etdisyys ympyran
keskipisteestd on séde.
1342 (-)+4 Y9 5
V1% 422

_5V5 _
55 V5

Etdisyys on sama kuin ympyrén side, joten suorax + 2y +4 =0 on
ympyrén tangentti.
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422. a) Sovitetaan suora havaintopisteisiin Geogebrassa luomalla ensi pisteistad
lista ja tdmén jédlkeen sovittamalla suora SovitaSuora-komennolla.

30
~
f

20

(18, 15.56)

20

Niéin saadaan arvioksi heindkuun 2018 keskildmpdtilalle 15,6 astetta
Ennuste poikkeaa mitatusta arvosta 21,1 — 15,6 = 5,5 astetta.

b) Sovitetun suoran yhtélo on y = —0,66x + 27,52. Keskildmpotila siis
pienenee keskiméérin 0,7 astetta vuodessa.
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423. a) Suoran kulmakerroin on 5 2-6 _-4_ -

Suoran yhtilo on
y-2=-2(x-5)

__1..9
y= 2x+2.

Paraabelin yhtild on muotoa x — 3 = a(y — 0)* eli x = ay* + 3.
Piste (-1, 2) on paraabelilla, josta saadaan yhtilo

~1=a-2°+3
4a=-4
a=-1.

Paraabelin yhtild on siis x = —)* + 3.

Ympyrén keskipiste on (6, —1). Ympyran séde on keskipisteen ja kehén
pisteen (5, 1) etdisyys.

F=y(6-3 +(-1-1)> =\/I> +(-2)> =V1+4 =5

Ympyran yhtilo on
(x=6)>+(y—(-1))’ =(V5)* =(x=6)> +(y +1)* =5.

b) Médritetddn suoran y = —%x +% eli suoran x + 2y — 9 = 0 etiisyys
ympyrén keskipisteestd (6, —1).
1-6+2-(-1)=9] V5
| (D-9_"™ 5 _ _Sf _J5

JI2+ 22 V5

Etdisyys on sama kuin ympyrén sidde, joten suora on ympyran
tangentti.
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424.  Asetetaan paraabeli koordinaatistoon.

(0,9)

Paraabelin yhtild on muotoa y — 5 = a(x — 0)* eli y = ax* + 5.
Piste (9, 0) toteuttaa paraabelin yhtélon, joten

0=a-9°+5
L5
81’

Paraabelin yhtélo on siis y = —%xz +5.

Lasketaan, mikd on paraabelin korkeus kohdassa x = 2,60.
y=4,582...

Koska korkeus on suurempi kuin kuorma-auton korkeus, kuorma-auto
mahtuu ajamaan sillan ali omalla kaistallaan.
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425.  a) Ympyrin yhtild on muotoa x* + y* + ax + by + ¢ = 0.
Pisteet (2, 1), (0, —3) ja (4, —1) toteuttavat ympyrén yhtidlon. Saadaan
yhtéloryhma:
(-2’ +1+a-(=2)+b-1+c=0 441-2a+b+c=0
0 +(=3) +a-0+b-(-3)+c=0 eli {9—3b+c=0
A+’ +a-4+b-(-1)+¢c=0 16+14+4a-b+c=0

jonka ratkaisu ona =-2,b=0jac=-9.
Ympyrin yhtild on x* + 12— 2x — 9 =0eli (x — 1) +)* = 10.
Ympyrin side on V10, joten ympyrin pinta-ala on wt-(~/10)* =107

b) Pisteen P pisin ja lyhin etdisyys ympyrén kehélle voidaan mitata
ympyrén keskipisteen kautta kulkevaa suoraa pitkin.
Ympyrén keskipiste on a-kohdan perusteella (1, 0) ja sdde J10.
Pisteen (10, 3) etdisyys keskipisteestd on

J10-1)2 +(3-0)? =+/90 =3/10.

Pisteen P lyhin etdisyys ympyrille on 3410 =10 =210 ja pisin
etiisyys 3410 ++/10 = 44/10.
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426. Pisteen P koordinaatit ovat (2, a).
Suorat AP ja BP ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Miaritetdan
molempien suorien kulmakertoimet.
-1_a-1
AP: L= =
2-0 2
a—(-1) _a+1

2-7 -5

BP:

Kun suorat ovat kohtisuorassa, niiden kulmakertoimien tulo on —1.
a-1 a+l_ _

2 -5
(a=D(a+)
a’>-1=10
a’ =11

a=—V11taia=11

Kuvan perusteella piste P on x-akselin alapuolella, joten P = (2, —/11).
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427. Halkaisijan paatepisteiden kautta kulkeva suora kulkee myds ympyran
keskipisteen kautta.
Madritetddn ympyran keskipiste.
¥y -8x—4y+15=0
X —8x+)y* —dy=-15
¥ -8x+16+) —4y+4=-15+16+4
(x=4P°+ (-2 =5

Ympyrén keskipiste on (4, 2).

Suora kulkee pisteiden (0, 0) ja (4, 2) kautta. Suoran kulmakerroin on
2-0_1

4-0 2°

Suoran yhtild on siis y = %x.

Madritetdén suoran ja ympyrén leikkauspisteet yhtdloparista
x>+ )% —8x—4y+15=0
y=%x '
P+t osx—4.Lei15-0
2 2
%xz—mx+wzon4
5x2 —40x+60=0 |:5

X —8x+12=0
x_8i408f—4442
B 2-1
_8++/64-48
2
_ 84416
2
_8+4
2
x=6taix=2

Kun x = 6, niin yz%-6:3 jakunx =2, niiny=1.
Pisteet P ja Q ovat (2, 1) ja (6, 3).
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428.

-1
Madritetdén leikkauspisteet ratkaisemalla yhtélopari {y A
2, .2
X +y =5

)624—(%)02 =5
257 =5 ||-4
5x2=20 |:5

¥ =4

x=2taix=-2

Kun x = 2, niin y:%-2=1 jakunx =2, niin y = 1.

Leikkauspisteet ovat (2, 1) ja (-2, —1).
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429. a) Pisteen (x, y) etdisyys pisteestd (1, 2) on 3, eli

Ja-1?+(y-2)? =3
(x-1)*+(y-2)* =9.

Kéyrd on ympyré (x — 1)2 + (- 2)2 =9,

b) Pisteen (x, y) etdisyys suorastax =2 elix —2 =0 on
[x—2|

N/

Pisteen etiisyys origosta on \/ (x— O)2 +(y— 0)2 .
Etdisyydet ovat yhtd suuret, joten saadaan yht&lo:

x=2 .
\/(x—O)2 +(y—0)° Zﬁ,]osm VX2 + % = x-2].
+

Yhtidlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtdlo voidaan
korottaa puolittain neliéon.

a4y | -2f
X+ =(x-2)°
x*+yt=x’—4x+4

4x=—y2+4
1 2

=—= 1
Xx=—gy+

Kéyré on paraabeli x = 1 y2 +1.
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430.  Kirjoitetaan ympyran yhtélo keskipistemuotoon.
¥y —2x—4y+6=0
X =2+ —4y=-6
¥ -2x+1+)y' —dy+4=—6+1+4
x-1P+@r-27>=-1

Kahden nelion summa ei voi olla negatiivinen. Mikdan lukupari (x, y) ei
toteuta yhtaloé.
¥y -2x—4y+5=0
¥ -2x+1+y' —dy+4=-5+1+4
(=1P+@-27=0

Yhtilo esittdé pistettd (1, 2). Lukupareja on yksi.
431.  Jos lakipisteen koordinaatit ovat (0, 0), niin antennin reunoilla on

koordinaatit (50, 20) ja (=50, 20). Ndma pisteet toteuttavat paraabelin
yhtilon x* = 4ay:

50> =4a - 20

2500 = 80a
_ 2500 _125 _
a==== =31,25.

Paraabelin polttopiste (0, @) on nyt (0, % ). Antennin vastaanotin tulee

asettaa etdisyydelle 31 cm lakipisteesta.
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432.

2x—-5y+10=0
—5y=-2x-10 || : (-5)
y=%x+2
yz%x—l

Molempien suorien kulmakerroin on %, joten ne ovat yhdensuuntaiset.

Suoralla y = %x —1 on piste (0, —1). Pisteen etdisyys suorasta on lyhin, eli

kohtisuorasti mitattu etdisyys. Tdmé on samalla myds yhdensuuntaisten
suorien valinen etdisyys.

Lasketaan pisteen etdisyys suorasta 2x — 5y + 10 = 0.

[2:0-5-(-1)+10] 15

J2 s V29

Suorien etiisyys on A5

o
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433. f0)=2=1,1)=2"'=2jafi2)=2"=4.
Toisen asteen polynomifunktion lauseke on g(x) = ax* + bx + ¢, a # 0.
Tehtdvanannon tiedoista saadaan yhtdloryhma
g(0)y=c=1
g)y=a+b+c=2
g(2y=4a+2b+c=4.

Toisesta yhtdlostd saadaan b=—-a—-c+2=—-a—-1+2=-a+ 1.

Kolmannesta yhtélostd saadaan
4a+2(-a+1)+1=4

2a=1
L1
>
I R |
Kun a 2,nunb 2+1—2.
1 2,1

Toisen asteen polynomi on siis R + ¥ +1.
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434.  Etiisyys origokeskeisestd yksikkoympyrastd ympyrasti saadaan
vihentdmalld sdde pisteen etdisyydestéd keskipisteestd ja ottamalla
tuloksesta itseisarvo.

Pisteen (x, y) etéisyys origosta on Jx+)7.
Pisteen etiisyys yksikkOympyrésti on ‘«/x2 + y2 - 1‘.

Pisteen etiisyys x-akselista on pisteen y-koordinaatin itseisarvo |y|.

Yhti suurista etdisyyksisti saadaan yhtild ‘\/xz +y? - 1‘ =|y.

Yhtidlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtdlo voidaan
korottaa puolittain neliodn.

2
‘\/x2+y2—1‘ =]y’
( /x2+y2 _1)2 =R
xz+y2—2\/x2+yz+1=y2

2Jxt+ 32 =2 -1 |:(-2)
N =%(x2 +1)
X2 er2 =%()c2 +1)2

P =%(x4 122 +1)

X +y =Zx +§x +Z
2 1.4 1 2,1
VEgY Yty
yzzi(x4—2x+l)

=3 -1

121 S U
Y=t Tz YT
Kivri 12 1. 12,1 .
dyrien y=—x" -5 ja y=—-x +§ yhtél5t ovat paraabelien

yhtalditi.
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435.

Ympyrin (x — 3)* + * = 1 keskipiste on (3, 0) ja side 1. Pisteen (x, )
etdisyys ympyristd saadaan vihentdmalld sdde pisteen etiisyydesti
keskipisteestd ja ottamalla tuloksesta itseisarvo.

Pisteen (x, y) etdisyys ympyrén keskipisteestd (3, 0) on
J=37 + (=0 =J(x =3 +)7.

Etdisyys ympyrén kehdstd on ‘\/(x —3) 4+ - 1‘ .

Pisteen etiisyys y-akselista on pisteen x-koordinaatin itseisarvo |x|.

‘\/(x—3)2 452 —1‘:|x|, josta x=%y2+l.

Pisteiden joukko on paraabeli x = % y2 +1.
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436. Paraabeli sivuaa y-akselia, joten y-akselilla ja paraabelilla on tarkalleen
yksi leikkauspiste.
Paraabelin ja y-akselin (x = 0) leikkauspiste voidaan ratkaista yhtilosta
ay*+3y+a=0.
Talld yhtdlolla on yksi ratkaisu, kun diskriminantti on 0.
Diskriminantti D=3?—4 - a - a =9 — 44, joten

9-4a*>=0
22 9
Ty
_3 .. __3
a—ztala >

Paraabelin yhtélo on xz%y2 +3y+% tai xz—%y2 +3y—%.

Ratkaistaan y -akselin leikkauspiste kummastakin yhtilosté erikseen.

3y +3y+ ~0 -2

3y? +6y+3—0 II:3
Y242y +1=0

_ 242’411 2+4-4 _ -2+0 __
2-1 2 2

Kun a = %, y-akselin sivuamispiste on (0, —1).

3 2
2y +3y-— 2—O||2

3y +6y-3=0 |:(-3)
¥ -2y+1=0

243(2-4-1-1 _2+J4-4 _2+\0
21 =T g

y:

Kun a = —%, y-akselin sivuamispiste on (0, 1).
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437.

Piirretddn kuva.

I
2 A= (1,a)

¥

0 {(0,0) B = (b,0)

Sivu OB on x-akselilla, koska pisteiden O ja B y-koordinaatit ovat 0.
Kulma O ei voi olla suora kulma, koska télloin sivun OA tulisi olla y-
akselilla. Pisteen 4 x-koordinaatti on 1, joten se ei voi olla y-akselilla.

Suora kulma voi olla kulma A4 tai kulma B.

Jos kulma B on suora kulma, tulee sivun AB olla y-akselin suuntainen, eli

pisteen B x-koordinaatin tulee olla 1, eli b= 1.

Piste B on siis tilloin (1, 0).

Kolmion OAB kannan pituus on 1 ja korkeus on pisteen 4 y-koordinaatti
a

a. Kolmion pinta-ala on %-1 a=s.

a_

Pinta-alan tulee olla 35 = 3, joten saadaan yhtdlo >

3 jaedelleen a =6.

Jos kulma A on suora, tulee sivujen O4 ja AB suuntaisten suorien
kulmakertoimien tulon olla —1.

a-lfb=—1 |-(1-b)#0,elib#1
a’=—1+b
b=a’+1

Kolmion kannan pituus on pisteen B x-koordinaatti, eli b ja korkeus
pisteen 4 y-koordinaatti, eli a.
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438.

Kolmion pinta-ala on %-b -a= % . (ar2 +1)-a.

Pinta-alan tulee olla 35b.

(a* +1)a

= 3(a* +1), jostaa=6.

Nyt%-(a2+1)-a=3b eli

Kun @ = 6, niin b = 6> + 1= 37.

Kolmio on suorakulmainen ja pinta-ala on 3b, kuna=6jab=1taia =6
jab=37.

Paraabelit y = x* + ax — 2a kulkevat saman pisteen kautta kaikilla a:n
arvoilla. Valitaan a = 0 ja a = 1 ja lasketaan néin saatujen kdyrien
leikkauspiste.

_ 2
Yhtilparin {y -

ratkaisu on {x - 2.
y=4

y=x2+x—2

Osoitetaan vield, ettd piste (2, 4) toteuttaa kaikkien paraabelien
y=x*+ ax — 2a yhtilon:
2°+2a-2a=4.

Jokaisella kiyrilld y = x* + ax — 2a on y-koordinaatti 4, kun x = 2.
Paraabelit y = x* + ax — 2a kulkevat siis aina pisteen (2, 4) kautta.

Pisteen etiisyys origosta on \/ (2-0)* +(4—-0)* =20 =2+/5.
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439.

Piirretddn kayrdparvi eri vakion a:n arvoilla.
y

Oikeanpuoleisessa kuvassa ovat kédyrit arvoillaa=—-1,a=0jaa = 1.
Kaikki kéayrat nayttdisivat kulkevan pisteiden (0, 1) ja (0, —2) kautta.
Kaéyrit ndyttdvat olevan ympyroit.

Kirjoitetaan yhtild x* + y* + 6ax + y — 2 = 0 muotoon
(x — x0)> + (v — y0)* = 1, josta niihd4in mahdollinen ympyrin keskipiste ja
sdde.
X+ +6ax+y—-2=0
X +bax+y +y=2
2 2
(x+3af + (r+ 3) =2 +9a

Koska % + 94’ > 0 kaikilla a:n arvoilla, niin kiyri

R VI T EAUNIE SR

on ympyra kaikilla a:n arvoilla.

Ympyrén keskipiste on (-3a, —% ), eli ympyrén keskipiste on suoralla
_ 1
y=—5-

Kéyrin yhtélossa vakio a ei vaikuta kdyrén pisteiden koordinaatteihin,
kun x = 0. Tilléin kun x = 0, niin y* + y — 2 = 0, jonka ratkaisuna on y = 1
jay=-2.

Kaikki kéyrét kulkevat siis pisteiden (0, 1) ja (0, —2) kautta.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 25.10.2018

440.  Olkoon kannan péétepisteiden y-koordinaatti a. Koska kannan paitepisteet
ovat ympyrilld x* + y* = 6, saadaan kannan piitepisteiden x-koordinaatit
ratkaisemalla yhtalosta x.

x2+y2:6
x¥=6-y
x== 6—y2

Kannan péitepisteiden x-koordinaatit ovatv6 —a” ja —V6—a” .
Kannan pituus on ‘\/G—a2 —(—\/6—a2 )‘ =‘2\/6—a2 ‘ =2V6-a? .

Kolmion korkeus on |a|.

Kolmion pinta-ala on

%-2\/6—a2 |a| =|a]N6—d?.

Pinta-alan tulee olla 3, joten saadaan yhtil6 |a|v6 —a” =3 ja sen
ratkaisuna a = /3 tai a = —/3.

Kannan piitepisteiden x-koordinaatit ovat /6 —(~/3 2=3 ja

—6-(3)* =—/3.

Kannan piitepisteet ovat (v/3,V3) ja (—/3,~/3) tai (+/3,—+/3) ja
(—/3,-+3).
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2, .2

441. Ratkaistaan yhtéilépari{x2+y 2—8x+11=0 .

X" +y +4x-6y-7=0
{x2+y2—8x +11=0
— X2+ +4x-6y-7=0
—12x+6y+18=0

6y =12x-18 ||:6
y =2x-3

x> +(2x-3) —8x+11=0
x?+4x7 —12x+9-8x+11=0
5x2=20x+20=0 ||:5

X —4x+4=0
(x-2)*=0
x=2=0
x=2

y=2x-3=2-2-3=1
Sivuamispiste on (2, 1).

Kirjoitetaan ympyrin x> + y* — 8x + 11 = 0 yhtilo keskipistemuotoon.
¥ -8x+16+) =-11+16
(x=4)+)" =5

Ympyrin keskipiste on (4, 0) ja sdde on /5.
Tangentin sivuamispiste on (2, 1), joten tangentin yhtélo on
y—1=k(x-2)
y=hkx—-2k+1
kx—y—-2k+1=0,
misséd k on tangentin kulmakerroin.
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Tangentin etdisyys ympyrin keskipisteestd (4, 0) on séde.
Saadaan yhtdlod
lk-4-1-0-2k+1| _5
JE2 + (=1)>
R v 20
vk +1
|2k +1] = \/5(k* +1)

Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtéld voidaan korottaa
puolittain nelioon.

12k +117 = (\5(k2 +1))?
4k + 4k +1=5k> +5
—k*+4k—4=0
k=—4iJl6—4-(—1)-(—4) _—4%0 _,
2-(-1) -2

Tangentin kulmakerroin on 2, joten tangentin yhtélo on
y=2x-4+1
y=2x-3.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

442.  Ratkaistaan suoran y = ax + 1 ja kiiyrdn y = x> — 2x + 1 leikkauspisteet
. =ax+1
yhtéloparista g “

=x’ = 2x+1

y=ax+1

{y=x3—2x+1

X —2x+l=ax+1
X =2x—ax=0
x(x*=2-a)=0
x=0taix*~2-a=0

x> =2+a

Leikkauspisteitd on aina véhintéén yksi, x = 0. Télloin y = 1, eli
leikkauspiste on (0, 1).

Leikkauspisteitd on tismilleen yksi, kun yhtilolla x*> = 2 + a ei ole
ratkaisuja tai yhtilon ratkaisu on 0.
Tama toteutuu, kun 2 + a <0, eli a < -2.
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443.

a) Tangentin yht4lo on

y=3=k(x-1)
y=hkx—-k+3
kx—y—-k+3=0,

misséd k on tangentin kulmakerroin.

Kirjoitetaan ympyrin x* + y* + 4x — 2y + 1 = 0 yhtild
keskipistemuotoon.
Xy +4x -2y +1=0
XAty -2y=-1
XAdx+4+y? -2p+1==-1+4+1
(x+2P%+@-17>=4

Ympyrén keskipiste on (-2, 1) ja sidde 2.
Piste (1, 3) on ympyrin ulkopuolella, koska 17 +3*+4 -6+ 1=9>2,

Tangentin kx — y — k + 3 = 0 etdisyys ympyrén keskipisteestd (2, 1) on
ympyrén side.
lk-(-2)-1-1-k+3] 5
VK2 +(=1)?
Mzz |- VE? +1
ViE* +1
|3k +2|=2vk* +1

Yhtdlon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtild voidaan
korottaa puolittain nelidon.

|-3k + 2> = (2Vk* +1)?

Ok? 12k + 4 =4(k* +1)

5k =12k =0
k(5k-12)=0
k=0taiSk—12=0
_12
k= 5

Tangenttien yhtédlot ovat y=3ja y = %x +%, eli12x—-5y+3=0
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b) Suoran3x —4y+1=0,¢li y z%x +% kulmakerroin on % Tangentin

yhtél6 on yz%x+b, eli 3x—4y+4b=0.

Kirjoitetaan ympyrin x> + y* —8x — 4y — 5 = 0 yhtild
keskipistemuotoon.
¥+ -8x—4y-5=0
¥ —8x+y'—4y=5
¥ —8x+16+)y—4y+4=5+16+4
(x—4 +(@y-27>=25

Ympyrén keskipiste on (4, 2) ja séde 5.

Tangentin 3x—4y +4b =0 etiisyys ympyrén keskipisteesti (4, 2) on
sédde 5.
[3-4—4-2+4p| _s

V3P +(-4)?

[4+48 -5
|4 +4b| =25
4+4b=25 tai 4+4b=-25
4b=21 4b=-29
_21 -_2
b= 7 b= n

Tangenttien yhtilot ovat y = %x + % ,eli3x —4y +21 ja
3

=329 i3x—4v_29=
y=gx 4,ell3x 4y -29=0.
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444.  Méiritetd4n piste P, eli suoran y = ax ja paraabelin y = x* leikkauspiste.

ax = x*
ax—x>=0
x(a-x)=0

x=0taix=a
Kun x = a, niin y = a*. Piste P on (a, a).

Miiritetdéin piste O, eli suoran y = ax ja paraabelin y = ax? leikkauspiste.

ax = ax’
ax —ax*=0
ax(1-x)=0
ax=0tail—x=0
x=0 x=1

Kun x = 1, niin y = a. Piste Q on (1, a).
OP:PQO=1:1,¢eli OQ =20P.

J1=0)2 +(a—0)2 =2/(a—0)% + (a® - 0)>
\/1+a2 =2\/c12+cz4

Molemmat puolet ovat ei-negatiivisia, joten yhtilo voidaan korottaa
puolittain nelidon.

(V1+a*)* =(2Va* +a*)?
1+a® =4(a* +a*)
1+a* —4a* —4a* =0
—4a* -3a* +1=0

Tehdién sijoitus a® = t.

—48> =3t +1=0
394 (41 _345
a 2-(—4) - -8
__ co1
t=-1<0 tai t—4>0

=1 hiina?=1; —Lligig=-1
Kunt—4,n11na —4Jaedelleena 2tala >

Luvun a tulee olla positiivinen, joten a = %
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445.

Ympyré sivuaa suoraa 3x — 4y = 0 pisteessa (8, 6), eli suora on ympyrin
tangentti. Tdhdn pisteeseen piirretty séteen suuntainen suora on

kohtisuorassa tangenttia vastaan. Tangentin kulmakerroin on %, joten sen

normaalin kulmakerroin on —%.

Normaalin yhtélo on y—6= —%(x -8) eli y= —ix +ﬂ .

3 3

Ympyré sivuaa my0s x-akselia, joten sen keskipisteen etdisyys x-akselista
on 7, eli keskipisteen y-koordinaatti on .

Saadaan
a2y
xX=—>r+ %
Ympyrén keskipisteen koordinaatit ovat (—%r + %, r).

Ympyréan keskipisteen etdisyys tangentista on side 7, ja tdsta tiedosta

_3..25_
|3(4r+2) 4r |

=r ja sen ratkaisuna 7:n arvo.
32 +(—4)?

_3..25,_
13- ( 4r+2) 4r |

saadaan yhtilo

=r
V32 +(—4)?
25,75
2+ y
5
25 75
4 r+ > =5
25, .75 s, i _25,.75__
4 r+ > =5r tai 4 r+ > Sr
—45r =-150 —5r=-150
= r=30
Kun » = 30, ympyré sivuaa negatiivista x-akselia.
, . 310,25 10)\_ 10, . ., 10
Ympyrin keskipiste on( 13 + > 3 )—(10, 3)Ja side 3
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446.

Olkoon kolmannen kirjen B koordinaatit (a, a*).

. . 0+a 0+d*)_(a d*
Sivun OB keskipiste on ( ) j = ( ) j
Keskipisteen x-koordinaatti on x =% ja y-koordinaatti

2 2
y= % =2 (%) =2x?, joten se piirtd kiyrdn y = 2x°.

2 2
Sivun 4B keskipiste on (2 +a O+a j = (a +2 a—) . Jos sivun 4B

272 2 72
keskipiste on x, eli a ; 2_ X, niin a =2x— 2. Télldin y-koordinaatti on
2 2 2
a__(2x—2) _Ax-1)7 2
5= 5 = 5 =2(x-1)".

Keskipiste piirtid kiyrin y = 2(x — 1)*.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 25.10.2018

447.  Piirretdan tilanteesta kuva.

y /
/
4 /
/
7
3 /’
2 |
Ty,
3 4 /
~_ 2 :
= /
~ b
1 ~— /
s /
<
7
= X
0 1 2 N> 4 5
y=0 ; N
/ ~
4 ~
/ =
/
/
2 y
/
7
=3 7

Kulmanpuolittajan jokainen piste on yhté etdilld kulman kyljistad. Olkoon
kulmanpuolittajalla oleva piste (x, y). Pisteen etdisyys x-akselista on || ja

suorasta %-‘r % =1 eli suorasta 4x + 3y —12=0on %
Yhté suurista etdisyyksistd saadaan yhtilo:
lx+3y-12

V4? 432
[4x +3y—12|=5]y|
4x+3y—-12=5y tai 4x+3y—-12=-5y
3

y=2x-6 y=—%x+§.

Kysytty kulmanpuolittaja puolittaa x-akselin ja suoran vilisen terdvin
kulman, joten sen kulmakertoimelle £ on voimassa k| < 1. Nyt k = —%

tayttdd tdiman ehdon.

Kysytty kulmanpuolittajan yhtdlé on y = —%x +% elix+2y—-3=0.
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448.

Taydennetién ympyréin yhtdlo keskipistemuotoon.
¥ +y +2ax+4day+2y+6a+1=0
X+ 2ax +)y* + (da +2)y = —6a — 1
¥ +2ax+a*+y*+2Qa+ )y +QRa+1yY=-6a-1+a*+Qa+1)
(x+ay+@+QRa+1)=-6a-1+a"+4a*+4a+1
(x+a)+ @+ Qa+1)*=5a"-2a

Yhtilo esittdd ympyrid, kun 5a* — 2a > 0.

Ratkaistaan epayhtilo funktion nollakohtien ja kuvaajan muodon

perusteella:
54> -2a=0
a(5a-2)=0 + +
a=0taia= 2 0 - %
5

5a2—2a>0,kuna<0taia>%.

Yhtilo siis esittdd ympyrdd, kun a <0 tai a > %

Ympyroiden keskipisteet ovat (—a, —2a — 1).
Kun merkitiddn x = —a, niin y = 2x — 1.
Kun a <0, niin —a > 0, eli x > 0.

2 .. 2 . 2
> £ —a<-= < _=
Kun a 5,nun a 5,ehx 5

Keskipisteet ovat suoralla y = 2x — 1, véleilld x > 0 ja x < —%.
Keskipisteet ovat siis suoralla y = 2x — 1, josta on poistettu valiltd

[—%, 0] jana.
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449.  Ympyri sivuaa x-akselia, joten sen keskipisteen etdisyys x-akselista on
ympyrén séde 7, joten keskipisteen y-koordinaatti on 7.
Ympyrén keskipiste on suoralla y = %x, eli x = 2y. Keskipisteen

koordinaatit ovat (2r, ).

Ympyra sivuaa suoraa 4x + 3y — 24 = 0, joten keskipisteen etdisyys
suorasta on side.
|4-2r +3r —24] _,

V42 + 32

[11r—24|=5r
11r—24=5r tai 11r —24=-5r
6r=24 16r=24
_ _3
r=4 r—2

Kun ympyréan séde on 4, keskipiste on (8, 4) ja yhtdlo on
(x—8)?2+(—4)P>=16elix*+1* - 16x— 8y + 64 =0.

Kun ympyrén séde on %, keskipiste on (3, %) ja yhtalo

(x—3)2 +(y—§)2 =2 elix +1* —6x—-3y+9=0.
2’ T4 Y
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450.

Olkoon kirki O = (0, 0) ja kolmion kaksi muuta kirked 4 = (a, a*) ja
B=(b,b"),a#0jab#0.

Sivujen OA4 ja OB suuntaisten suorien tulee olla kohtisuorassa toisiaan
vastaan, eli kulmakertoimien tulon tulee olla —1.

2 2

koa="=a ja ko :%:b.

ab=—1,eli b=—1
a

Kolmion hypotenuusa on suoralla AB.
b*—a’> _(b-a)b+a) _

b—a b—a b+a

Suoran 4B kulmakerroin on

Suoran 4B yhtild on
y—a2 =(b+a)x—a)
y=(b+a)x—(b+a)a+ad*

y=(Mb+a)x—ab
1
y=(=_+a)x-(-1
2
_a -1
y=— x+1

Lasketaan suoran ja paraabelin akselin x = 0 leikkauspisteet.

2
a” =1 41

y:
y=1

Leikkauspiste ei riipu vakion « arvosta eli pisteiden A ja B sijainnista.

Piste on (0, 1).
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451.

Suora xox + yoy = 1 on ympyrin x> + * = 1 tangentti, jos suoran etiisyys
ympyrén keskipisteesté (0, 0) on side 1.

Suoran yhtild normaalimuodossa on xox + yoy — 1 = 0.
Lasketaan suoran etdisyys keskipisteestd, kun tiedetiiin, ettd xo> + yo> = 1.

[xo-0+y-0-1] L4

1 ==
\/xo2 "‘)’o2 \/x02 +J’02 Vi

Piste (xo, yo) toteuttaa suoran ja ympyran yhtilon, eli se on suoran ja
ympyrén ainut yhteinen piste.




Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 25.10.2018

452.  a) Olkoon piste C = (x, y). Tdydennetddn kuvaan piste £ = (x, 0).
¥

[==]

Kolmiot OTC ja OAC ovat yhdenmuotoiset, koska niissd molemmissa
on suora kulma ja kulma O.

T&lloin
or _ocC
OC OE

t_1

1 x

=1

1

x==

t

Koska piste C on ympyrin x* + y* = 1 kehélli, niin

[2
y=~1-x*= /l—izz tt_l.
t

Pisteen C koordinaatit parametrin ¢ avulla ovat
[2
-1
).

t

4 fitTy o
C= (o 1-0)=G
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b) Ympyrén sidde on pisteiden C ja T etdisyys.

F_J( o=t \/(t RISy (G ST

12

Pisteen D x-koordinaatti on ¢ — r, joten
@ -+ -1 -2 41+ -1 - 2
t— —2=t— 3 =t- 7 =t—-~Nt"-1.
t t t

Pitdd osoittaa, ettd pisteet B=(0,—-1), D= (¢ -+~ -1, 0) ja

2
c= @~

) ovat samalla suoralla.

Madéritetdén kulmakerroin BD ja BC suuntaisille suorille.

kgp = 0+l = 1 =t+V1* -1

2
—1
ke = 1’ =N —1+1=t+* -
L)
t

Kulmakertoimet ovat samat, joten pisteet ovat samalla suoralla.
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453.

(x=3)°+y° _
(x+3)2 +y2 -
(x=3)+y" =C((x+3)* + %)
(x=3)?+1y?-C(x+3)*-Cy* =0
X —6x+9+ 12 —C(x* +6x+9)-Cy* =0
(1-C)x? —(1+C)6x+(1-C)y* +(1-C)9=0|:(1-C) =0

xz—r—c'6x+y2+9=0
x2—2-3-%x @3- 1JFC) 432 =913 1J’C)
1+C 1+C
(x=3-758) 4y =9+ 91 &)

1+C)

KunC>0,C# 1,niin [1 +C|>|1 - C|ja (——=)" >1.

Tallom9( )>9 9+9(1+C >0.

Yhtilo es1ttaa ympyrai.

C=0:
(x=32+)*=-9+9
(x=3)2+)*=0
Kéyré on piste (3, 0).

Cc=1:
(x=3)%+y" _
(x+3)2+y2 N
(x=3)2 +y* =(x+3)* +)?
X2 —6x+9=x>+6x+9
—-12x=0
x=0
Kéyrd on suora x = 0.
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Olkoon A #BsekiA>0jaB>0cttid#1jaB #1.
Talloin kayrat ovat
2, 2 N2, 2
(x 3)2+y2 “ 4 i (x 3)2+y2=B
(x+3)"+y (x+3)"+y

Jotta kayrit leikkaisivat, pitdisi olla 4 = B, joka on vastoin oletusta.
Kayrit eivit siis leikkaa.



