Juuri Kertaus » Tehtavien ratkaisut e Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

10 Todennakoisyyslaskenta ja
tilastot

10.1 Todenndkoisyys ja kombinatoriikka

LUVUN 10.1 YDINTEHTAVAT

1001. a) Ensimmaéisen nopan heitossa on kuusi alkeistapausta, joista
tapahtumalle suotuisia on yksi. Kysytty todennikoisyys on siten
1

c
b) Ensimmaéisen nopan heitossa tapahtuman “silméluku on viisi”

todennikoisyys on % Toisen nopan heitossa tapahtuman “silméluku

on viisi” todennédkdisyys on myods % Tapahtuma “kummankin nopan

silmdluku on viisi” tarkoittaa ensimmaéisen nopan silmélukua viisi ja

toisen nopan silmélukua viisi. Kertolaskusédénnon perusteella kysytyn

I 1 1_1

tapahtuman todennikéisyys on —-—=—.
P YYSORE6 " 36

Toinen tapa:

Kummassakin heitossa on kuusi alkeistapausta, joten heitoissa on

yhteensd 6 - 6 = 36 alkeistapausta. Suotuisia alkeistapauksia

tapahtumalle “kummankin nopan silméiluku viisi” on ainoastaan yksi,

joten kysytty todennékdisyys on %
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¢) Taulukoidaan kaikki kahden nopan tulosvaihtoehdot ja poimitaan
ndistd suotuisat alkeistapaukset.

6| x| x| x|Xx X

5

4| x | x| x|Xx X

3| x | x| x|x X

2| x| x|x|Xx X

1| x| x| x|Xx X
112(3|4|5 1|6

Suotuisia alkeistapauksia on kaiken kaikkiaan 25, joten kysytty

. 25
todennikdisyys on 36

d) Tapahtuman "ainakin yhden nopan silméluku on viisi" vastatapahtuma
on "kummankaan nopan silmiluku ei ole viisi", jonka todennidkdisyys
laskettiin c-kohdassa. Kysytty todennékoisyys on

25 36 25 _ 11

komplementtisddnnén mukaan 1— 3636 3636

Toinen tapa:
Taulukoidaan kaikki kahden nopan tulosvaihtoehdot ja poimitaan
niistd suotuisat alkeistapaukset.

6 X

X X X X X X

X

X

5
4
3 X
2
1

X

12|34 |5]|6
Suotuisia alkeistapauksia on kaiken kaikkiaan 11, joten kysytty

) s 11
ki —.
todenndkdisyys on 36
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1002.

1003.

e) Taulukoidaan kaikki kahden nopan tulosvaihtoehdot ja poimitaan
ndistd suotuisat alkeistapaukset.

6781910 11]12
516 819 [ 10|11
41516718910
3(4(5]6|7]8]9
2134|5678
112(3|4|5]|6]|7
1{2(3[4|5 1|6
Suotuisia alkeistapauksia on kaiken kaikkiaan 10, joten kysytty
todennékdisyys on % = %

a) P(molemmat toimivat virheettomasti) =0,75-0,92 = 0,609.

b)

P(vahintddn toinen toimii virheettomasti)
=1—P(kumpikaan ei toimi virheettomasti)
=1-0,25-0,08)
=0,98

Palloja on yhteensd 3 + 4 + 5 = 12, joista nostetaan kaksi palloa.

P(nostetut kaksi palloa ovat samanvériset)

= P(kumpikin pallo on punainen tai kumpikin pallo on sininen tai
kumpikin pallo on musta)

= P(kaksi punaista) + P(kaksi sinistd) + P(kaksi mustaa)

32 43 5 4
BT RTRE TR
_19
=66
= 0,287...
~0,29
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1004. Piirretddn tilannetta havainnollistava kuva.

Nelion ympdri piirretyn ympyran sdde r, » > 0, saadaan Pythagoraan
lauseella:

¥ =12 +1%, josta r=+/2.

Koko kuvion pinta-ala on ympyrin pinta-ala -’ = n(\/i ) =2m.
Tapahtumaa vastaavan alueen pinta-ala on nelidn pinta-ala 2 - 2 = 4.

Kysytty todennékdisyys on siis 4

2_0,636...~0,64.
2T 0w
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1005. a) Piirretdén tilannetta havainnollistava kuva.
Yy = 23

/ 0 1
Lasketaan tapahtumaa “piste kilyriin y = x° alapuolella” vastaavan
alueen pinta-ala:

1 1
31 4 1
.([xdx—é4x =7

Koko kuvion eli suorakulmion pinta-ala on 1 - 2 =2, joten kysytty

-1
1

[\SFFN

todenndkdisyys on

b) Kiyrin y = x* pinta-ala on nolla, joten P(piste on kiyrilld y = x*) = 0.
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1006. Tulkitaan 20 kappaleen tutkiminen toistokokeeksi.
Toistokokeessa jokaisen yksittdisen toiston todennékdisyys pysyy samana
eli nyt P(virheellinen yksil6) = 0,02.
Toistoja on siis 20 ja virheellisen tuotteen todennékdisyys on 0,02.
Todenndkoisyyslaskurilla saadaan P(X <2)=0,992...=0,99.

/| Binomijakauma v

n |20 p 002
HIEIE

P(X<|p )= 09929

Toinen tapa:

Tulkitaan 20 kappaleen tutkiminen toistokokeeksi.

Toistokokeessa jokaisen yksittdisen toiston todenndkoisyys pysyy samana
eli nyt P(virheellinen yksil6) = 0,02.

Toistoja on siis 20 ja virheellisen tuotteen todennikoisyys on 0,02.

Tapahtuma “enintdén kaksi virheellistd yksilod™ sisdltdd tapaukset O
virheellistd yksilod, 1 virheellinen yksild ja 2 virheellistd yksiloa.

Olkoon satunnaismuuttuja X virheellisten yksildiden lukumééra.
Lasketaan jokaisen satunnaismuuttujan X arvon todennikoisyys
binomitodennékoisyyden kaavalla.
P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)

= (200)0,020 -0,98% 4—(20)0,021 -0,98" +(20)0,022 -0,98'"

1 2
=0,992...
~ 0,99
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1007.

a) Puheenjohtaja voidaan valita kaikista yhdistyksen 23 jasenesta.

Puheenjohtajan valinnan jélkeen sihteeri voidaan valita kaikista jéljella
olevista 22 jdsenesta.

Sihteerin valinnan jédlkeen jdljelld on 21 jdsentd, joista kuka tahansa
voidaan valita rahastonhoitajaksi.

Valinta voidaan tehdd tuloperiaatteen mukaan 23 - 22 - 21 =10 626 eri
tavalla.

b) Kaupungissa asuvista puheenjohtaja voidaan valita 17 jasenen

joukosta.

Puheenjohtajan valinnan jélkeen sihteeri voidaan valita jdljelld olevista
16 kaupunkilaisjdsenesta.

Sihteerin valinnan jélkeen jdljelld on 15 kaupungissa asuvaa jdsentd,
joista kuka tahansa voidaan valita rahastonhoitajaksi.

Kaupunkilaisten kesken valinta voidaan tehdi tuloperiaatteen mukaan
17 - 16 - 15=4080 eri tavalla.

4080 _ 630
10626 1771

Kysytty todennédkoisyys on siis =0,383...~0,38.
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10.2 Jakauma
LUVUN 10.2 YDINTEHTAVAT

1008. a) Jakauman todennékoisyyksien summa on 1.
PX=2)=1-0,35-0,1-0,25=0,3

b)

0,354 "

-

=~

oo -
b




Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

¢) Satunnaismuuttujan X pienin arvo on 1, joten kertyméafunktion F arvo
on nolla kaikilla x < 1. Kertyméfunktion arvo kasvaa hyppéyksittdin
kohdissax=1,x =2, x =5 jax ="7. Kertyméfunktion arvo on vakio
nédiden kohtien valill.

F(1)=P(X<1)=P(X=1)=035
FQ)=P(X<2)=P(X=1)+P(X=2)=035+0,3=0,65
F(5)=P(X<5)=0,35+03+0,1=0,75
F(7)=P(X<7)=035+03+0,1+025=1

Lisidksi kaikilla x > 7 on F(x) = P(X < x) = 1, koska satunnaismuuttujan
X arvo on korkeintaan 7.

0, kunx<l
0,35, kun 1<x<?2

Kertymifunktion lauseke on siis F(x)=40,65, kun 2<x<5.
0,75, kun 5<x <7
1, kun x>7

0,94
0,84 y=F(x)
0,74
0,6

0,54

0,34
0,2

0,14

d) F(2)=P(X<2)=0,65.
F(3)=P(X<3)=0,65.



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

1009. a) Taulukoidaan alkeistapaukset eli silmalukuparit, joita on yhteensi
4 - 4 = 16. Merkitdén kunkin kohdalle silmélukujen summa.

5 718

(o)

4
3
2
1

(9]

6
41516
31415
2134
1 (2 |3

£ N

P(X=x)
1/16 = 0,0625
2/16=0,125
3/16 =0,1875
4/16 =0,3125
3/16 =0,1875
2/16=0,125
1/16=0,0625

0O ~1 &y U0 o W MR

3 3
b) E(X)= 2+16 3+ 4+16 5+16 6+16 7+168 5

D(X)=

\/ (2- 5)+ = (3-5) +. +—(7 5)+—(8 5)°
_@
2
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1010. a) Havainnollistetaan satunnaismuuttujan X jakaumaa
todennikoisyyslaskurilla.

| |

0 1 2 3 4 5 6 1 8 g 10

Toinen tapa:

Lasketaan satunnaismuuttujan X arvojen todennikdisyyksid
binomitodenndkdisyyden kaavalla ja piirretddn havainnollistava kuva
ndiden perusteella.

_ 0 _ 59049 -
P(X=0)= ( )( )( ) =1048576 =0,056...~0,05

P(X =1)= (10)( Ly (—) - 59284421858 ~0,187..~0,19

P(X =2)= (120)(%)2 (%)8 % ~0,281...~ 0,28

P(X =3)= (130)(%)3 (%)7 1%21800752 ~0,250...~ 0,25

P(X = 4) = (lf)(%) (—) _ 5723524858 0,145...~ 0,15

P(X =5)= (150)(%)5 (%)5 _ 21652310494 —0,058...~ 0,06

P(X =6)= (160)(%)6(%)4 _ 5§ig§;8 0,016...~0,02

P(X =7)= (170)(%)7 %)3 = 341%57 5 =0,0030...% 0,003
P(X =8)= (180)(%)8 (%)2 =% =3,86...-107 ~ 0,0004
P(X =9)= (190)(%)9(%)' - 2}58 <=2,86..-10" ~0,00003

(10 10,30 _ _ w
13()(_10)_(1 ()() 1048576 =9,53...-107 ~0,0000010



Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

0.3
0.25 ()

0.2
0.15

0.1

0059 T
® .

®
\ 7~

@
©@®

=)

b) Todennékdisyyslaskurilla saadaan

c)

P(3< X <5)=0,454...~ 0,46.

1| Binomijakauma v

n 10 p 0.25
18 E
P(3 =X=5 )= 04547

Toinen tapa:
PBLX<L5)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)
_ 32805 + 76545 N 15309
131072 524288 262144
_ 238383
524288
~ 0,45

=0,454...

mm:wzm%:m

4
=2,5
1 1
DO == p) = 10-1.a -1y =30
=1,369...

~1,37
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1011.

Tiheysfunktiolle f'on voimassa

1) fix)=0

2) funktion fkuvaajan ja x-akselin viliin ja&véan alueen pinta-ala on 1.

2
Ratkaistaan ohjelman avulla vakion a arvo yhtdlosta I a(x+3)dx=1.
-2

Yhtilon ratkaisu ona = L.

12

Epéayhtilon %(x +3) 2 0 ratkaisu on x > —2, joten télld vakiolla funktio f

on kaikkialla ei-negatiivinen.

Siis f on tiheysfunktio, kun a = %

1
Lasketaan pyydetty todenndkoisyys. P(X <1)= I%(x +3)dx==

-2

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio F on funktion fintegraalifunktio,

joten F(x)= I—(x+3)dx —x + Al‘x+ C.
Kohdassa x =2 on kertymafunktlon F arvo 1, joten saadaan yhtélo vakion

C madrittdmiseksi:

1 2,1 _2
F(2)— 27+ 4 2+C—3+C
§+C=1

_1
C‘3

Viililld x < -2 kertyméfunktion F arvo on 0 ja valilld x > 2
kertyméfunktion F arvo on 1.

0, kun x < -2
Kysytty kertyméfunktio on siis F(x) = 21—4x + 411x + 3 kun —2<x<2.

1, kunx>2
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1012.

a) Ohjelman avulla saadaan P(32 < X' <40) = 0,38.

» Todennakdisyyslaskuri X

Jakauma Tilastot

0 10 20 30 40 50 60 70
u=35 o=8
/" Normaalijakauma v
p 35 o8
1H B
P( 32 =X =40 )= 0.3802

Toinen tapa:

Normitetaan arvot ja kdytetddn normitetun normaalijakauman
todenndkdisyyksien taulukoituja arvoja.

P(32< X £40)

_532-35_,_40-35
=P(Eg < Z< T
_p(—3<z<2
=P(-3<Z<3)

=P(-0,375< Z <0,625)
~ ®(0,63) — D(-0,38)

= ®(0,63) - (1- ®(0,38))
= ®(0,63) -1+ ®(0,38)
=0,7357—1+0,6480
=0,3837

~0,38
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b) Ohjelman avulla saadaan P(X<25) = 0,11.

» Todenn&kdisyyslaskuri X

Jakauma Tilastot

0 10 20 30 40 50 60 70
H=35 o=8
_/" Normaalijakauma v
M |35 o8
HIHE
P(X <25 )= 0.1056

Toinen tapa:
P(X £25)

_pz< 2= 35)

= P(Z < —?)

=P(Z <-1,25)
=®d(-1,25)
=1-d(1,25)
=1-0,8944
=0,1056
~0,11
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¢) Ohjelman avulla saadaan a =~ 43,3.
Jakauma Tilastot

0 10 20 20 40

p=35 o=8

/| Normaalijakauma
P35 o |8
118

P(43.2915 =X)= 015

Toinen tapa:
P(X2a)=1-P(X <a)=0,15
P(X<a)=0,85

P(Z < “‘735) ~0,85

(4 —835) =0,85 || @(1,03) ~ 0,8485 ja ®(1,04) ~ 0,8508

a—35
~1.04
2 ,0
a~43,32
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1013.

Kyseessé on toistokoe, jossa toistoja on 15 ja jokaisessa heitossa jokaisen

silmiluvun, myos silmiluvun kuutonen, todennikoisyys on %

Merkitéédn satunnaismuuttujalla X kuutosten lukumééri, jolloin
X ~Bin(15, %). Todennékoisyyslaskurilla saadaan
P(X>4)=0,231...=0,23.

| Binomijakauma v
n |15 p 01667
1 HH
P <X)= 02316

Toinen tapa:
Kyseessé on toistokoe, jossa toistoja on 15 ja jokaisessa heitossa jokaisen

silmédluvun, my6s silmiluvun kuutonen, todennikoisyys on %

Tapahtumaan 15 heitossa kuutonen tulee neljasti tai useammin” kuuluu
kuutosten lukumairit 4, 5, 6, ..., 14 ja 15.

Lasketaan tapahtuman todennikoisyys tapahtuman komplementin avulla.
Tapahtuman komplementti on 15 heitossa kuutonen tulee enintddn kolme
kertaa”.

Merkitddn satunnaismuuttujalla X kuutosten lukumaara.
P(15 heitossa kuutonen tulee enintdén kolme kertaa)

— P(X = 0)+ P(X = 1)+ P(X =2) + P(X =3)

15) 1y0,5vs (15}, 1y 5y (15}, 12,55 (15}, 13,52
()b Pl S)rdr+(S)dre
=0,768...
~0,77

Kysytty todenndkoisyys on
P(15 heitossa kuutonen tulee neljésti tai useammin) = 1 — 0,768... = 0,23.
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10.3 Tilastot

1014. Tulokset suuruusjirjestyksessé ovat 1, 2, 3 ja 5. Heittoja on lopulta kaiken
kaikkiaan viisi, joten suuruusjérjestyksessd keskimmaisin eli 3. tulos on
mediaani.

Jos viidennen heiton tulos on 1 tai 2, ovat heittojen tulokset
suuruusjérjestyksessd joko 1, 1,2, 3 ja S tai 1, 2, 2, 3 ja 5, ja talldin
kummassakin tapauksessa mediaani on 2.

Jos viidennen heiton tulos on vahintdin 3, on keskimmaisin tulos 3 ja
mediaani on téll6in 3.

Pienin vaihtoehto viidennelle heitolle on 1. Tilloin tulosten keskiarvo on
1+5+43+2+41_12 _5 4
5 5 >

Suurin vaihtoehto viidennelle heitolle on 6. T4lloin tulosten keskiarvo on
1+5+3+2+6 17 34

5 5
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1015. a)

Arvosanat

SR WEWL G000

b) Koska aineisto on luokiteltu, siirretdén luvut matematiikkaohjelmaan ja

8

9 10

lasketaan moodia lukuun ottamatta pyydetyt arvot siella.

Moodi on 7.
Mediaai on 8.

Keskiarvo on 7,7.

Keskihajonta on 1,67... = 1,7.

¥ Data-analyysi
725
Tilastot ; O0
n 34
Keskiarvo | 7.7059 5
c 1.6721
s 1.6972 71
X 262
x2 2114 61 -
Min 4
Q1 7 5
Mediaani |8
Q3 9 41 —
Max 10
3] -
2]
11
J

10
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Toinen tapa:

Moodi on 7.

Mediaani on suuruusjérjestyksessa olevista arvosanoista 17. ja 18.
arvosanan keskiarvo. Nyt 16 ensimmaistd arvosanaa ovat 4—7 ja 17. ja
18. jésen ovat arvosanoja 8. Mediaani on siis 8.

Keskiarvo on
1-4+3-5+4-6+8-7+5-8+7-9+6-10 _ 262
1+3+4+8+5+7+6 34

=17,70...=7,7.

Keskihajonta on

\/1,(4 262) 13.(5- 262) L4-(6- 262) Fo+6-(10— 262)
34

=1,67...
~1,7.
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1016. a) Koska aineisto on luokiteltu, siirretdén luvut matematiikkaohjelmaan
ja lasketaan tyyppiarvoa lukuunottamatta pyytetyt arvot siella.
Tyyppiarvo saadaan suoraan katsomalla ainoiston yleisin arvo.

Tyyppiarvo on 41, mediaani 41, keskiarvo 41 ja
keskihajonta 1,96... =2,0.

¥ Data-analyysi
==
: »
Tilastot - - ‘ Pylvaskaavio 00
n
Keskiarvo [40.97
a 967 -
57769
[
> X2 168241 20
in 3
Q1 39 ]
Mediaani |41
Q3 42 15
Max 45 []
10
5
0 H
6 38 40 42 44 46

Kengannumerot

M 38
39
B 40
41
42
1 43
M a4
I as
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b) Voittoja on 58,0 %, tasapelejd 14,0 % ja havioita 28,0 % pelatuista
otteluista.

Tyyppiarvo eli moodi on voitto, koska voittoja on eniten.
Tulokset voidaan ajatella laitettavan suuruusjérjestykseen voitto,
tasapeli ja hivio, jolloin keskimmaiset sijoittuvat voittoluokkaan.
Mediaani on siis voitto.

Keskiarvoa aineistosta ei voida laskea.

Voitot, tasapelit, tappiot

voitto
tasapeli

tappio

1017. a) Mediaani-iké eli ikd, jonka on saavuttanut 50 % suomalaisista, on noin
37 vuotta.

b) Enintddn 20-vuotiaiden osuus on noin 25 % suomalaisista.

¢) Enintddn 50-vuotiaita on 70 %, joten vdhintddn 50-vuotiaiden osuus on
30 % suomalaisista.

d) Enintdin 40-vuotiaita on noin 53 % suomalaisista ja enintdan 60-
vuotiaita on noin 83 % suomalaisista. Suomalaisista 40-60-vuotiaiden

osuus on tilloin 30 %.

e) Enintddn 44-vuotiaita on noin 60 % suomalaisista, joten véhintdén 44-
vuotiaita on 40 % suomalaisista.

f) Enintddn 30-vuotiaita on noin 40 % suomalaisista.
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1018. Muutetaan kaikki ajat sekunneiksi laskennan helpottamiseksi.
Petrin aika sekunteina ensimmadisill iltarasteilla on 54 - 60 + 10 = 3250.
Kaikkien osallistuneiden aikojen keskiarvo sekunteina on
72 - 60 + 43 = 4363 ja keskihajonta 17 - 60 + 26 = 1046.

Petrin tulos poikkeaa keskiarvosta % =-1,06... keskihajonnan
mittaa. Poikkeama on alaspiin, joten Petrin tulos on noin 1,1

keskihajontaa parempi kuin keskiméérdinen tulos.

Jalkimmaisilla iltarasteilla Petrin aika sekunteina on 61 - 60 + 11 =3671.
Kaikkien osallistuneiden keskiarvo sekunteina on 87 - 60 + 55 = 5275 ja
keskihajonta 22 - 60 + 13 = 1333.

Petrin tulos poikkeaa keskiarvosta % =-1,20... keskihajonnan
mittaa, eli tulos on noin 1,2 keskihajonnan mittaa parempi kuin

keskimédriinen tulos.

Petri menestyi paremmin jalkimmadiselld kerralla.
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Luvun 10 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

1019. Puolisoilla on sama veriryhmi, kun molemmat kuuluvat ryhméén A, tai
molemmat kuuluvat ryhmédén B, tai molemmat ryhméin AB, tai
molemmat ryhmédén O. Ndmai tapahtumat ovat erilliset, joten
yhteenlaskusédnnon ja riippumattomien tapahtumien kertolaskusdannon
avulla saadaan

P(puolisoilla sama veriryhm4)
=P(AjaA)+P(BjaB)+P(ABja AB) + P(O ja O)
=0,44-0,44+0,17-0,17+ 0,08 - 0,08 + 0,31 - 0,31
=0,325

~0,33.

1020. Se, ettd henkild joutuu pysédhtyméén valoihin enintédén kerran, tarkoittaa,
ettd joko kaikki kolme valoa néyttavét vihredd tai yksi valoista ndyttad
punaista, muut kaksi vihreda.

Todennékdisyys, ettd kaikki kolme valoa néyttévit vihreédd, on
riippumattomien tapahtumien kertolaskusdédnnén mukaan
P(kaikki vihredd) = 0,30 - 0,40 - 0,20 = 0,024.

Todenndkdisyys, ettd yksi valoista ndyttdd punaista ja muut vihredd, on
yhteenlaskusdannon mukaan
P(yksi pun, muut vihreid)

=P(PVV tai VPV tai VVP)

=0,7-0,40-0,20 + 0,30 - 0,60 - 0,20 +0,30 - 0,40 - 0,80
=0,188.

Kysytty todennikoisyys on yhteenlaskusdénnon mukaan
P(pyséhtyy vain kerran)

= P(kaikki vihredd) + P(yksi pun, muut vihredé)

=0,024 + 0,188

=0,212

~0,21.
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1021. Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot ovat 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.

Alkeistapauksia ovat kaikki kahta noppaa

Wlwlw| |0
P SR Y ] )]
wnjulwv|o|lv| o
||| || D

. N e o . 6]6|6
heitettdessa saatavat silmilukuparit, joita on 36. [5T5
Esitetéén silmdlukuparit ruudukossa ja merkitdén
. . [ . 414 (4
jokaisen silmélukuparin kohdalle

. . . . . 31313
satunnaismuuttujan X arvo eli suurempi saaduista
- . e 2122
silmiluvuista. Tdimén perusteella saadaan laskettua e
eri arvojen todennakdisyydet. 1
X PX=x)
1 1/36
2 3/36=1/12
3 5/36
4 7/36
5 9/36 =1/4
6 11/36

Satunnaismuuttujan X odotusarvo (eli kysytty keskiarvo) on

1 3 5 7 9 11
EX 36 1+36 2+36 3+36 4+36 5+36 6
_lel
36
=4,4722...

~4,5

ja keskihajonta

w
iy
[%)]
o

D(X):J%.(1_%)2+%.(z_ﬂ)2+m+i (5- ) 11
2555
36
=1,4040...
~1,4.
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1022.

1023.

Piirretddn mallikuva. Olkoon tikkataulun sdde
R, jolloin koko taulun pinta-ala on nR*. Tikka
osuu ldhemmas keskipistettd kuin reunaa, jos

se osuu ympyradn, jonka sdde on % ‘

Suotuisan alueen pinta-ala on siis

R\ _ nR?
7t(2) T4

7R’

et & _ 1
Kysytty todennékoisyys on n; T

Kahdeksan henkilon joukosta voidaan valita kolme (8) =56 eri tavalla.

3

Kaksi miesté viidestd voidaan valita (;) =10 eri tavalla ja yksi nainen
kolmesta (‘;’) =3 eri tavalla. Lisdksi kolme miestd viidestd voidaan valita

(g) =10 eri tavalla.

P(ainakin kaksi miestd)
= P(kaksi miesté ja yksi nainen) + P(kolme miesti)

LI

1
Bl
=
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1024.

1025.

1026.

a) Viiden kilpailijan joukosta voidaan valita kultamitalin, hopeamitalin ja
pronssimitalin saaja (5); =5 - 4 - 3 = 60 eri tavalla. Néisti vain yksi on

oikea tapa, joten kysytty todennékdisyys on 610

b) Kolme mitalin saajaa voidaan valita viiden kilpailijan joukosta

(;) =10 eri tavalla, joten P(kolme parasta saa mitalit) = 10 0

Toinen tapa:

a-kohdassa laskettiin, ettd kolme mitalia voidaan jakaa viidelle
kilpailijalle 60 eri tavalla. Néisté sellaisia, joissa mitalikolmikko on
oikea, mutta jarjestys mahdollisesti véddra, on 3! = 6. Niinp4 kysytty

6 _1
todennikoisyys on — 50 °-10"

Luvun 5-kantainen logaritmi on kokonaisluku, jos luku on muotoa 5",
missd 7 on kokonaisluku. Koska 5° =1, 5' =1, 52 =25 ja 5° = 125 > 100,
luettelon luvuista kokonaislukuja ovat vain luvut logs 1 =0, logs 5=1ja
logs 25 = 2, yhteensé kolme lukua.

Kaikkiaan Iukuja on 100, joten kysytty todenndkdisyys on 1(3) 0 =0,03.

Piste (a, b) on suoralla y = 2x, jos luvut a ja b toteuttavat yhtdlon b = 2a.
Nopanheitossa mahdolliset tulokset ovat silmiluvut 1, 2, 3,4, 5 ja 6.
Silmélukupareista yhtdlon b = 2a toteuttavat parit (1, 2), (2, 4) ja (3, 6).

Kaikkiaan silmélukupareja on 6 - 6 = 36, joten kysytty todennékdisyys on
3_1
36 12°
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1027. a) Yhdelld arvalla voi voittaa yhden lahjakortin, jonka arvo on 30 euroa
tai yhden lahjakortin, jonka arvo on 10 euroa. Arpa maksaa 3 euroa
voitosta riippumatta, joten satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot
ovat 30 — 3 =27 (euroa), 10 — 3 =7 (euroa) ja 0 — 3 = —3 (euroa).

Lasketaan eri arvojen todennékdisyydet.

1
PX=27)= 550 200 100
—7ny= 10 _ 1
PX=7)=200~20
_ _ay_ 200-2-10 _47
P(X=-3) 200 50
Odotusarvo on
E(X)—m 27+— 7+— (- 3)_— L= 2.2 (euroa).
b) Keskihajonta on
D(X)
100 (27 -(=2,2))° +— (7-(-2,2))° + ( -3-(-2,2)°
~3,6551..

~ 3,66 (euroa).
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1028. Lasketaan tapahtumien "ainakin yksi ykkdnen" ja "ei yhtddn ykkosta"
todennékoisyydet.

Yhdell4 heitolla saadaan ykkonen todenndkoisyydelld % ja muu kuin

ykkdnen todennédkoisyydelld 1 —% = % Riippumattomien tapahtumien

kertolaskusddnnon mukaan

10
P(ei yhtiitin ykkostd) = (%) ~0,16150...

Tamén vastatapahtuman todennékdisyys on

10
P(ainakin yksi ykkonen) = 1 — P(ei yhtdén ykkostd) 1— (%) =0,83849...

X:n voiton odotusarvo on

—2000 - P(ainakin yksi ykkonen) + 10000 - P(ei yhtdédn ykkosti)
—2000 -0,838... + 10000 - 0,161...

=-61,93...

~—62 (markkaa).

1029. Oppilaan rapéaytyksiin kdyttdmé aika minuutissa on 15 - 0,1 = 1,5
sekuntia, joten todennikdisyys, ettd yksittdinen oppilas rapayttia silmidin
L5 1

kuvanottohetkelld, on 60 = 20"

Oppilaat rapayttelevit silmidén toisistaan riippumatta, joten
riippumattomien tapahtumien kertolaskusddnnolla saadaan

25
P(kukaan ei ripiyts silmisidn) = (2—3) ~0,5310...~0,53.
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1030.

1031.

Merkitdan M = "epdonnistuu matematiikan kokeessa" ja F = "epdonnistuu
fysiikan kokeessa", jolloin P(M) = 0,25 ja P(F) = 0,17 seki
P(M ja F)=0,10.

Koska P(M ja F) =P(F ja M) = P(F) - P(M | F) saadaan

P(M tai F) = P(M) + P(F) — P(M ja F) = 0,25 + 0,17 — 0,10 = 0,32.

a) Toistokokeessa, jossa toistoja on nelja ja onnistumisen todennidkdisyys
jokaisella kerralla 0,9, saadaan yksi epdonnistuminen
todennikoisyydelld

(;‘)-0,1-0,93 =0,2916~0,29.

b) Onnistumisten lukumééra noudattaa binomijakaumaa parametrein
n=4jap=0,9, joten odotusarvo on np = 3,6.

¢) Merkitddn pelattujen pelien lukumaaraa n, jolloin onnistuneiden pelien
lukumaéirin odotusarvo on # - 0,9. Etsitddn siis luku n, jolle

10

n - 0,9 > 10. Tdémén epédyhtdlon ratkaisu on n > 9= 11,11...

b

Annin on siis pelattava véhintdin 12 kertaa.
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1032. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa yhden lampun kestoikié. Télloin
X ~N(1500, 180).

Etsitdédn ensin kestoikd a, jonka ylittdd 90 % lampuista eli jolle
P(X=a)=0,9. Ohjelmalla saadaan a = 1269,3... (tuntia).

1 Normaalijakauma v
p | 1500 a (180

4/HH
P(|1269.3200<X)= 08

Koska lamput palavat 60 tuntia viikossa, 1269,3... tuntia tarkoittaa

% =21,155...~ 21 viikkoa.

Lamput on siis vaihdettava 21 viikon vélein.
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1033. Tapahtuma "joukkue B on voittanut ottelun vapaaheittojen jilkeen" on
sama kuin "kolmesta vapaaheitosta kaksi tai kolme onnistuu". Koska
jokaisen vapaaheiton onnistumisen todennakdéisyys on sama, tilannetta
voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistojen lukuméérd on kolme ja
onnistumisen todennékdisyys kullakin kerralla 0,75. Télloin onnistumisten
lukumaird noudattaa binomijakaumaa parametrein 3 ja 0,75.

Todennékoisyyslaskurilla saadaan
P(kaksi tai kolme onnistuu) = 0,843... = 0,84

/] Binomijakauma v

n 3 p |0.75
1/H[H

P(2 = X)= /08438

Toinen tapa:

Tapahtuma "joukkue B on voittanut ottelun vapaaheittojen jilkeen" on
sama kuin "kolmesta vapaaheitosta kaksi tai kolme onnistuu". Koska
jokaisen vapaaheiton onnistumisen todennakdisyys on sama, tilannetta
voidaan ajatella toistokokeena, jossa toistojen lukuméadra on kolme ja
onnistumisen todennékdisyys kullakin kerralla 0,75.

P(kaksi tai kolme onnistuu)

= P(kaksi onnistuu) + P(kolme onnistuu)
= (3) -0,75%-0,25+0,75

=0,84375

~0,84.
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1034.

Nimetéédn pysdkointipaikat ja merkitién 4 ja B.

Nyt P(A4 varattu) = 40 2 , P(B varattu) = 28 g ja
32 _8

P(A varattu ja B varattu) = w=1s5

Molemmat paikat ovat vapaina, kun kumpikaan ei ole varattuna. Kysytty
todennékdisyys on

P(4 vapaa ja B vapaa)

=1 — P(4 varattu tai B varattu)

=1 — ((P(4 varattu) + P(B varattu) — P(4 varattu ja B varattu))

2 2 8
-G+3715
_1
5
~0,2.

Toinen tapa:

Nimetddn pysédkointipaikat ja merkitdén niittd kirjaimilla 4 ja B.
Molemmat paikat ovat yhté aikaa varattuja 32 minuuttia tunnista.
Témén lisdksi paikka 4 on yksin varattu 8 minuuttia tunnista ja paikka B
on yksin varattuna 8 minuuttia tunnista.

Yhteensé toinen tai molemmat paikat on varattuna 32 + 8 + 8 = 48
minuuttia tunnista.

Molemmat paikat ovat siis yhtd aikaa vapaana 60 — 48 = 12 minuuttia
tunnista.

P(molemmat paikat vapaana) = % = % =0,2.
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1035.

Todennikoisyys, ettd nolla valittyy oikein, on 1 — 0,005 = 0,995 ja
todennikoisyys, ettd ykkonen vilittyy oikein, on 1 — 0,010 = 0,990.

Sanassa 0010111 on 3 nollaa ja 4 ykkosti, jotka vilittyvét oikein tai
vidristyvit toisistaan riippumatta. Todenndkoisyys, ettd sana vilittyy
tiysin oikein, on 0,995 - 0,990* = 0,946258...

Todennékdisyys, ettd yksi kolmesta nollasta on vaéristynyt, ja muut

merkit oikein, on (f) - 0,005 - 0,995% - 0,990 = 0,014265...

Todenndkoisyys, ettd yksi neljastd ykkdsestd on vaaristynyt, ja muut

merkit oikein, on (f) -0,010 - 0,995 - 0,990° = 0,038232...

Néama tapahtumat ovat erillisid, joten

P(enintdédn 1 merkki vdérin)

= P(ei yhtdén vairin) + P(1 nolla vairin) + P(1 ykkdnen véérin)
=0,946... +0,014... + 0,038...

=0,99875...

=~ 0,999.
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1036.

a) Koska arvosanan 9 ylittavid arvosanoja on selvésti enemman kuin sen

alittavia arvosanoja, keskiarvo on yli 9. Toisaalta koska arvosanaa 9 on
hiukan enemmaén kuin arvosanaa 10, keskiarvo on alle 9,5. Alempia
arvosanoja 7 ja 8 on yhteensi niin merkittdvd maara, ettd keskiarvo
pyOristyy neljdsosan tarkkuudella arvosanaan 9+.

Toinen tapa:

Kuviossa pystyakselin asteikkoviivat nayttdisivit olevan noin 5
prosenttiyksikon vilein, jolloin arvosanojen 10, 9, 8 ja 7 osuudet
olisivat noin 45 %, 46 %, 7 % ja 2 %, misti tulee yhteensa noin 100 %.
Muiden arvosanojen osuudet ovat niin véhéiset, ettd ne voidaan jattaa
huomiotta. Arvosanojen painotettu keskiarvo on
0,45-10+0,46-9+0,07-8+0,02-7=9,34

eli noin 9+.

b) Jos esimerkiksi 99 % kuljettajista arvioi arvosanakseen 10 ja loput 1 %

arvosanakseen 9, keskiarvo on 0,99 - 10 + 0,01 - 9 =9,99. Tall6in 99 %
kuljettajista on antanut itselleen keskiarvoa 9,99 paremman arvosanan
10.
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1037. a) Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa mittaustuloksia. Talldin
X ~N(50, o) tuntemattomalla keskihajonnalla o.

Koska P(48 < X< 52) = 0,80, symmetrian
vuoksi P(X < 52) = 0,90.

Tamaén perusteella ohjelman avulla
saadaan keskihajonnaksi o = 1,560...

1 Normaalijakauma(50, x, 52)=0.9
RatkaiseNumeerisesti. {x = 1.5606082921}

Nyt ohjelman avulla saadaan P(X > 53) = 0,0272... = 0,03.

/1 Normaalijakauma w
p |50 o |1.560608
1 HH
P( 3 < X)=[0.0272822

b) Olkoon X ~ N(100, 15). Etsitddn a, jolle
P(X<a)=0,50+0,25=0,75.

25 % 25%
Ohjelman avulla saadaan ¢ = 110,117... 100 a

1 MNormaalijakauma(100, 15, x):0.75|
RatkaiseNumeerisest- {x = 110.1173462529}

Tarkistetaan, ovatko rajat 90 ja 110 vai 89 ja 111.
P(O0<X<110)=0,49...<0,5
P89 <X<111)=0,53...>0,5

Kysytty kokonaislukuvali on siis [89, 111].
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1038. Tapahtuma "X = 0" on sama kuin "molemmat nostetut pallot ovat
valkoisia". Jos ensimmdiinen nostettu pallo on valkoinen, jéljelld on nelj
palloa, joista yksi on valkoinen.

Yleisen kertolaskusddnnon mukaan P(X =0)= 21_1_ 0,1.

54 10

Yksi musta pallo voidaan saada nostamalla ensin valkoinen ja sitten
musta, tai ensin musta ja sitten valkoinen. Namé tapahtumat ovat erilliset,
joten

23,3
P(X=D)=%-5+5

P(X=2)=2.2=220,3.

Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

1 3 3 6 .1
EX100+ 1+10251 =1,2.
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1039. a) Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tdsmaélleen silloin, kun
niiden pistetulo on nolla. Vektoreiden ai +5bj ja 2i —j pistetulo on

2a—b.
2a—b=0
2a=b

Nopanheitossa mahdolliset silméluvut ovat 1, 2, 3,4, 5 ja 6.
Alkeistapauksia eli silméilukupareja (a, b) on 6 - 6 = 36.
Silmélukupareista (a, b) ehdon 2a = b toteuttavat parit (1, 2), (2, 4) ja
(3, 6). Suotuisia alkeistapauksia on siis kolme, joten kysytty

i 3_1
todennikoisyys on w12

b) Vektorit ovat yhdensuuntaiset tdsmaélleen silloin, kun toinen saadaan

kertomalla toinen jollain luvulla # # 0.

ai +bj =t(3i +2j)
ai +bj=3ti +2tj
Koska kantavektorit i ja j ovat erisuuntaiset, yhtilo toteutuu vain,
kun a = 3¢ ja b = 2t. Jalkimmadisestd yhtdlosti saadaan ¢ = %, joka
voidaan sijoittaa ensimmadiseen yhtdloon, jolloin saadaan
_3.b_3
a=3 2=3 b.
Tamén yhtélon toteuttavat silmélukupareista (a, b) vain parit (3, 2) ja

(6, 4). Niinpé kysytty todenndkoisyys on % = %
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1040. Ennen uudistusta 7 numeron lottoriveja oli (39

7 ) erilaista.

Sellaisia 7 numeron rivejé, joissa oli 6 seitsemésti varsinaisesta numerosta

ja 1 kahdesta lisénumerosta, oli tuloperiaatteen mukaan (2)(?) =14

erilaista.

Niinpi todenndkdisyys, ettd pelaajan tdyttiméassd 7 numeron rivissé oli
oikein 6 varsinaista ja yksi lisinumero, oli ennen uudistusta

(7)(2)
6 1 — 14 —_— ~ . _7
(39) _15380937—0,000000910...~9,1 107",

7

Uudistuksen jalkeen 7 numeron lottorivejé on (40) erilaista. Sellaisia 7

7

numeron rivejd, joissa on 6 seitsemésté varsinaisesta numerosta ja

lisinumero, on tuloperiaatteen mukaan (Z)(}) =7 erilaista. Ndin ollen

todennékoisyys, ettd pelaajan tiyttdméssi 7 numeron rivissd on oikein 6
varsinaista ja yksi lisinumero, on uudistuksen jélkeen

(7)(1)
o\t) 7 ~3.8.107
(40) = sciaseg = 0-000000375...x3,8-107.

7




Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

1041.

1042.

Alkeistapauksia ovat lukuparit (a, b), joissa 0 <a <2 ja 0 < b <2. Kaikki
alkeistapaukset muodostavat nelion, jonka sivun pituus on kaksi ja pinta-
ala 2> =4,

Suotuisa alue on se osa nelioté, jossa Ao
lgla+b)>0clia+b>1elib>—a+1.

Suotuisan alueen, joka kuvaan on merkitty 1
punaisella, pinta-ala saadaan vihentdmalla
koko nelion pinta-alasta sen alueen pinta-ala, 0:5 \\
jossa b <—a + 1. Tama alue on kolmio, jonka

1 of 05 1 15 2

E.

pinta-ala on %Jol =

Kysytty todennékdisyys on siten T

o=
|

a) Lukujono on aritmeettinen, jos sen kahden perdkkéisen jésenen erotus
on vakio. Nopanheitossa mahdolliset silméluvut ovat 1, 2, 3,4, 5 ja 6.

Lukujonoista (a, b, c¢) aidosti kasvavia ja aritmeettisia ovat jonot
(1,2,3),(2,3,4),(3,4,5) ja(4, 5, 6), joissa perdkkiisten jasenten
erotus on yksi, sekd jonot (1, 3, 5) ja (2, 4, 6), joissa perdkkéisten
jasenten erotus on kaksi, yhteensd kuusi jonoa.

Lukujonoja (a, b, ¢) on tuloperiaatteen mukaan 6 - 6 - 6 =216 erilaista,

. I 6 _ 1

joten kysytty todennékdisyys on 21636

b) Lukujono on geometrinen, jos sen kahden perdkkéisen jasenen suhde
on vakio. Lukujonoista (a, b, ¢) geometrisia ovat vakiojonot (1, 1, 1),
(2,2,2),...,(5,5,5) ja(6, 6, 6), joissa perikkdisten jdsenten suhde on
yksi; jono (1, 2, 4), jossa perakkdisten jasenten suhde on kaksi; sekd
jono (4, 2, 1), jossa perdkkéisten jasenten suhde on puoli; yhteensé
kahdeksan jonoa.

1

. L. 8 1
Kysytty todennikoisyys on siksi 216-27"
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1043.

1044.

Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa haastattelun kestoa minuutteina.
Talloin X ~ N(15, o) tuntemattomalla keskihajonnalla o.

Ehdon P(X < 18) = 0,95 perusteella 16ydetéén ohjelman avulla
keskihajonnaksi ¢ = 1,8238...

Mormaalijakauma(15, x, 18)=095
RatkaiseNumeerisestic {x = 1.8238704957}

Keskihajonnalla on sama yksikkoé (minuutteja) kuin haastattelun kestolla.
Muutetaan desimaaliosa sekunneiksi: 0,8238... - 60=494. ..

Keskihajonnan kasvaessa kasvaa todennékoisyys saada kaukana
odotusarvosta olevia arvoja. Keskihajonnan pitiisi siis olla korkeintaan
1 minuutti 50 sekuntia.

Suoran ax — by = 0 kulmakerroin nihdéén ratkaistusta muodosta y =% x

b
. .. a
jaonsiis -
Alkeistapauksia ovat lukuparit (a, b), joissa 0 <a <1ja 0 <bh < 1. Kaikki
alkeistapaukset muodostavat nelidn, jonka sivun pituus on yksi ja pinta-
alal-1=1.

acl g A
b =3 eli b

b > 3a. Tama alue on kolmio, jonka pinta-ala on
11

= _.1:l 2/3

23 6

Suotuisa alue on se osa nelioté, jossa

173

v

;—Alo\._.

Kysytty todennékdisyys on

N | —

=—_. 0 2/3
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1045.

Olkoon X kahvin méérd (grammoina), jolloin X ~ N(x, 10)
tuntemattomalle odotusarvolle x. Odotusarvo tulisi madréta niin, etté
P(X <500) <0,02.

Ohjelman avulla saadaan
w=>520,537... = 521 (grammaa).

Mormaalijakaumal(x, 10, 500)=0.02
RatkaiseNumeerisesti-  {x = 520.5374891055 }

Toinen tapa:
Normeerataan satunnaismuuttuja X ja kirjoitetaan ehto odotusarvolle
standardinormaalijakauman kertyméfunktiota ® kayttden.

P(X <500)

o X=u 500—pu
=P <"1
_ _HM
=P(Z <50 10)

u
= < _—
P(Z<50-45)

— _H
= B(50—5)

Néin ollen P(X < 500) < 0,02 tdsmaélleen silloin, kun ® (50— %) <0,02
eli kun CD(% -50)>1-0,02=0,98. Taulukoitujen arvojen perusteella

niin on, kun % —502>2,0538. Ratkaistaan p.

Y7
= -50>2,0538
10 ’

H )
£5252,0538 || 10

1> 520,538

Odotusarvon tulee siis olla véhintdén 521 grammaa.
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1046. a) Piirretddn mallikuva.

Ay (4, 4)
4

3

2
A=(-2,1) (1, 1)

Koska koko nelié on pisteen 4 oikealla puolella, vektorissa
AP =ai+bj kerroin a on valttaimétté positiivinen eli
P(a>0)=1.

b) Nelion pinta-alasta tdsmilleen puolet on koordinaatistossa ylempén4,
puolet alempana kuin piste A.

Ay (4, 4)
4

3

2
A=(-2,1) 1,1)

Niinpi P(b > 0) = %
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¢) Merkitddn P = (x, y), jolloina=x—(-2)=x+2jab=y— 1.
Tapahtumalle "a > 7 ja b < 1" suotuisa alue on se osa nelidté, jossa
x+2>T7jay—1>1lelix>5jay<2.

tv (4,4)

Jaetaan suotuisa alue puolisuunnikkaaksi ja kolmioksi ja lasketaan sen
pinta-ala kahdessa osassa.
Ay @, 4)

L
- =
—
-2
_2+3,_5
4 =55 1= >
2-1
Az_T_l
. . 5 7
Suotuisan alueen pinta-ala on 4, + 4, = 5t 1= 3

Koko nelién pinta-ala on 18.

L

Siis P(a>7jab<1)= 36

—_
ool""\’
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d) Tapahtumalle ‘Z" <~/45 suotuisa alue on se osa neliti, joka jad

sellaisen ympyran sisiin, jonka keskipiste on 4 ja side ~/45.

ﬂy @, 4)

4
3

A=z 1 (1,1 1)
a 1

X

3 2 10 1 2 3 4 5 6 7

b
-1
2 @, -2)

Pisteiden 4 = (=2, 1) ja (4, 4) vilinen etdisyys on
\/(4 —(=2))* +(4—1)* =+/45, samoin pisteiden 4 ja (4, —2) vilinen
etaisyys.

Niinpd suotuisan alueen pinta-ala saadaan véhentdmalld kuvassa
nékyvén sektorin pinta-alasta nuolimaisen nelikulmion pinta-ala.

Madritetdén sektorin pinta-ala. Sitd varten tarvitaan keskuskulma o.
Kulma a on pisteiden (=2, 1) ja (4, —2) seké pisteiden (-2, 1) ja (4, 4)
kautta kulkevien suorien vélinen kulma.

-2-1 1

k=322
4-1 _1
k2‘4—(—2)‘2
bk | | 377
tang =2 || 2 2 |_4
1+ -k, | ‘ 1 1‘ 3
1+( 2) >
a=531.°

Asektori = ﬁ T (\/B)2 = 20,8
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Jaetaan nuolimainen nelikulmio kahdeksi kolmioksi.

Ay 4 4)

4

3

AEIEZ, 1) (1) 7, 1)

=2 (4,-2)

Kolmiot ovat yhtenevit. Jos kannaksi ajatellaan pisteiden (-2, 1) ja
(1, 1) vélinen 3:n pituinen jana, niin niiden korkeus on 3.

3-3
Akolmiot = 2 . T = 9
Kysytty todenndkoisyys on siis

20,8..-9 ~
TS =0,659...% 0,66
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1047. Alkeistapauksia ovat lukuparit (p, ¢), joissa luvut p ja g tayttavit ehdot
lpl<1jalg|<1eliehdot—1<p<1ja—1<gqg<1. Nima lukuparit
muodostavat nelion, jonka sivun pituus on 2.

Yhtilolld x* + px + g = 0 on kaksi ratkaisua eli juurta, jos diskriminantti
D=p*—4q>0c¢lijos g<ip’

—p-NP =44 . _ PP —4q

Juuret ovat télloin x, = > jax,=

Molemmat juuret ovat positiivisia tdsmélleen silloin, kun juurista
pienempi on positiivinen eli kun x; > 0.

Jos p > 0, niin —p < 0. Koska nelidjuuren arvo on aina positiivinen tai

58 —
2
nolla, niin tallgin x, = —2 VP 44 g

On siis oltava p < 0.

Jos nyt ¢ <0, niin —4¢ > 0, jolloin p* — 4¢q > p*. Tilldin

2[p|
L o"P=NP =4
1~ 2 - Y-
“Ip] <l
—p—\pP’—4q
On siis oltava p <0 ja g > 0. Télloin x, =———-—>0.

2
Tapahtuma "molemmat juuret positiivisia" tarkoittaa siis sité, ettd p <0,
q>0jag<ip’.

Suotuisa alue neliotéd on siis kuvassa
kdyrin ¢ =1 p® ja vaaka-akselin viliin

jaava alue pystyakselin vasemmalla 05
puolella. s

41 -05 0
-0.5




Juuri Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 20.9.2019

0
Tadmén alueen pinta-ala on J‘% pldx = % Koko nelion pinta-ala on
-1

1

48

Llw‘—‘

2? =4, joten kysytty todennikdisyys on

1048. Lasketaan ensin, kuinka suuri on alue, jolle
pistetty neula osuu yhteen palloon. Koska pallon
sdde on 2,5 cm, pallon poikkileikkauskuvassa
suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on 2,5 cm
ja pystykateetti 2,5 cm — 2,0 cm = 0,5 cm. 25

Pythagoraan lauseen mukaan toinen kateetti on

V2,57 —0,5% =6 = 2,449... (cm).

Alue, jolle pistetty neula osuu yhteen palloon, on ympyré, jonka pinta-ala

on n(\/g)z =6m (cm?).

Palloja on 25 ja laatikon kannen pinta-ala on 25 - 25 cm?, joten kysytty

25:-6m _ 67 _() 7539 ~0,75.

todenndkdisyys on 7525 = 25
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

1049. Kaksitoista henkil6d voi muodostaa 12! erilaista jonoa.

Kahdentoista paikan jonossa sellaisia paikkapareja, joissa paikat ovat
perdkkéin, on 11 erilaista;

XX0000000000

0XX000000000

0000000000XX

sellaisia, joissa paikkojen vilissa on yksi paikka, on 10
X0X000000000
0X0XO00000000

000000000X0X

ja sellaisia, joissa vélissd on kaksi paikkaa, 9
X00XO00000000
0X00X0000000

00000000X00X

Henkil6t A ja B voivat olla ndilld kahdella heille valitulla paikalla
kahdessa jarjestyksessa, ja muut 10 henkilod muilla paikoilla 10! eri
jérjestyksessa.

Tuloperiaatteen mukaan suotuisia jonoja on
(11+10+9)-2!-10!'=30-2! - 10! erilaista.

21,101
Kysytty todennikoisyys on % = %
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Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa kivien oston ja hionnan
vaikutusta kultasepén varallisuuteen. Lasketaan satunnaismuuttujan X
odotusarvo kummassakin tilanteessa.

1) Kultaseppé ostaa yhden suuren jalokiven ja maksaa siitd 12 000 mk:

- jos hionta epdonnistuu, kivi on arvoton ja hankintahinnan liséksi myos
hiontakulu 1000 mk jé& tappioksi eli X =0 — 12 000 —1000 = —13 000
(mk)

- jos hionta onnistuu, kiven arvo on 1,3 - 12 000 mk = 15 600 mk ja
siten X =15 600 — 12 000 — 1000 = 2 600 (mk)

Hionnan onnistumisen todennékdéisyys on 0,9, joten odotusarvo

tilanteessa 1 on

EX=0,1-(=13000) + 0,9 - 2 600 = 1040 (mk).

2) Kultaseppé ostaa kaksi pienempéd jalokived ja maksaa niistd yhteensa
12 000 mk:

- jos molempien kivien hionta epdonnistuu, kivet ovat arvottomia ja
hankintahinnan liséksi mys niiden yhteenlaskettu hiontakulu
2 - 800 m = 1600 mk jai tappioksi, eli
X=0-12000— 1600 =-13 600 (mk)

- jos yhden kiven hionta onnistuu ja toisen epdonnistuu, kivien
yhteenlaskettu arvo on 0 + 1,3 - 6000 = 7800 (mk) ja siksi
X=7800— 12 000 — 1600 =—5800 (mk)

- jos molempien kivien hionta onnistuu, kivien yhteenlaskettu arvo on
2-1,3- 6000 =15 600 (mk) ja siksi
X=15600-12 000 — 1600 =2 000 (mk)

Lasketaan ndiden tapahtumien todennékoisyydet ja X:n odotusarvo
tilanteessa 2.

P(kummankin kiven hionta epdonnistuu) = 0,08 - 0,08 = 0,0064

P(yhden kiven hionta epéonnistuu ja toisen onnistuu)
=0,08-0,92+0,92-0,08=0,1472

P(kummankin kiven hionta onnistuu) = 0,92 - 0,92 = 0,8464

EX=0,0064 - (~13600) + 0,1472 - (~5800) + 0,8464 - 2 000
= 752 (mk).

Tilanteessa 1 odotusarvo on suurempi (1040 > 752), joten kultasepén
kannattaa ostaa yksi suuri kivi.
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Toinen tapa:

Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa kultasepin ostamien kivien
yhteisarvoa kaupan ja hionnan jélkeen, kun my6s hiontakulut on
huomioitu. Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo kummassakin
tilanteessa.

1) Kultaseppi ostaa yhden suuren jalokiven:
- jos hionta epédonnistuu, kivi on arvoton ja hiontakulu 1000 mk jaa
tappioksi eli X =—1000 (mk)
- jos hionta onnistuu, kiven arvo on 1,3 - 12 000 mk = 15 600 mk ja
siten X'= 15 600 — 1000 = 14 600 (mk)
Hionnan onnistumisen todennékdoisyys on 0,9, joten odotusarvo

tilanteessa 1 on
EX=0,1-(-1000)+ 0,9 - 14 600 = 13 040 (mk).

2) Kultaseppa ostaa kaksi pienempéé jalokived:

- jos molempien kivien hionta epdonnistuu, yhteenlaskettu hiontakulu
2 - 800 m = 1600 mk jaa tappioksi eli X =—1600 (mk)

- jos yhden kiven hionta onnistuu ja toisen epdonnistuu, kivien
yhteenlaskettu arvo on 0 + 1,3 - 6000 = 7800 (mk) ja siksi
X=7800— 1600 = 6200 (mk)

- jos molempien kivien hionta onnistuu, kivien yhteenlaskettu arvo on
2-1,3-6000 =15 600 (mk) ja siksi X =15 600 — 1600 = 14 000 (mk)

Lasketaan ndiden tapahtumien todennékoisyydet ja X:n odotusarvo
tilanteessa 2.

P(kummankin kiven hionta epdonnistuu) = 0,08 - 0,08 = 0,0064
P(yhden kiven hionta epéonnistuu ja toisen onnistuu)
=0,08-0,92+0,92 - 0,08 =0,1472

P(kummankin kiven hionta onnistuu) = 0,92 - 0,92 = 0,8464

EX=0,0064 - (~1600) + 0,1472 - 6200 + 0,8464 - 14 000
=12 752 (mk).

Tilanteessa 1 odotusarvo on suurempi (13040 > 12752), joten kultasepin
kannattaa ostaa yksi suuri kivi.
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Kolmas tapa:

Jos kultaseppé ostaa yhden suuren jalokiven, sen hionta maksaa 1000 mk.
Hionta onnistuu todennékoisyydelld 0,9 ja onnistuneesti hiotun kiven arvo
on 1,3 - 12000 mk = 15600 mk.

Varallisuus koostuu kivestd mutta siti rasittaa hiontakulu 1000 mk, joten
varallisuuden odotusarvo on

0,1-0+0,9 15600 — 1000 = 13040 (mk).

Jos kultaseppé ostaa kaksi pienempéi jalokived, niiden hionta maksaa
yhteensé 2 - 800 mk = 1600 mk.

Kumpikin hionta onnistuu todennékdisyydelld 0,92 ja yhden onnistuneesti
hiotun kiven arvo on 1,3 - 6000 mk = 7800 mk.

Varallisuus koostuu kummastakin kivesta ja siti rasittaa hiontakulu 1600

mk, joten varallisuuden odotusarvo on
(0,1 -0+0,92 -7800) + (0,1 - 0+ 0,92 - 7800) — 1600 = 12752 (mk).

Odotusarvo on ensimmaéisessi tilanteessa suurempi, joten kultasepén
kannattaa ostaa yksi suuri kivi.
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1051. Todennikoisyyslaskurilla saadaan P(X'>5) =0,184... = 0,18, kun X
noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla 3.

/7| Poisson v
po3

185
P(5 < X)= 01847

Toinen tapa:

Tapahtuman “’keskukseen tulee minuutissa ainakin 5 puhelua”
komplementti on “keskukseen tulee minuutissa korkeintaan nelja
puhelua”. Lasketaan komplementin todennakdisyys.

P(nolla tai yksi tai kaksi tai kolme tai nelja puhelua)

=PotpPtPtPt D,

3% 3le? 32?3 e? 37
S T VR, TR TRRY
_131

8¢’

~0.8152...

Nyt saadaan

P(vdhintdén viisi puhelua)

= 1 — P(korkeintaan nelja puhelua)
=1-0,8152...

=0,1847...

~0,18.
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1052. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kuvaa pussissa olevien makeisten
yhteispainoa (grammoina). Makeisten lukumééré on 23, ja yhden
makeisen painoa kuvaava satunnaismuuttuja on normaalisti jakautunut
odotusarvolla 2,1 (grammaa) ja keskihajonnalla 0,25 (grammaa).

Tehtédvanannon alkuosan merkinnéilla siis » = 23 ja lisdksi
wi=2,1jao:=0,25 jolloin o> = 0,25 kaikillai = 1, 2, ..., 23.

Tehtdvéssad annetun tiedon perusteella pussissa olevien 23 makeisen

yhteispaino X on normaalisti jakautunut odotusarvona u =23 - 2,1 = 48,3.
Keskihajontojen nelididen summa on nyt 23 - 0,25%, joten keskihajonta on

o =+23-0,25 zgzl,l%...

Ohjelman avulla saadaan P(X > 50) = 0,0781... = 0,08.

-/ Normaalijakauma ~

g 483 o 1.199
1H[H

P(|50 = X)= 0.0781

V23

(Huom. keskihajonnaksi on syotetty luku 1 ohjelma ei osaa nayttda

tdssd muuta kuin desimaaleja, vaikka laskeekin tarkemmilla arvoilla.)



