Juuri Kertaus e Tehtavien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhtic Otava e pdivitetty 24.10.2018

1 Luvut ja laskutoimitukset
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102.  a) Vastalukuon —(~3-7)=—/3+7=7-3.
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Kainteisluku on

b) Vastalukuon—(e—1)=—-e+1=1—e.

Kainteisluku on Ll

¢) Vastaluku on —(—a + b) =a — b.
1

Kaééanteisluku on .
—a+b




Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 24.10.2018

103. 4.2 1400 4. L _ 4
2 * 23 2 8

b) 3% +((-1)°) =1+ (-)*' =1-1=0

2.3 1 _2.9¢ 1 2.

. 1
27 2 27 9 9

W

¢)

d)
787 =77 4 (=-T7)
=744 7% +49

_50_ 1
=7 49+49

-1--L
=1-5+49

f)
(5-107%)-(3-10%)
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104.  a) 1,03-107° =0,0000103

b) 2,40-107 =24 000 000
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105.  a) Luvut ovat toistensa kéanteislukuja, jos niiden tulo on 1.

V6 V6 _6_,
3 2 6
Luvut ovat toistensa kdéanteislukuja.

b) Luvut ovat toistensa vastalukuja, jos niiden summa on 0 ja
kadnteislukuja, jos niiden tulo on 1.

Q+V3)+(2-V3)=2+2+V3-3=4%0
Q2+V3)2-3)=4-3=1

Luvut ovat toistensa kadnteislukuja mutta eivat vastalukuja.

I I I
106, (1+1)-(1+3)-(+3)+..+(+g5)
_g. 3 A S 99100 4 1002100
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2) (a+3)*—(a-3)*
=a’+6a+9—(a* —6a+9)

—a’>+6a+9—a*+6a-9
=12a

107.

b) (a+3)a-3))% =(a*-9)* =a* —184° +81

c)
2+ 2(Wa+)(a-1)
=2+2(a’ -1%)
=2+2(a-1)
=2+2a-2=2a
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1.2 Prosenttilaskuja

LUVUN 1.2 YDINTEHTAVAT

110. a)100% +15%=115%
1,15a

b) 100 % — 35 % =65 %
0,65a

¢) 100 % + 230 % =330 %
3,3a

d) 100 % — 50 % = 50 %
0,5-0,5a=0,25a

111.  Merkitdédn verotonta hintaa kirjaimella x.
1,24x=1389,90 || : 1,24
x=314,435...

Veroton hinta on 314,44 €.
Hinnassa on veroa 389,90 € — 314,44 € = 75,46 €.

112. Merkitddn tyontekijoiden méiraa vuoden alussa kirjaimella x.
1,09x =145 : 1,09
x=133,027...

Yrityksessd oli vuoden alussa 133 tyontekijaa.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 24.10.2018

113.

114.

116.

Liuosta on yhteensa 500 g + 300 g =800 g.

6-prosenttisessa liuoksessa on suolaa 0,06 - 500 g =30 g.
S-prosenttisessa liuoksessa on suolaa 0,05 - 300 g=15g.
Suolaa on yhteensd 30 g+ 15 g=45 g.

Lasketaan koko liuoksen suolapitoisuus.

—_— = Z

Syntyvén liuoksen suolapitoisuus on 5,6 %.

Merkitdan matkustajaméérds vuoden alussa kirjaimella a.

Helmikuun alussa matkustajaméérad oli 1,02a.

Maaliskuun alussa matkustajamééré oli 1,03 - 1,02a.

Huhtikuun alussa matkustajamiéré oli 1,04 - 1,03 - 1,02a = 1,092624a.

Matkustajamaéra kasvoi yhteensi 9,3 %.
Merkitddn osakkeen arvoa alussa kirjaimella a. Muutosten jilkeen
osakkeen arvo on 1,12 - 0,94 = 1,008a.

Arvo nousi 0,8 %.

Viite

Ly »
L, W
N
N o
L =

Kaavan numero
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1.3 Itseisarvon maaritelma ja ominaisuuksia

LUVUN 1.3 YDINTEHTAVAT

117.  a)Luku 1-+/2 on negatiivinen, koska 1=+/1<+/2.

b) [1-v2|=-(1-v2)=-1++2 =2 -1

18, a) Ns-1=v5-1 (f5>v1=1)
b) 3-v10[=-(3-10)=v10-3 (3=+9 <+10)

) |6-2 |=-(6-2 )=2 -6 (7r=3,14..>3, joten 27 >6)

119, a) M3+2|-[V3-2|=3+2-(~(v3-2)="3+2+3-2=2V3

Ilfl ~1-v2) _2-1_

\/—1 V2-1 2-1
0) N5 -5|-|5-V5|=-(5-5)-(5-V5)=—5+5-5+/5=0

120.  a) Epatosi. Luvun 0 itseisarvo on 0.
b) Epitosi. Jos esimerkiksi a = -3, |-3 + 2| =1, mutta -3 + 2 = —1.

¢) Tosi. TAma on osa itseisarvon maaritelmaa.
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121.  a) [n—2|+|5-n|=n-2+5-n=3
b) N3 +5/ N3 -5 =v3+5-(-(3-5)=v3+5+/3-5=23

) -3 -1|+[-(B3-D|==(B-D+( 3 -1)=—3+1+3-1=0

122.  a)la|=a,kuna>0.
b)Kuna<-1,niin1 +a<0,joten |l +a|=—(1 +a)=-1-a.
¢) |3a] =-3a, kun a <0.

d)Kuna<0,niin—a>0jal—a>0,joten |l —a|=1-a.

123.  a) Epétosi. Kun a = -1, —1 ei ole suurempi kuin —(—1) = 1.
b) Epétosi. Ei ole voimassa luvulle a = 0.
¢) Tosi. Koskaa+1—a=1>0,niina+1 >a.

d) Epétosi. Negatiivisille luvuille a viite ei ole voimassa, koska
nelidjuuren arvo ei voi olla negatiivinen.

e) Epétosi. Kun a = -2, —-|~(-2)| = — 2, mutta —(-2) = 2.
f) Tosi. Tallainen luku on esimerkiksi a = —0,5.
¢) Tosi. Téllainen luku on a = 0.

h) Tosi. Luku a = 0 on tillainen luku.
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Luvun 1 vahvistavat ja syventavat tehtavat

VAHVISTAVAT TEHTAVAT

124.  a) Pienin rationaaliluku on sellainen negatiivinen luku, jonka itseisarvo on
suurin. Luku on negatiivinen ainoastaan silloin, kun m = —1. Itseisarvo

Tt on suurin, kun nimittijd # on pienin, eli n = 2. Pienin luku on —%.

Luvuista m ja n valitaan (positiiviset) luvut siten, etti osoittaja m on
suurin mahdollinen ja nimittdja » pienin mahdollinen.

Suurin luku on % =1.

Huomautus:

Voidaan my0s luetella kaikki mahdolliset osaméaéarat
I 1 1 1112,
2, 3’ 4’0,453’253_]a17

ja valita niistd suurin ja pienin.

b) Luvun 1,5 kédnteisluku on % 1 :% =1-== 2 ja tdmén vastaluku on

b

2
3

—%. Luvun 1,5 vastaluku on —1,5 ja tdmén kéénteisluku on

1 3yo 222
-1,5 2 3 3
X) (x
1,1 1-x_ x 1 1-x_x+1-14+x_2x 2
125 a) —+—- =4+ —- = === == x=0
x X2 x2 ¥ X x2 x? x2 X

1 d*+2a_ 1 w(e+2) 1
2a-a®> 2+a  w(Q2-a) a+¥2 2-a

b) ,az0,a=12
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126. a) Lavennetaan luvut samannimisiksi.

135
270
W3 4
570
194 40
7770
Suuruusjarjestys madrdytyy osoittajien perusteella ja on % < % < %

b) Ja+b <Ja+b

Koska a > 0 ja b > 0, epiyhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia ja
epayhtild voidaan korottaa puolittain nelidon.
(Na+b)* <(Na +b)?
a+b<a+2Ja-Nb+b ||-a-b
0<2vab

Oikealla puollella oleva lauseke on aina positiivinen, joten epayhtalo
aina tosi. Talloin myos alkuperdinen epayhtéld on aina tosi.

8-2° _2°.2° _2° 65 _,

127. @) S%-= T

b) 26 (2)8 26 28 26+8 214

<0 —
<0
%f—/
>0

128. a=0,75b

b__b _
o =055 = 0T5=1:

w|.;>.

=1,333...

-hlw

b on noin 33% suurempi kuin a.
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129.

130.

131.

A-L: V64 =4 =2

B-II

C-1

D-III: Vihenee neljdsosan, joten jdljelle ja4 kolme neljdsosaa, eli 0,75a.
E-I: Vdhenee neljdsosaan, joten jéljelld on neljdsosa, eli 0,25a.

F-1I: Jos a on negatiivinen, niin —a on positiivinen.

Merkitdan yOopymisen hintaa ennen sesongin alkamista kirjaimella a.
Sesongin alkaessa hinta on 1,08a.

Sesongin péétyttya hinta on 0,9 - 1,08a = 0,972a.

1-0,972=0,028
Hinta on laskenut 2,8 %.

(@’ —a*b®): (ab - a*b*)

_a’h*(1-d’bh)
ab(1-ab?)

_ (ab)* —ab?)(1+ ab)

ah(1—ab’ )

= ab(1+ ab?)

=ab +a*b’

=a’b® +ab

a=10°jab=10"

(10%)%-(107°)* +10°-107°
=10"*-10" +10'

=107 +10

=0,001+10

=10,001



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 24.10.2018

132.  a) Luvut ovat toistensa vastalukuja, jos niiden summa on 0.
(a-b)tb-a)=a-b+tb—-a=0.
Luvut ovat toistensa vastalukuja.

b) Luvut ovat toistensa kéénteislukuja, jos niiden tulo on 1.

Na bVa _bVa-Na _ba _,
b a ba ba
Luvut ovat toistensa kéénteislukuja.

133.
Ja2~/4/5/6
=a-2-4-5-6
=Ja-2-2.2-5-2-3

Tulo on kokonaisluku, jos juurrettava eli 5 - 3 - a on jonkin kokonaisluvun
nelid. Pienin mahdollinen a:n arvo on 5 - 3 =15, koska tdlléin 5 - 3 - @ on
52 . 3%, Pienin kokonaisluku on 15.

2+J§)L+‘/§) 1 _ 2+2 " V2 :2+2\/§:1
B2 242 202+2) V202+2) 222+2

3 [2 [15 5 533 45 V3 B V333
‘”EE‘E@—W-T{ G e i 2

134. a)




Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 24.10.2018

135, a) Wa+1)*—a-1=a+2Va+1-a—-1=2Va

b)
1+x) 1-x)
X X
l—xjL 1+x
o x(1+x) N x(1-x)
S (1+x)(1-x) (A+x)(1-x)
_x+x’x—x’
2

1-x
2x
2

_l—x

_a l-a
a-1 a
_AQ<a)i+a)
—(le/a)zf

_l+a
-1
=—1-a
=-a-1

d)
J5) 10 V541 4

J5 J5-1
_10V5_ 4(5+))

5 (5-DK5+))
_10v5 _ 4(5+1)
5 5-1
22\/—_/4(\//;“‘1)
=2J5-(\5+1)

=2J5-5-1
=5-1
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6 3 1 1 1
136. a) 426 =24 -22-02 2" 210722

137.

5 2 2
by 2 =¥ =P = 3= (2123
— 2.2 =¥

(Huomaa, ettd murtopotenssi on médritelty vain, kun kantaluku on
positiivinen.)

w\w
Il
(8]
—
Il
[OV)

(=7
~
2
w
|
N
|
(1
|
[\e[o)
o=
Il
<
5

a) Ei-negatiivisen luvun @ nelidjuuri on luku b, jos b >0 ja b* = a.
Koska 5 = /25 > /2, on 5-+/2 >0.
(5-~2)=25-2-5-2+2=27-10v2

Siis luku 5— \/5 on luvun 27— 10\/5 nelidjuuri.

b) 2—- Vs=va-5< 0, joten ei ole 2 — \/g minkdin luvun neliéjuuri.

31 3.
c)\/ —\/a az— a2 =(a?)3 =a?

1

a2 =+a,a>0

w\»-
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138.  a) \J(1-7)° ——(1 m)=n—1

0

b) |2—J§| =(2-V2)?=4-42+2=6-4V2

c)aa.aa‘aa_aa:aa+a+a+a:a4a’a>0

d) |-5(n—4)|=|-3:|n—4|=5-(-t+4)=20-5n
<0

e) a® - b = (ab)*

139. a) Positiivisten lukujen nelididen suuruusjérjestys on tdsmélleen sama
kuin alkuperdisten lukujen suuruusjirjestys.

(5v/3)* =25-3=75
(6v2)* =36-2=72

Koska 75 > 72, on 543 > 63/2.

b) Positiivisten lukujen suuruusjérjestys sdilyy korotettaecssa molemmat
positiiviseen kokonaislukupotenssiin.

(R/3)"? =(3%)‘2 =3* =81
(3/2)12 2(4%)12 —43 —64

Luku /3 on suurempi.

¢) Positiivisten lukujen suuruusjérjestys séilyy korotettaessa molemmat
positiiviseen kokonaislukupotenssiin.

(/3)° (33 =32=9
¥6)° =

Luku 3/? on suurempi.
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140.

141.

N [—

=2.

1 2
2) Viite on tosi, silld ¥4 = (2%)4=24=2

b) Viite on epitosi. Esimerkiksi, jos @ = -2, niin /(-2)° =64 =8,
mutta (-2)° =-8.

. . o a1
¢) Viite on epitosi. Esimerkiksi, jos n =—1, on 8 T= g, mutta

24D — 04 1 =

24 16
d) Viite on tosi, silld (=1)*" =((-1)*)" =1" = 1.
a) Merkitdén alkuperdistd hintaa kirjaimella a. Korotuksen jélkeen hinta

on 1,25a. Merkitddn alennusta vastaavaa prosenttikerrointa kirjaimella
k. Tulee olla:

k-1,25a=a
k-1,25=1 I:1,25
k=0,8

Hintaa on alennettava 20 %.

b) Merkitddn alkuperdisté hintaa kirjaimella a ja myyntié eli myytyjen
tuotteiden lukuméérié kirjaimella m. Alennuksen jilkeen hinta on
0,75a. Merkitdin myynnin korotusta vastaavaa prosenttikerrointa
kirjaimella &. Tulee olla:
k-m-0,75a=ma

k-0,75=1 II:0,75
k=1,333...

Myynnin on lisdédnnyttdva noin 33 %.



Juuri Kertaus ® Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 24.10.2018

142.

143.

a) Alkuperdisessé liuoksessa on suolaa 0,035 -38 g=1,33 g.
Veden haihduttamisen jidlkeen liuosta on 38 g — 6,0 g =32 g.
Liuoksen suolapitoisuus on

1,33
=—=0,0415...4,2 %.
%) 0,0415 2%

b) Merkitddn alkuperdisen liuoksen massaa kirjaimella . Suolaa on
alkuperidisessé liuoksessa 0,06a. Veden lisdyksen jilkeen liuoksen
massa on 1,5a.

Liuoksen suolapitoisuus on

0.06a _ ) 04 = 4.,0%.
1,5a

Piirretdén kuva tilanteesta. Merkitdin nelion sivun pituutta kirjaimella a ja
ympyrén halkaisijaa kirjaimella d.

Nelion piirin pituus on 4a.
Ympyrén halkaisija on nelion lavistdjén pituinen.
Lavistdjan pituus voidaan ratkaista Pythagoraan lauseella.

d* =a*+d*
d* =2d*
d =2a (tai d = —/2a)
Ympyrin kehin pituus on 7-d = 1-v/2a.

n2a_ 2 =1,1107...
4a 4

Ympyréan kehén pituus on noin 11,1 % suurempi kuin nelidn piirin pituus.
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144.

145.

146.

2}1—3 . 4}1

8n—l

2n—3 . (22 )n
- (23 )n—l

2n—3 . 22n
- 93(n=1)

2n—3+2n

- H3n-3
93n-3
5303
_ 9(3n=3)-(3n-3)
=20
=1

Merkitdan alkuperdisen kuution sivun pituutta kirjaimella a ja
suurennetun kuution sivun pituutta kirjaimella . Kuutioiden pinta-alat

ovat 6a’ ja 6b°, joten syntyy yhtils:
6b*> =1,2-6a*
b* =1,24°
b=+12a(b>0)

Suurennetun kuution tilavuus on

b =(,2a) =(J1,2)} -a® =1,3145... -a°.

Tilavuus kasvaa 31,5 %.

Merkitéédn parturimaksun verotonta hintaa kirjaimella a. Ennen veron
alennusta parturimaksu oli 1,22a. Alennuksen jidlkeen maksu oli 1,08a.

LO8a _ggsn . 1-0.8852..=0,1147...~ 115 %
1.22a

Maksut olisivat alentuneet 11,5 %.
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147.

148.

149.

15 %o = 15:1000 = 0,015
Puhdistusainetta tulee olla 0,015 - 1000 ml = 15 ml ja
vettd 1000 ml — 15 ml = 985 ml.

200 millilitrassa pesuliuosta on 0,015 - 200 ml = 3 ml puhdistusainetta.
Merkitéén kirjaimella x lisdttdvan puhdistusaineen méaras.

Talloin pesuliuosta on yhteensd 200 + x ml ja puhdistusainetta liuoksessa
3+xml

3+x _ 0,035, jonka ratkaisu on x = 4,145...

htils _
Saadaan yhtélo 200+ %

Puhdistusainetta on liséttava 4 ml.

Olkoon meriveden massa ennen haihduttamista a.
Vedessi on suolaa 0,04a. Haihduttamisen jdlkeen meriveden massa on
72 % alkuperdisesti, eli 0,72a.

Haihduttamisen jédlkeen suolapitoisuus on

0,04a o
0.72a - 0,0555...~ 5,6 %.

Olkoon perheen tulot a, joten vuokramenot ovat 0,254, ja muuhun
kayttoon jad a — 0,25a = 0,75a.

Korotuksen jilkeen vuokramenot ovat 1,15 - 0,25a = 0,2875a, joten
muuhun kéyttoon jad a — 0,2875a = 0,7125a.

0,7125a

0.75a 0,95

Muuhun kayttoon jad 5 % vihemmain rahaa korotuksen jélkeen.
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150.

151.

152.

(1] )
Il
IS
&)
wj—
Il
~
[
(ST
~
0
I
N
&
Il
—_
(@)}

a) a

Olkoon tuoreiden omenoiden massa a.
Tuoreissa omenoissa on sokeria 0,04a ja vettd 0,8a. Sokeria ja muita
aineita on yhteensd 0,2a.

Olkoon kuivauksen jilkeen omenien massa b.
Kuivatuissa omenissa on vettd 0,25 ja sokeria ja muita aineita yhteensa
0,8b.

Kuivauksessa sokerin ja muiden aineiden mééra ei muutu, joten
0,2a 2 1

0,86 =0,2q, josta b= =—a=—a=0,25a.
0,8 8 4
o 0,04a _0,04a _ PP
Sokeripitoisuus on b 0254 0,16 =16 %.

Olkoon padryndmehun massa a ja omenamehun massa . Mehua on
yhteensé a + b.

Pédryndmehussa on sokeria 0,14« ja omenamehussa 0,07b. Sokeria on
yhteensi 0,14a + 0,075.

Koska sokeripitoisuus tiedetdén, saadaan yhtalo
W= 0,11, josta b :%a.
Péadryndmehun ja omenamehun sekoitussuhde on
a:b= a:%a:%=4:3, eli

padryndmehua tulee olla nelja osaa ja omenamehua kolme osaa.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

153. a) Jos a ja b ovat molemmat positiivisia tai nolla,
la| +|b|=a+ bjala+ b|=a+ b. Yhtdld on tillin tosi.

Jos a ja b ovat molemmat negatiivisia tai nolla,
la| +|b|=—a—bjala+ b =—(a+ b)=—a—b. Yhtild on tillGin tosi.

Yhtél6 on tosi, kuna>0jab>0taia <0jab <0.

b) Josa>0jab<0,|a|+|b|=a—-b.
Josla|>|b,a+b>0jala+b|=a+b+|a+|b|
Josla|<|bl,a+b<0,jala+bl=—a—b+#lal+ b
Samoin, jos a <0 ja b > 0, yhtilo ei toteudu.

Yhtild on epétosi, kuna<0jab>0taia>0jab<0.
154. 1) Kun a > b, lukujen vélinen etdisyys on a — b.
Kuna>b,ona—-b>0,joten |a —b|=a—b.

2) Kun a = b, lukujen vélinen etdisyys ona — b =0jala — b| =|0| = 0.

3) Kun a < b, lukujen vilinen etdisyys on b — q.
Kuna<b,ona—-b<0,joten |a —b|=—(a—b)=—a+b=>b-a.

Kohtien 1-3 perusteella lukujen « ja b vilinen etdisyys on |a — b|.

155. Kuna>0,0n Va* =a jalal=a.
Kun a <0, on —a > 0. Talldin Va? =+/(—a)* =—a ja |a| = —a.
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x,kun x>0

Reaaliluvun itseisarvo on |x| = )
—x,kun x<0

a) Kun x >0, |x| =x, joten epdyhtild x < |x| voidaan kirjoittaa muotoon
x < x. joka on aina tosi.
Kun x < 0, epayhtild x < |x| on aina tosi, koska negatiivinen luku on
aina positiivista lukua pienempi.

b) a-kohdan perusteella x <|x| ja y <|y|, joten myds x + y < |x| + |y|.

¢) Médritelmén ja a-kohdan perusteella —|x| <x <|x|ja —|y| <y < .
Siis =(jx| + ) <x +y < [x[ + [y].
Josx+y>0,onx+yl=x+y<|x|+].

Jos x +y <0, on edellisen perusteella |x + y| = —(x + y) < |x| + ||
Siis aina |x + y| < x| + |y|.

d) Jos x| = [y = 0, niin [[x| = || = x| = | < |x] + [y].
Jos [x| = [y[ <0, niin [lx] — ]| = —lx| + [y < [x] + [y].
Siis aina |[x| — [v|| < x| + [V
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157. 1° (xoy)oz=(x+y—2)oz=(x+y-2)+z-2=x+y+z-4
xo(yoz)=xo(y+z-2)=x+(y+z-2)-2=x+y+z-4
Siis (xoy)oz=xo0(yoz) kaikilla x, y e R.

2°Koska xey=x+y—-2 ja yox=y+x—-2=x+y—2, on
Xoy=Xxoy
kaikilla x, y e R.

3° Kohdan 2° mukaan xom =w o x kaikilla x, ® € R, joten riittaa
tarkastella yhtdlod xom = x.

Xom=Xx+®—2, joten
xX+o-2=x
0=2

Siis xo2=x+2-2=x ja 20x=2+x—2=x, joten on olemassa luku
®, jolle xecm=wox=x.

4° Kohdan 2° mukaan xox*=x*ox kaikilla x, o€ R ja kohdan 3°

mukaan ® = 2. Tarkastellaan yhtdlod xox*= @.

Xox*=wm
X+x*2=w
xX+x*-2=2

x*=4-x

Siis jokaisella x € R on vasta-alkio x*=4-x, jolle
Xox*=x*ox=m:
xo(d—-x)=x+(4-x)-2=2=0 ja
(4—x)ex=@4-x)+x-2=2=0.



