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Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

4 Avaruuden suora ja taso

ENNAKKOTEHTAVAT

1. a) Kappale kulkee yhdessa sekunnissa vektorin S, joten kahdessa
sekunnissa kappale kulkee vektorin 25. Pisteesta A = (-3, 5, 1)
paastaan pisteeseen P, jossa kappale sijaitsee, kulkemalla vektori 25.

Selvitetadn paikkavektorin avulla pisteen P koordinaatit.

o -3 27 [-3+4] [1
OP=0A+25=| 5 |+2|-1|=| 5-2 |=| 3

1 4] | 4+8] |12
Piste P = (1, 3, 12).

Kappaleen on 2 sekunnin kuluttua pisteessé (1, 3, 12).

b) Lasketaan kappaleen koordinaatit, kun aikaa on kulunut 10 sekuntia

o -3 27 [-3+20] [17
OP=0A+105 =| 5 [+10|-1|=| 5-10 |=|-5

1 4] | 4+40 | |44
Piste P = (17, -5, 44).

Kappaleen on 10 sekunnin kuluttua pisteessa (17, —5, 44).

c) Lasketaan kappaleen x- ja y-koordinaatit, kun
aikaa on kulunut t sekuntia.

L -3 2 -3+ 2t
OP=0A+25=| 5 |+t|-1|=| 5-2t
1 4 4+ 4t

Piste P= (-3 +2t,5—t, 4 + 4t).

Kun aikaa on kulut t sekuntia, kappaleen x-koordinaatti on —3 + 2t,
y-koordinaatti on 5 — t ja z-koordinaatti on 4 + 4t.
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Pisteet A=(2,-1,4),B=(-2,1,-2) jaC = (-6, 3, —8) ovat samalla
suoralla, jos vektorit AB ja AC ovat yhdensuuntaiset. VVektorit AB ja
AC ovat yhdensuuntaiset, jos on olemassa luku t siten, ettd AB=tAC.

AB=(—2-2)1 +(1— (1) ] +(-2-4)k =-47 +2] -6k
AC =(-6-2) +(3—(-1))] +(-8—4)k =-87 +4] 12k

AB=tAC
—47 +2] —6k =t(-8i +4] -12k)

Huomataan, ettd AB = %E , joten vektorit ovat yhdensuuntaiset ja

pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla.
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4.1 Suoran yhtalo

YDINTEHTAVAT

401. a) Pi_steetija Q, joiden paikkavektorit ovat O_P = O_A+§ ja
OQ = OA+ 25 ovat suoran pisteita.

71027 [91 7 27 11
OP=|3|+|-1|=|2|ja0Q=|3[+2--1]=| 1
2| |4 |6 2 4| |10

Kaksi muuta suoran pistetta ovat (9, 2, 6) ja (11, 1, 10).
b) Suoran parametrimuotoinen yhtalé on

X=7+2t
y=3-t (teR).

z=2+4t
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402.  a) Suoran erés suuntavektori on

[ 6-3 3
AB=|-3-(-1)|=|-2|.
1-5 -4

Suoran parametrimuotoinen yhtéld on

Xx=3+3t
y=-1-2t(teR).

z=5-4t

b) Valitaan esimerkiksi t = —1, jolloin
x=3+3-(-1)=0
y=-1-2-(-1)=1
z=5-4-(-1)=9

Kolmas suoralla oleva piste on esimerkiksi (0, 1, 9).

Huomio: Arvoillat =0 jat = 1 saataisiin pisteet A ja B, jotka oli jo
annettu.

c) Sijoitetaan pisteen P = (18, —11, —15) koordinaatit suoran yhtaloon.

18=3+3t
“11=-1-2t
~15=5-4t

—3t =15 ||:(-3)
2t=10 ||:2
4=20 |:4
t=5

t=5

t=5

Koska kaikista yhtaloistd saadaan sama t = 5, suoran yhtalo toteutuu.
Piste P on suoralla.
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d)

Sijoitetaan pisteen Q =(—6, 7, 17) koordinaatit suoran yhtaloon.

—6=3+3t
7=-1-2t
17=5-4t

~3t=9 ||:(-3)
2t=-8 |:2
4=-12 |:4

Ei ole olemassa lukua t, joka toteuttaisi kaikki yhtalot.
Piste Q ei ole suoralla.

Z
[ ]
15 Q
-5
5
10
y
P -15



Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

403. a) Suorien eraat suuntavektorit ovat

[ o0-4 4] [2-3] [
AB=[0-(-4)|=| 4 |ja AC=|1-3]|=|-2|.
4-0 4 2-1| |1

Suorien parametrimuotoiset yhtalot ovat

X =4—4t X=3-r
y=—4+4t(teR) jaiy=3-2r(reR).
7 =4t z=1+r

Suorien leikkauspistettd vastaavat parametrien t ja r arvot ovat
yhtéaléryhman

4-4t=3-r
-4+4t=3-2r
4t=1+r

ratkaisut r =2 jat= % Kun r = 2 sijoitetaan suoran AC yhtaloon

saadaan leikkauspiste (1, —1, 3).

b) xy-tason pisteilla z-koordinaatti 1+ r on nolla. Yhtalon 1+ r=0
ratkaisu on r = —1. T4td vastaava suoran piste on
x=3-(-1)=4
{y=3—2(—1) =5
z=1-1=0

joten kysytty leikkauspiste on (4, 5, 0).
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404. a) Paatellaan suorien vélinen kulma suorien suuntavektoreiden valisesta
kulmasta. Lasketaan vektorien pituudet ja vélinen pistetulo.

5| =3 +22+(-6) =7
5/ = (-4 +12+8” =9

§*S =3x(-4) +2x1-6x8=-58

515 =15 1[5 Ixcos(s,$), joten

-S
Cos(s,, 5;) = |§Sl|-|2§ |
1 2
_ _, —58
cos(S;, 5,) =79

«(s,,5,) =157,01...° ~157,0°

Koska suuntavektoreiden valinen kulma on tylppé, on suorien valinen
kulma vektoreiden vélisen kulman
suplementtikulma 180° — 157,0° = 23,0°.

b) Piirretaén suorat pisteen (1, 0, 7) ja suuntavektoreiden S; ja S, avulla.

Saadaan sama kulma 180° — 157,0° = 23,0°.
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405.

Suorien suuntavektorin komponentit luetaan parametrimuotoisen yhtalén
parametrin (t tai r) kertoimista.

4 -1
§=|-1|ja§g=|0
7 5

Paatelladn suorien vélinen kulma niiden suuntavektoreiden valisesta
kulmasta. Lasketaan vektorien pituudet ja valinen pistetulo.

5 =42+ (-1 + 72 =66
5= (-0 +0*+5° =26

§*§ =4x(-1)-1x0+7x5=31

S*S =|5 xS [xcos(S,S). joten
55,
|.

cos(s,, 5,) = 5115
1 2

_ 31
COS(Sl, S2) = m

«(5,5,)=41,55..°~ 41,6°

1272

Koska suuntavektorien valinen kulma on terdavé on se suoraan suorien
vélinen kulma, jon on siis 41,6°.

Suora leikkaa yz-tason, kun x = 0 eli kun 5+ 4t =0, josta t =—3 .
Xx=5+4-(-2)=0
y=2-(-9)=%
Z:3+7.(_% =

- 23
4

Suoraa leikkaa yz-tason pisteessa (0, £, —2).
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406.

Muodostetaan suorien yhtalot.

Suora a:
P=(8,5,7)jas=83i +33] +66k

Suoran a yhtél6 on
x=8+83t
y=5+33t (teR).

{z =7+ 66t

Suora b:

_ [-25-3 -28
Suoran b erés suuntavektorion AB=| 12-1 |=| 11 |.
-9-2 -11
Suoran b yhtéld on

X=3-28r
y=1+11r (reR).
z=2-11r

Suorien leikkauspistetta vastaavat parametrien t ja r arvot ovat
yhtéléryhmén

5+33t=1+11r

8+83t=3-28r
7+66t=2-11r

ratkaisut I =5 ja t=—.
Leikkauspiste saadaan sijoittamalla toinen ratkaistuista parametrin
arvoista vastaavaan yhtaloon. Sijoitetaan I = ﬁ suoran b yhtaloon.

— 1_5
x=3-28-L=5
y=1+11.1=2

— 1 _
z=2-11-L =1

Leikkauspiste on (5%, 2, 1).
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Suorien valinen kulma saadaan suuntavektorien valisesta kulmasta.

Lasketaan suoran a suuntavektorin S ja suoran b suuntavektorin AB
pistetulo, sekd molempien vektorien pituudet.

5. AB=83-(—28)+33-11+66-(—11) = —2687
|5|= /832 + 337 + 662 = /12334

|AB|=/(-28)? +11? + (-11)? =3V114

cos(s, AB) = >~ AB

= AR —2687
C0S(S,AB) = —=———=
( ) 12334 -3v114

«(5, AB) =139,055...°

Kahden suoran valinen kulma on suuruudeltaan vélilla [0°, 90°].
Suorien a ja b vélien kulma on 180° — 139,055...° =40,944...° = 40,9°.

Leikkauspiste on (1—51, 2, 1) ja vektoreiden vélien kulma on 40,9°.
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407.  Suoran erés suuntavektori on

_ [-3-3] [-6
AB=|-1-1|=|-2|.
4-2 |2

Suoran parametrimuotoinen yhtéld on
x=3-6t
y=1-2t (teR).
2=2+2t
a) z-akselin leikkauspisteessd x = 0 ja y = 0. Ratkaistaan t ehdosta x = 0.
x=0
3-6t=0
-6t =-3

t:

N~

Varmistetaan, ettd y-koordinaatti on télléin O:

1
—1-2t=1-2.2=0.
d 2

Lasketaan z-koordinaatti:

Kun t:%, on z:2+2t:2+2%:2+1:3.

Leikkauspiste on (0, 0, 3).
b) x-akselin leikkauspisteessay = 0 jaz = 0.
Ratkaistaan t ehdosta z = 0:
2+2t=0elit=-1.
Talloin kuitenkiny=1-2t=1-2-(-1)=1+2=3£0.

Suoralla ei siis ole pistettd, jollaz=0jay = 0.
Nain ollen suora ei leikkaa x-akselia.
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408.

a) Esimerkiksi ristikkaiset suorat eivét leikkaa. Tallaisia ovat esimerkiksi

z-akseliin yhtyva suora ja pisteen (1, 0, 0) kautta kulkeva y-akselin
suuntainen suora. Néilla ei ole yhtaan yhteista pistettd, joissa x-
koordinaatit olisivat yhta suuret, sillé toisella suoralla x = 0 ja toisella
x=1.

Kyseisten suorien yhtalét ovat

x=0 x=1
y=0 (teR) ja<y=r (reR).
z=t z=0

Vaihtoehtoinen ratkaisu:

Suorien leikkauspisteessa kummankin suoran x-koordinaatit ovat yhté
suuret. Muodostetaan suorat, joiden x-koordinaatit ovat aina eri suuret.
Esimerkiksi toisella suoralla x = 0 ja toisella x = 1.

Kyseisten suorien yhtaldiksi kdy esimerkiksi

x=0 x=1
y=0 (teR) jasy=r (reR).
z=t z=0

Suorat ovat selvasti erisuuntaiset (suuntavektorit ovat | ja k )

b) Jos suoran pisteiden z-koordinaatti on aina eri suuri kuin nolla,

yksikaan suoran piste ei ole xy-tasossa.

X=t
Esimerkiksi kdy suora {y=0 (teR).
z=3

c) Esimerkiksi z-akselin suuntainen suora, joka kulkee jonkin sellaisen

Xy-tason pisteen kautta, joka ei ole koordinaattiakselilla ei leikkaa
mitadn koordinaattiakselia.

Esimerkiksi:
x=1
y=2 (teR)
z=t
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400.

b)

Vaihtoehtoinen ratkaisu:

Suoran ja koordinaattiakselin leikkauspisteessa kaksi koordinaattia
ovat nollia. Laaditaan suoran yhtal0, jossa kaksi koordinaattia on aina
eri suuria kuin nolla. Tall6in vain yksi koordinaatti voi olla nolla eiké
nain ollen suora leikkaa yhtdkaén koordinaattiakselia.

x=1
Esimerkiksi: <y=2 (teR)
z=t

Suora on kohtisuorassa xy-tasoa vastaan, jos sen eras suuntavektori on

0
z-akselin suuntainen vektori k = |0 |.
1
x=1
Suoranyhtdléon {y=2 (teR).
7=3+t

Suora on yhdensuuntainen y-akselin kanssa, jos sen erds suuntavektori

0
on y-akselin suuntainen vektori j = {1 |.
0
x=1
Suoran yhtdlé on ¢ y=2+t(teR).
z=3
2-1 1

¢) Suoran suuntavektorion S={1-0|=|1|.

3-1] |2

X=1+t
Suoranyhtdlé on <y=2+t (teR).
z2=3+2t
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VAHVISTAVAT TEHTAVAT

410.  a) Suuntavektori luetaan parametrin t kertoimista. Suoran erés

suuntavektori S = [ﬂ Suuntavektori kertoo, ettd on kuljettava kaksi

oikealle ja kolme yl0s, joten kulmakerroin on k==,

N |w

b) Parametria t = 0 vastaava piste on (1, —2). Suoran yhtdlo saadaan
kaavalla'y — yo = k(X — Xo):

y-(2)= %(X—l),josta 3x—2y—-7=0.

c) Piirretdén suora tehtavaannon parametrimuotoisen yhtalén avulla.
Voidaan huomata, ett& kulmakerroin on % ja piste (1, —2) on suoralla.

Piirretaan lisdksi suora 3x — 2y — 7 = 0 ja voidaan varmistua, etti
suorat ovat sama suora.

2 2

1 1

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
=1 -1
-2 -2
-3 -3



Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

411.

Kun yhtéalosta 3x — 5y + 10 = 0 ratkaistaan y, saadaan y = gx + 2. Suoran
kulmakerroin on k = g mista nahdaan suoran eras suuntavektori S = E}

Suuntavektorin liséksi tarvitaan jokin suoran piste. Tamé saadaan
ratkaistua yhtalostd: Kunx=0,on3 - 0—-5y+10=0, jostay = 2.
Erds suoran piste on (0, 2).

X =5t

y=2+3t(teR)'

Suoran parametrimuotoinen yhtéld on

Vaihtoehtoinen ratkaisu:

Kun yhtéalosta 3x — 5y + 10 = 0 ratkaistaan y, saadaan y = gx +2.

Téssa x voi olla mika vain luku, kunhan y = gx+ 2.

Tést4 saadaan suoran parametrimuotoinen yhtalo:

X=t
y=%t+2 (teR).
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412. a) Suorallaa on piste P = (-5, 4) ja

) . — [-2-(5)] | 3
suoran eras suuntavektori on u _[ 2_4 }_[_2}.

Suoran a parametrimuotoinen yhtéld on

X=-5+3t
{y=4—2t (teR).

Suoralla b on piste A = (6, 3) ja

suoran eras suuntavektori on V= 8-6|_|2
14-3 1]

Suoran b parametrimuotoinen yhtéld on
X=6+2r
{y:3+r (reR).

Suorien valinen kulma saadaan suuntavektoreiden avulla.

<l
<l

cos(u, V) =

=
=

|
3.2-2-1
J32 +(=2)% N[22 412
«(T, V) =60, 255...° ~ 60,3°

cos(u, V) =

Suorien valinen kulma on 60,3°.

b)

60.25512°

-6 -4 ap 4 6 8




Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

413. Pisteestd A lahtevd ammus osuu pisteeseen B tdsmalleen silloin, kun

OA+t-c =0B jollain positiivisella t (negatiivinen t tarkoittaa etta
osumakohta olisi painvastaisessa suunnassa kuin mihin ammuttiin).

Maéritetaan ensin pisteiden A ja B paikkavektorit.
5] [-2] [3

ik } ) [5]
|l LO 0

5

2

0
____I5] [0o] [5
OB=0OP+b=|2|+|5|=|7

0

2] |2

Ratkaistaan t.

OA+t-C=0B
3 -1] [5
5|+t-|-1]=|7
0 -1] |2
[3-t] [5]
5-t|=|7

L _t 2_

Tastd saadaan yhtaléryhma

3-t=5
5—1t =7, jonka ratkaisu on t = —2.
—t=2

Koska positiivista t ei 16ytynyt, ammus ei osu pisteessa B olevaan
pelihahmoon.
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414.

Suorien yhtélon ovat parametrimuodossa

X=-1+4t X=1+2r
y=2-t (teR) ja <y=-2+3r (reR).
z=-7+8t z=5-6r

Suorien leikkauspistettd vastaavat parametrien t ja r arvot ovat
yhtaloryhman

“1+4t=1+2r
2-t=-2+3r
~7+8t=5-6r

ratkaisut. Kahden ensimmaéisen yhtalén muodostaman yhtéloparin
{_l+ ar=1+2r ratkaisu on t = r = 1. Kun nama arvot sijoitetaan

2-t=-2+3r
kolmanteen yhtdl66n saadaan tulos 1 = —1, joten yhtdléryhmaélld ei ole
ratkaisua. Se merkitsee suorilla ei ole yhteisté (leikkaus)pistetta eli etta ne
ovat ristikkaiset.

Suoran a eras suuntavektori on 5, =41 —J +8k .

Suoran b erés suuntavektori on §, =21 +3] —6k.
Lasketaan suuntavektoreiden valinen kulma.

5,5, =4-2+(-1)-3+8(—6) =8-3-48=-43

JA2 +(-1)2 +8% =B1=9

ISl =
[S5] =22 + 3% +(-6)° =49 =7
008(S,,5,) = 2 b — —43 _ 43

5.5 9-7 63
«(5,,5,) =133,04..°

Kahden suoran véalinen kulma on suuruudeltaan valill4 [0°, 90°].
Suorien a ja b vélinen kulma on 180° — 133,04...° =46,95...° = 47,0°.
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415.  a) Muodostetaan suoran a yhtélo.
Suoran a erds suuntavektori on AB.

AB=(6-2)i +(8-5)] +(2-7)k =47 +3j -5k
Piste A= (2, 5, 7) on suoralla.

Suoran a parametrimuotoinen yht&ld on
X=2+4t

{y=5+3t(teR)
z=7-5t

Projektiosuoran parametrimuotoinen yhtalé on
X=2+4t

{y=5+3t (teR)
z=0

Pisteiden A ja B projektiopisteet xy-tasossa ovat

A’=(2,5,0)jaB’ = (6,8, 0). Mikéli tarkastellaan vain xy-tasoa,
pisteet ovat 4’ = (2, 5) ja B’ = (6, 8). Muodostetaan naiden pisteiden
kautta kulkevan suoran yhtalo.

Suoran kulmakerroin on k = 85 = §
6-2 4
Suora kulkee pisteen (2, 5) kautta. Suoran yhtalé muodostetaan
kaavalla y — yo = k(X — Xo), johon tiedot sijoitetaan.
y-5=3(x-2) |-4
4y —20=3(x—2)
4y -20=3x—-6
3x—4y+14=0

Xy-tasossa (z = 0) projektiosuoran normaalimuotoinen yhtalé on
3x—4y+14=0.
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b) Projektiosuora on xy-tasossa, joten suoran a ja projektiosuoran
leikkauspiste on myds xy-tasossa. Nain ollen leikkauspiste on se
suoran a piste, jonka z-koordinaatti on nolla.

7-5t=0
_7
t= 5
Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit suoran a yhtélosta, kunt = %
_244.71.38_43
X=2+4 55 75
_5,.3.0_.46_g1
y=5+3 5= 5 95
z=0

38 46

Leikkauspiste on (?’ 5

0).

Lasketaan suoran a ja sen projektiosuoran suuntavektorien valinen
kulma.

s, =47 +3] -5k
s, =4i +3]

S35y =4:4+3-3-5-0=25

5,|=4% +32 +(-5)? =5v2

p
s = 25
c0s(S,,S,) =
(a b) 5\/55
cos(S,,Sp) = %

<(§a1§b) = 450

Suorien valinen kulma on 45°,
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c) Piirretaan suora 3D-nédkymaan pisteiden A ja B kautta seka
projektiosuora 2D-nédkymaan pisteiden 4’ ja B’ kautta.

» Algebra X/ | » Piirtoalue X/|» 3D-piirtoalue X
Kulma ‘y

i . o= 45n
Piste

~® A= (2

12

® A=
@ B'=
®C=
a

w

uor
X=(2,57)+A(4,3, -5

@
@ g:-3x+4y -14=0

| 3
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416. Muodostetaan sen suoran yhtald, joka kulkee pisteiden A ja B kautta.

3-1 2
Suoran suuntavektorion AB=|1-(-1) |=| 2
2-3 -1

Suoran yhtélo on:

x=1+2t
y=-1+2t (teR).
z=3-t

Sijoitetaan pisteen Q = (—12, 1, 17) koordinaatit suoran yhtaloon.

1=-1+2t

-12=1+2t
17=3-t

t=—=2

2
t=1
t=-14

Piste Q ei toteuta suoran yhtalod, joten piste Q ei ole pisteiden A ja B
kautta kulkevalla suoralla.

Madritetaan pisteen Q projektiopiste Q' suoralla ja madritetaan pisteiden
Q ja Q' etéisyys.

Hahmotellaan tilanteesta kuva.
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Koska piste Q' on suoralla, sen koordinaatit ovat jollakin t:n arvolla
@+2t,-1+2t,3-1)

Madritetaan vektori QQ".

|1+ 2t+12) | 2t+13
QQ'=|-1+2t-1|=|2t-2
3-t-17 -t-14

Vektorit AB ja QQ' ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten niiden
pistetulo on nolla.

AB-QQ'=2-(2t+13)+2-(2t—2)-1- (-t —14)
=4t +26+4t-4+t+14
=9t +36

9t+36=0
9t=-36 ||:9
t=—4
Méaéritetdan vektori @ , kun t=—4 ja lasketaan sen pituus.
_J2-(-4)+13 5
QQ'=| 2:(-4)-2 |=|-10
—(-4)-14 -10

[QQ =52 + (-10)% + (~10)? =225 =15

Piste Q on etéisyydella 15 pisteiden A ja B kautta kulkevasta suorasta.

Huomautus:

Koska pisteen Q etéisyys suorasta AB on 15, se osoittaa samalla, ettd Q ei
ole suoralla AB. Ratkaisun alussa tehty pisteen Q koordinaattien
sijoittaminen suoran AB yht&l66n ei siis ole valttdmatonté.
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Vaihtoehtoinen ratkaisu:

| 1+2t+12 2t+13
Y14 olevaan tapaan maaritetdan QQ'=|-1+2t-1|=|2t-2 |,
3-t-17 -t-14

Sen jalkeen voidaan edetd myds seuraavasti:
QQ]=/(2t +13)% + (2t ~2)* + (-t ~14)? = Ot + 72t + 369

Kysytty etéisyys on lausekkeen \ot? + 72t + 369 pienin arvo. Tdma
saadaan, kun juurrettava f (t) =9t + 72t + 369saa pienimman arvona.

Yl6spéin aukeavan paraabelin pienin arvo on paraabelin huippukohdassa
eli derivaatan nollakohdassa.

f'(t)=18t+72
Derivaatan nollakohdassa 18t + 72 =0 eli t = —4.

Nain ollen [QQ=+/9-(—4)? +72-(~4) +369 =15.
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417. a) Projektiopiste xy-tasolla on (18, 35, 0).
Etéisyys xy-tasosta on pisteen z-koordinaatti 22.

b) Projektiopiste P’ x-akselilla on (18, 0, 0).
Pisteiden P ja P’ etdisyys on vektorin PP" pituus.

_ [18-18] [ 0
PP'=| 0-35 |=| -35
0-22| |-22

PP = J(=35)% + (~22)? =~/1709

c) Projektiopisteen koordinaatit ovat jollakin t:n arvolla
P'=(~1+3t, 2+ 6t, 4 — 41).

Pisteen P etdisyys projektiopisteesta P’ on vektorin PP’ pituus.

_ [-1+3t-18] [3t-19
PP'=| 2+6t—35 |=| 6t-33

A-4t-22 | |-4t-18

3
Vektori PP' on kohtisuorassa suoran suuntavektoria § ={ 6 ]
-4

vastaan, joten niiden pistetulo on nolla.

PP'-S =(3t-19) -3+ (6t —33) -6+ (-4t —18)-(-4)
=9t -57 + 36t —198+16t + 72
=61t -183

Néin ollen 61t — 183 =0, jostat = 3.

_ [33-197 [-10

Siis PP'=| 6-3-33 |=| -15
-4.3-18| |-30

ja [PP=1/(-10) +(-15)* +(-30)* =35.

Méadritetéan piste P’ = (—1 + 3t, 2 + 6t, 4 — 4t), kunt = 3.
P'=(-1+3-3,2+6-3,4—4-3)=(8,20,-8).

Projektiopiste on P’ = (8, 20, —8) ja pisteen P etéisyys suorasta on 35.
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418. a) Pisteen P projektio x-akselillaon P'= (7, 0, 0).
Lasketaan vektorin PP' pituus.

_ [7-77T0

PP'_{40}_{4}
3-0 |3

‘PT’":«/(—4)2 +3% =/25=5

Pisteen P etdisyys x-akselista on 5.

1

b) Suoran erds suuntavektori on i = [O] Piste (3, 8, 8) on suoralla.
0

Suoran yhtald on

X=3+t
y=8 (teR).
72=8

Pisteen P projektio suoralla on P'= (3 +1, 8, 8).

Maéritetaan vektori PP'.
[ 3+t=7| [t-4
8-3 5

Vektori PP' on kohtisuorassa suoran suuntavektoria i vastaan, joten
niiden pistetulo on nolla.
(t—-4)-1=0

t=4

_ [4-47 T0
Vektori PP'=| 12 |=]12],
5 5
PP| =127 +5° =169 =13

Piste P on etaisyydella 13 suorasta.
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4109.

Vaihtoehtoinen ratkaisu vahilla laskuilla:
Pistetta P lahimpéna oleva pisteen A kautta kulkevan x-akselin

suuntaisen suoran piste on se suoran piste, jolla on sama x-koordinaatti
kuin pisteelld P. N&in ollen kysytty etisyys on pisteen P = (7, —4, 3) ja

pisteen (7, 8, 8) vélinen etaisyys /(8 (-4))? + (8 —3)? =13.

Mikaéli pisteen C etdisyys suorasta AB on suurempi kuin nolla, vektorit
AB ja AC virittavat suunnikkaan, jonka pinta-ala on ‘AB X AC‘ :

Toisaalta suunnikkaan pinta-ala on ‘E‘ -h', missé h on suunnikkaan

korkeus kantaa ‘E‘ vasten mitattuna. Toisin sanoen h on pisteen C

etdisyys suorasta AB.
C
A B
R [ABxAC|
Néin ollen ‘AB‘ -h= ‘ABx AC‘ , josta saadaan h = ———.
A

Lasketaan tarvittavat tiedot, kun A=(1,6,4),B=(3,8,1)jaC=(8, 9, 5).

2 7
AB=| 2 jaA_C= 3
-3 1

11

ABx AC =| -23

-8

[ABx AC| =TT ja [AB|= 7
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ABxAC| 714
Nyt saadaan h = ‘ — = =/42.
’ A8 V7

Pisteen C etéisyys suorasta AB on v42 .

420.  Piirretaan tilanteesta kuva.

150 &
z

100

50

-100

Madritetaan raketin lentorataa kuvaavan suoran yhtalo.

X=—70+3t
y=-20+t (teR)
z=2t

Kun raketti ylittad rantaviivaa kuvaavan x-akselin, on y-koordinaatti nolla.

y=-20+t=0
t=20

Talloin raketin korkeus, eli pisteen z-koordinaatti on 2 - 20 = 40.

Raketti on korkeudella 40 m.
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421.

Etdisyys on lyhimmill&én suoran x=30+2t, y=20+6t,z=1+t, teR
pisteessd, joka on lahimpéna pistettd P = (27, 25, 0). Kyseinen piste on
pisteen P projektiopiste P’ suoralla.

P’ =(30+ 2t, 20 + 6t, 1 + 1) jollain parametrin t arvolla.

_[30+2t-277 [3+2t
PP'=| 20+6t—25|=| -5+ 6t

1+t-0 1+t
o 2
Vektori PP' on kohtisuorassa suoran suuntavektoria S =| 6 | vastaan,
1

joten niiden pistetulo on nolla.
PP'-5=0

3+2t 2
-54+6t|-|6|=0
1+t 1

(3+2t)-2+(-5+6t)-6+(1+t)-1=0

41t —23=0
t=23
41

Pisteen P’ z-koordinaatti on 1+t =1+2 =% =1560...~1,6.

Lentokone lentdé noin 1,6 km korkeudella, kun etaisyys mittalaitteesta on
lyhimmill&an.
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422.  Piirretaan tilanteesta kuva.

Merkitdan A = (2, 5, 0) ja B = (15, 17, 5).

lImalaivan kulkua kuvaavan suoran erds suuntavektori on
AB=(15-2)i +(17-5)] +(5-0)k =131 +127 +5k.
Piste A= (2, 5, 0) on suoralla.

Suoran yht&lo on
X=2+13s

{y =5+12s (seR)
z=0+5s

Suoran projektio xy-tasolla on
X=2+13s
y=5+12s (seR)
z=0

Madritetddn suoran projektion ja moottoritietd kuvaavan suoran
leikkauspisteet.

Moottoritietd kuvaavan suoran parametriesitys on:
X =3t
y=25-5t (te R)
z=0

Lasketaan leikkauspiste.
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5+12s=25-5t

2+13s=3t
0=0

50 ... 284
=101 2t=101

50

IiImalaivan korkeus saadaan sijoittamalla s = 101

ilmalaivan kulkua

kuvaavan suoran yhtaloon.

5.20 _250_5 47 ~25(km)

2=0+55= 59017101

llmalaivan korkeus on 2,5 km.
lImalaiva etenee 10 minuutissa eli ¢ tunnissa vektorin AB verran.

Sen projektio maantasoon on 13i +127 .
liImalaivan maanopeus on

V132 +122
1

6

=6+/313 =106,15... 106 km/h.
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423.

424,

Origon ja pisteen (1, 2, 3) kautta kulkevan suoran

1
x=t
suuntavektori on | 2 | ja suoran yhtalo {y =2t (teR).
3 z=3t

Funktion f(x, y) = x2 + y? kuvaaja on z = x2 + y2. Sijoitetaan tahan suoran
koordinaatit ja ratkaistaan t.

3t =t + (2t)?

5t —-3t=0
t=0 tai t=2
Leikkauspisteiden koordinaatit ovat
_3
x=0 X=3
y=0jajy=2

Suora leikkaa funktion f kuvaajan pisteiss (0, 0, 0) ja (2, £, 2).

a) Sijoitetaan suoran x=3+2t, y =6+4t, z=—t,t € R, koordinaatit
pallon yhtal6on x? + y? + z2 = 9 ja ratkaistaan t.
(3+2t)° +(6+4t)* +(-t)* =9
21t* +60t +36=0
t=-2 tai t=—2

Arvoat = —2 vastaava leikkauspiste:
Xx=34+2(-2)=-1,y=6+4(-2)=-2,2=—(-2)=2

Arvoat = —2 vastaava leikkauspiste:
X:3+2(_%) :%1 y:6+4(_%) :%! z :_(_g):%
Pallon ja suoran leikkauspisteet ovat (—1, -2, 2) ja (2,2, 2).
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b) Pallo leikkaa z akselin, kunx=0jay=0.
Yhtalostd 02 + 02 + z2 = 9 saadaan z = 3tai z=— 3.

Origokeskisen pallon sade on siis kolme. Suorat, joiden z-koordinaatti
on aina 3, eivét kohtaa palloa muualla kuin pisteessa (0, 0, 3).

Palloa pisteessa (0, 0, 3) sivuavien suorien yhtal6iksi kelpaavat siis
esimerkiksi seuraavat suorat:

y=0 (teR), Jy=t (teR) jajy=t (teR).
z=3 z=3 z=3

Vaihtoehtoinen ratkaisu:

Pallo leikkaa z akselin, kunx=0jay=0.
Yhtalostd 02 + 02 + z2 = 9 saadaan z = 3taiz = — 3.

Valitaan sivuamispisteeksi pallon piste (0, 0, 3).

Koska pallo on origokeskinen, pisteen (0, 0, 3) kautta kulkevat xy-
tason suuntaiset suorat eivat kohtaa palloa muualla kuin pisteessa
(0, 0, 3).

Valitaan suorien suuntavektoreiksi vektorit, joissa z-komponentti on 0:

1 0 1
0 0 0

Suuntavektoreita vastaavat pisteen (0, 0, 3) kautta kulkevien suorien
yhtélot ovat

y=0 (teR), {y=t (teR) jaqy=t (teR).
z2=3 z=3 z=3
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

425.

A=(0,-4,0),B=(2,0,0)jaC=(-2,-2, 6). Kolmion mediaanit
leikkaavat samassa pisteessa. Madritetdan kaksi mediaani ja niiden
leikkauspiste.

Sivun AC keskipiste on D = (0;2 , _42_2 , 026) =(-1, -3, 3).

-1-2 -3
Mediaanin BD eras suuntavektorion BD ={ -3-0|=| -3].
3-0 3
Xx=2-3t
Mediaanin BD yhtédlo on {y=-3t (teR).
z=3t

Sivun BC keskipiste on E = (2;2, 052, 0;6) =(0, -1, 3).

0-0 0
Mediaanin AE erés suuntavektori on AE =| -1—(-4) |=| 3.
3-0 3
x=0
Mediaanin AE yhtalé on {y=-4+3r (reR).
z2=3r

Mediaanien BD ja AE leikkauspiste saadaan yhtaléryhman avulla.

2-3t=0
Yhtéléryhmén < -3t =—4+3r ratkaisuon t=r=2% .
3t=3r
x=0
Mediaanien leikkauspisteessd <y =—4+3- % =-2 eli leikkauspiste on
2=3.2=2

3
F=(0,-2,2).
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Suoran suuntavektorin on oltava kolmiota vastaan kohtisuorassa, joten
__]-18
eras suuntavektori on ristitulo BDx AE=| 9
-9

Mediaanien leikkauspisteen F = (0, —2, 2) kautta kulkeva kolmiota vasten
kohtisuorassa olevan suoran yhtald on
x =-18t

y=-2+09t (teR).
z2=2-9t
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426. Hahmotellaan kuva tilanteesta. Merkitaan kirjaimella A pistettd, jossa
meteoriitti saavutti ilmakehan ja kirjaimella B pistettd, jossa se tuhoutui.

100 km

50 km

Pisteen A koordinaatit ovat (a, b, 100). Suoran AB suuntavektori on

1 X=a+t
S=| 3 |,jasuoran AByhtdlé on < y=b+3t (teR).
-5 z=100-5t

Pisteen B z-koordinaatti on 50. Ratkaistaan pistettd B vastaava parametri t.
100 — 5t =50
=5t=-50
t=10
B=(a+10,b+3-10,100-5-10)=(a+ 10, b + 30, 50)

Muodostetaan vektori AB ja lasketaan sen pituus.

__ |a+10-a 10
AB=|b+30-b|=| 30
50-100 -50

|AB| =107 + 307 + (~50)? = /3500 ~59,16....

Meteoriitti kulki ilmakehéssa 59 km.
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427.  a) Piirretaan kuva.

b) Piste A’ on pisteiden P ja A kautta kulkevan suoran ja xy-tason
leikkauspiste.

_ [1+3] [4
Suoran PA erés suuntavektorion PA={2-4|=|-2|.
3-5 -2

Suoralla on piste A = (1, 2, 3). Muodostetaan suoran
parametrimuotoinen yhtalo.

x=1+4t
y=2-2t(teR)

z=3-2t

Piste A’ on xy-tasolla, joten sen z-koordinaatti on 0.

z=3-2t
3-2t=0
t—3

T2
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Lasketaan pisteen A’ koordinaatit.

—144.3_
Xx=1+4 > 7

_9_92.3__
y=2-2 > 1.
z=0

A'=(7,-1,0).

Vastaavasti piste B’ on suoran PB ja xy-tason leikkauspiste.

__[0+3 3
Suoran PB suuntavektorion PB={4-4|=| 0
1-5| |-4

Piste B = (0, 4, 1) on suoralla.

X=0+3s
y=4 (seR)
z=1-4s

Piste B’ on xy-tasolla, joten sen z-koordinaatti on 0.
z=1-4s

1-4s=0
_1
572

_ 1.3

x_0+34 )

y=4

z=0

maeme(%,40)

Vastaavasti piste C’on suoran PC ja xy-tason leikkauspiste.
__|0+3 3
PC=(0-4|=|-4

2-5] [-3
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X=0+3r
y=0-4r(reR)
z2=2-3r
Piste C’ on xy-tasolla, joten sen z-koordinaatti on 0.
z2=2-13r
2-3r=0
_2
t= 3
2

x=0+3-£=2

—0_4.2__8
y=0-4 3 3
z=0

Piste C on (2,-%,0):(2, -2%,0).

Varjon kérjet ovat A’=(7,-1,0), B’ = (%, 4,0) jaC'= (2,—%, 0)



Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

428.

Piirretaan kuva.
12‘3, /'
fm— R = m = === === o= ===

0 g =
2 o 2 4 6 8 10 12

Auroran kulkua kuvaavan suoran yhtéld on
x=t
{y 10 (teR).

Marian kulkua kuvaavan suoran yhtalé on

X=7+3s
{y=6+4s (seR)

Suorien leikkauspiste:
t=7+3s

{10 =6+4s
s=1jat=10

Leikkauspiste on (10, 10).

Auroran l&htopaikan (0, 10) etéisyys leikkauspisteestd (10, 10) on 10.

Auroralta kestdd menna reittien risteamiskohtaan ég h=10min.

Marian etaisyys ristedmiskohdasta on pisteiden (7, 6) ja (10, 10) vélisen
vektorin pituus.

0-e)[3]

V3% +4% =25 =5

Marialta kestdda menna reittien ristedmiskohtaan 4%h =0,125h=7,5 min

Maria ehtii ristedmiskohtaan ensin ja ohittamisten valilla on 2,5 minuuttia.
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429. Lentokone P on alussa pisteessé P = (0, 0, 5).
Lentokone T on alussa pisteessa P = (0, —150, 7). Hahmotellaan kuva.

Koneiden reittien risteyskohta maanpinnalla on koneiden reittien xy-
tasoon projisoitujen suorien leikkauspiste.

X =—-2t
Koneen P reitti kulkee pitkin suoraa ¢y =t (teR).
z=5
X=-2t
Taman projektio xy-tasoonon sy=t (teR).
z=0
X=-r
Koneen T reitti kulkee pitkin suoraa < y =-150+3r (reR).
z=7
X=-—r
Taman projektio xy-tasoon on {y =-150+3r (reR).
z=0
—2t=-r
Projektiosuorien leikkauspisteessé t=-150+3r.
0=0
Taman yhtaloryhman ratkaisu kahdesta ylimmasta yhtaldsta on

r=60jat=30.

Projektioiden leikkauspiste on (=2t, t, 0) = (—60, 30, 0).
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Koska lentokoneet lentdvat samaa vauhtia ovat ne edenneet yhté pitkéan
matkan, kun P on ristedmiskohdan ylla.

Kun lentokone P on risteyskohdan ylla on se edennyt pisteesta (0, 0, 5)
pisteeseen (—60, 30, 5). Pisteiden vélinen etdisyys on

J(~60—0)% + (30 —0)% + (5—5)* = /4500 .

Lentokoneen T etenema matka on myds +/4500. Se sijaitsee pisteessa
(—r,—150 + 3r, 7) jollakin r. Tamén ja lahtopisteen (0, —150, 7) vélinen

etdisyys on /(—r —0)? + (=150 +3r — (=150))? + (7 —7)? =/10r2 .

Siis v/10r? =+/4500, josta r =~/450.

Kun P on ristedmiskohdassa on T pisteessa (—/450, —150+ 3v/450, 7).

Koneiden valinen etéisyys on silloin
\/(—60 — (—/450)? + (30— (—150 + 31/450)* + (5-7)*

= 2\/2(~2250/2 +5063)
~122,67...
~120.

Lentokoneiden reitit ristedvat maanpinnan pisteessa (—60, 30) eli
Muuramesta 60 km l&nteen ja 30 km pohjoiseen. Lentokoneiden vélinen
etéisyys 120 kilometrig, kun lentokone P on ristedmiskohdan ylIa.
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4.2 Tason yhtalo

430. a) Koska taso kulkee pisteen A = (2, 1, 0) kautta ja sen erés
normaalivektori on N=1 +2j -3k, tason yhtl6 on
1x=2)+2(y—1)=3(z—0)=0.

Sievennetdén yhtalo.
1-x=-2)+2-(y-1)-3-(z-0)=0
X—2+2y—-2-32+0=0

X+2y—-3z-4=0

Tason yhtélo on x + 2y — 3z —4=0.

b) Koska taso kulkee pisteen A = (4, —2, -3) kautta ja sen erés
normaalivektori on N =2i - 7] +k, tason yht&l6 on
2X—4H—-T7(y—-(2)+1(z—(—3))=0.

Sievennetdan yhtalo.
2-X—4H-7-(y+2)+1-(z+3)=0
2x—8-Ty—14+2+3=0
2X—=Ty+z2-19=0

Tason yhtélo on 2x — 7y +z — 19 =0.
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431. a) Tason —2x +Yy + 3z — 4 = 0 erds normaalivektori voidaan lukea

-2
muuttujien X, y ja z kertoimista jaon n ={ 1 } = -21 +] +3k.
3
b) Piste P = (1, 1, 0) on tasossa, jos sen koordinaatit (x, y, z) toteuttavat
tason yhtalon.

Sijoitetaan koordinaatit tason yhtaloon.
—2-1+1+3-0-4=0
—2+1+0-4=0
-5=0

Pisteen P koordinaatit eivat toteuta tason yhtalo4, joten piste P ei ole
tasossa.

Piste Q = (1, 3, 1) on tasossa, jos sen koordinaatit (X, y, z) toteuttavat
tason yhtalon.

Sijoitetaan koordinaatit tason yhtaloon.
—2-1+3+3-1-4=0
—2+3+3-4=0
0=0

Pisteen Q koordinaatit toteuttavat tason yhtélon, joten piste Q on
tasossa.

Q=(1,3,1),

y‘%ﬂé

Kuvasta huomataan, etta piste P = (1, 1, 0) ei ole tasossa, mutta piste
Q=(1, 3, 1) on tasossa.
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432.

A-1I1

1
Tason x — 2y + z — 3 = 0 erds normaalivektorion N =| -2 |.

1
Piste A = (1, 0, 2) on tasossa, koska se toteuttaa tason yhtélon:
1-2-0+2-3=0

0=0.
B-I
1
Tason x +y + 2z — 3 =0 erds normaalivektorion " =|1 |.
2

Piste A= (1, 0, 1) on tasossa, koska se toteuttaa tason yhtéalon:
1+0+2-1-3=0
0=0.

C-1I

2
Piste A = (0, 1, 2) on tasossa, koska se toteuttaa tason yht&lon:
0+1+2-2-5=0
0=0.

1
Tason x +y + 2z — 5 = 0 erds normaalivektori on N = {1} .
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433. Tason suuntavektorit ovat

I I s A I L A
B=[2-0|=| 2 |jaAC=|0-0|=| 0 |
0-0| |0 3-0| | 3

Tason erd normaalivektorion N = ABx AC =

~No ~Njw O

Eras tason piste on A= (3,0, 0).

Tason yhtalo on siten

6(x—1)+3(y-0)+2(z-0)=0
6x—-S+3y+27=0|-7
42x+3y+22-6=0

Piste P = (0, 1, 2) on tasossa, jos se toteuttaa tason yhtalon.

42-0+3-1+2-2-6=0
1 =0 epatosi

Piste P ei ole tasossa.
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434,

_ |6-2 4
Tason eras normaalivektorion AB=|6-(-1) [=|7
2-3 -1

Taso kulkee pisteen A= (2, —1, 3) kautta.

Tason yhtald on
4x-2)+7(y—-(-1)-1(z-3)=0
Ix—8+7y+7—-2+3=0
Ax+7y—2+2=0

y-akselin leikkauspisteessd x = 0jaz =0.
4.0+7y-0+2=0
y=-2
2

7

Taso T leikkaa y-akselin pisteessa (0, — 2

7,0)
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435.

a) Kylla. Tasmaélleen yksi taso sisaltad kaksi toisensa leikkaavaa suoraa.

-

b) Ei. Mikaan taso ei sisalla kahta ristikkaista suoraa.

(gensEes

c) Ei.

Aédrettdbman monta tasoa sisaltaa samalla suoralla olevat pisteet.




Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

d) Kylla. Tasmaélleen yksi taso sisaltaa kaksi yhdensuuntaista suoraa.

e) Kylla. Tasmalleen yksi taso sisaltdé suoran ja sen ulkopuolella olevan
pisteen.
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-14
436.  Suorien suuntavektori U =| -1 | on yksi tason suuntainen vektori.
7
X =2-14t
Suoralla < y=1-t (teR) onpiste A=(2,1,0).
z=Tt
X=-2-14r
Suoralla ¢y =-r (reR) onpiste B=(-2,0, 1).
z=1+7r
| -2-2 -4
Toinen tason suuntainen vektorion AB=| 0-1 =] -1/.
1-0 1

Ristitulon avulla saadaan tason normaalivektori.

T Tk
UxAB=|-14 -1 7|=1 -j +k
4 11 L7 a7 -4 —ﬂ
-1 1 |4 1 -4 -
=T-(-1-1-7-(-1))- - (-14-1-7-(-4)) +k - (-14- (=) - (-1)- (-4))
T-6-]-14+k-10

i
61 —147] +10k

Tason yht&lo saadaan nyt normaalivektorin ja pisteen A = (2, 1, 0) avulla.
6(x—2)-14(y-1)+10(z-0)=0
6x—-14y+10z+2=0 |: 2
3X-7y+5z2+1=0
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VAHVISTAVAT TEHTAVAT

1
3 1
437. Suoran OP { 0 ]+{2], t e R, erés suuntavektorion | 2 |. Tama on
-1 3
3

tason normaalivektori, koska suora on tason normaali.
Tasossa on piste A= (3,0, —1).
Tason yhtélo on:
1x—=3)+2(y—-0)+3(z+1)=0
X—3+2y+3z+3=0
Xx+2y+3z=0.

Taso kulkee origon kautta, jos piste (0, 0, 0) toteuttaa tason yhtalon.

0+2-0+3-0=0
0=0

Piste (0, 0, 0) toteuttaa tason yhtélon, joten taso kulkee origon kautta.
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438. Pisteet ovat saman tason pisteitd, jos piste D toteuttaa pisteiden A, B ja C
muodostaman tason yhtalon.

Tason suuntavektorit ovat

~[3-1] [2] __ T[o-1] [-1
AB=|2-1|=|1|jaAC=|2-1|=|1 |
0-0| |0 2-0| |2

2
Tason erds normaalivektori on N = ABx AC = {—4}.
3

Taso kulkee pisteen A = (1, 1, 0) kautta, joten sen yhtél6 on

2x—1)—4(y—-1)+3(z-0)=0
2X—2—-4y+4+32=0
2Xx—4y+32+2=0.

Sijoitetaan pisteen D = (1, 4, 4) koordinaatit tason yhtalo6n ja tutkitaan
toteuttaako koordinaatit tason yhtalon.

2:-1-4.-4+3-4+2=0
2—-16+12+2=0
0=0

Piste D toteuttaa tason yhtalon, joten pisteet A, B, C ja D ovat samassa
tasossa.
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439. Tasossa on piste A = (1, 1, 1). Etsitdan kaksi muuta suoran pistetta:
kunt=0, suoran pisteonB=(1+t,2+2t,3+3t)=(1, 2, 3)ja
kunt=-1, suoran pisttonC=(1-1,2-2,3-3)=(0, 0, 0).

Muodostetaan tason suuntaiset vektorit AB ja CA.
__[1-17 O __[1-0] N
3-1] |2 1-0] |1

Tason eras normaalivektori on ABx CA..

L2 5[0 2, [0
1 1"

440.  Vektoreiden xi +yj +zk ja T +2] +3k pistetulo on
X-1+y-2+z-3=x+2y+3L

Pistetuloon 4, elix + 2y + 3z = 4.

Koska origosta alkavien vektorien karkipisteet (x, y, z) toteuttavat yhtalon
X + 2y + 3z = 4, ovat pisteet tasossa x + 2y + 3z = 4.

Tason eras normaalivektori on T +27 +3k.

y-akselin pisteilld x = 0 ja z = 0. Kun ndm4 sijoitetaan yhtaloon saadaan
2y =4, jostay = 2.

Taso leikkaa y-akselin pisteessé (0, 2, 0).
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441. a) Lasketaan kaksi suoran pistettéa:
kunx=1,1+2y =3, mistdy =1, eli tasolla on piste A= (1, 1, 0)
kunx =3,3+2y =3, mistay =0, eli tasolla on piste B = (3, 0, 0).
Myaos piste C = (2, 4, 6) on tason piste.

Tason kaksi suuntavektoria ovat

_13-1 2 1 2-1 1
AB=|0-1|=|-1|jaAC={4-1|=|3|.
0-0 0 6-0 6
Tason erds normaalivektori on
i J k
— = -1 0| =|2 0 ~|2 -
ABxAC_i —31 g_|‘3 6_1‘1 6+k‘1 :#

=7-(-1:6-0-3)-]-(2:6-0-1)+k -(2-3-(-1)-1)

-6
=—6i —12] +7k {—12].

7

Taso siséltaa pisteen B = (3, 0, 0), joten saadaan tason yhtalo.
—6(x—3)-12(y—0)+7(z-0)=0
—6x+18-12y+7z=0 |- (-1
6x+12y—72—-18=0

b) Edelld laskettu piste B = (3, 0, 0) on x-akselilla x-akselin leikkauspiste,
koska siinay=0jaz=0.

y-akselillax =0jaz=0,joten —12y + 18 =0, josta y = % .

y-akselin leikkauspiste on (0, % 0).

z-akselillax =0jay =0, joten 7z + 18 = 0, josta z = —g .

z-akselin leikkauspiste on (0, 0, —g)

Koordinaattiakselien leikkauspisteet ovat

3 : 18
(3,0,0), (0, > 0)ja (0, 0, -7 ).
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442.  Lasketaan pyramidin kérkipisteiden koordinaatit.

x-akselin leikkauspisteessdy = 0jaz = 0:
3x+0+0=12

x=4
Leikkauspiste on (4, 0, 0).

y-akselin leikkauspisteessd x =0 jaz = 0:
0-2y+0+3=12

y=-6
Leikkauspiste on (0, —6, 0).

z-akselin leikkauspisteessa x = 0 jay = 0:
0+0+4z=12

z=3
Leikkauspiste on (0, 0, 3).

xy-tasolla oleva suorakulmainen kolmio (kylkien pituudet 4 ja 6 ndhdéén

suoraan leikkauspisteistd) voidaan tulkita pohjatahkoksi. Nain tulkiten z-
akselilla oleva piste on huippu.

Siten pyramidin tilavuus on V = %X(4—;6)XB= 12.

(0, -6, 0)
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1 -1
443. a) Tason yksi piste on (2, 1, 3). Vektorit | 1 | ja | O | ovat selvasti
0 2
erisuuntaiset. N&iden avulla saadaan suoraan tason vektorimuotoinen
yhtalo:
2 1 -1
OP=[1|+r|1|+s| 0] (r,seR).
3 0 2

b) Tutkitaan onko olemassa luvut r ja s siten, etta OP = OAeli etté

[117] 2 1 -1
51(=|1|+r|1|+s| 0
=71 |3 0 | 2

(117 [2+r—s 11=2+r-5
5 1= 1+r |eli<5=1+r
7] | 3+2s ~7=3+2s

Yhtéléryhman ratkaisuon r =4 jas =—5.
Piste A on siis tasossa.

1 -1
c) Summavektori r|1{+s| 0 | (r,s € R) on aina tasossa.
0 2

Valitaan esimerkiksi r = s = 1, jolloin esimerkiksi vektori
1 -1 1-1 0
1|/+| 0 |=|1+0 |=|1] on tasossa.
0 2 0+2 2

Se on myos selvasti eri suuntainen kuin vektorit U ja V , koska sen x-
komponentti on 0.
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444. a) Muodostetaan tason suuntaiset vektorit AB ja CA.

8= (=D] [-2] _ [-2-(-D] [-1
AB:[ 5-4 }:[1}& Ac{ 8—4 }{4]
5-2 3 5-2 3

Vektorit ovat selvasti erisuuntaiset ja piste A on tasossa, joten tason
vektorimuotoinen yhtélé on OP = OA+r-AB+s-AC eli

-1 -2 -1
OP=|4 |+r| 1 |+s| 4| (r,seR).
2 3 3

b) Tutkitaan onko olemassa luvut r ja s siten, etta r “AB+5-AC =T eli
ettd U voidaan esittad tason suuntavektoreiden lineaariyhdistelyna.

-2 -1 -5 —2r—s -5 —-2r—s=-5
ril|+s| 4 |=|-2]celi |2+4s |=|-2]|, jostay r+4s=-2
3 3 6 3r+3s 6 gr+3s=6

Talla yhtaléryhmalla ei ole ratkaisua. (Ylimmasta ja alimmasta

yhtaldsta saadaan r = 3 ja s = —1, mutta ndma eivat toteuta
keskimmaista yhtaloa.)

Nain ollen vektori U ei ole tason suuntainen.
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445. a) Osoitetaan, etta on_olemassa Iu_vut r jas siten, ettd
r(2i - j)+s(i -k)=3j -6k. Tallgin vektorit 2i - | ja i - | ovat
tason suuntavektorit joiden avulla vektori 3] - 6k voidaan esitt&a.

r(2i - J)+s(i -k)=3j -6k

2 1 0 2r S 0 2r+s=0
ri-1{+s/ 0 |=| 3 | eli |-r|{+| 0 |=| 3], josta<-r=3

0 -1 -6 0 -s -6 -s=-6

Koska toisesta ja kolmannesta yhtélosta saadut ratkaisut r =—3 jas =6
toteuttavat myds ensimmiisen yhtilon (—6 + 6 = 0), vektori 3] - 6K

voidaan esittdd vektoreiden 2i - j ja i - j avulla eli vektorit ovat
saman tason suuntaiset.

b) Vektorit i + ] ja T —2k ovat erisuuntaiset eli virittavat tason.
Tutkitaan a-kohdan tapaan yhtaléa r(i +J)+s(i - 2k) =T +2] - k.

r(T +7)+s(i -2k)=T+2] -k
1 1 1
rrl|+s Olz{Z
0 -2 -1
r+s 1 r+s=0
r |=| 2], josta ¢r=2
-S -1 -s=-1

Toisesta ja kolmannesta yht&losta saadut ratkaisut r = 2 ja s = 1 eivét
toteuta ensimmaistd yhtdloa (2 + 1 = 3 # 0), joten yhtéloryhmaélla ei ole
ratkaisua eika siten mydskaan yhtalolla

r(i +])+s(i -2k) =1 +2] - k. Vektorit eivét siis ole saman tason
suuntaisia eli niita ei voida lausua mink&an saman tason
suuntavektoreiden avulla.
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446. Piste A=(1, 1, 1) on lahimpana ympyrén keskipistettd O (O on origo)
oleva tason piste. N&in ollen OA on kohtisuorassa tasoa vasten.

_ |11

OA=|1/|, jotentasonyhtaloon1- (x—1)+1-(y—1)+1-(z—1)=0eli
1

X+y+z—-3=0.
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4
447.  a) Tason normaalivektorion UxV =|16 | ja A= (—%, 1, 9) on tasossa.
-2
Néiden avulla saadaan tason yhtélo.
Ax—(-3)) +16(y—1)-2(z-9)=0
4x+16y-22+ 0 =0

Kun pisteen P = (=12, 3, 1) koordinaatit sijoitetaan, tason yhtalon
vasemmasta puolesta saadaan

4.(-12)+16-3-2-1+10 = -2 20,

Nain ollen piste P ei toteuta tason yht&loa eli se ei ole tasossa.

b) Tason vektorimuotoinen yhtalé on

_1
. 3 -3 2
OP=0OA+ru+sv=| 1 |+r|1]|+s|0], r,sekR
9 2 4

Piste P = (—12, 3, 1) on tasossa jos ja vain jos se toteuttaa tason
vektorimuotoisen yhtélon jollain r ja s.
(1

[-12] |—3 -3 2
3 |=|1]|+r|1]|+s|0

1 9 2 4
(127 _—%—Br +2s

3 |= 1+r

1 9+ 2r +4s

—12=-1-3r+2s
Tasta saadaan yhtaléryhma <3 =1+r
1=9+2r+4s

Ohjelmalla saadaan, etta yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua.
Piste P ei ole tasossa.
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¢) Ratkaisutapa 1:

2-(Y] [-3
Tutkitaan onko vektori AP = 3-1 =| 2 | tason suuntainen
1-9 -8

eli kohtisuorassa tason normaalivektoria vasten.

4
Tason normaalivektori on U xV =| 16
-2
+1[-%
16 |-| 2 |=4(-%)+16-2-2(-8) =%
-2|| -8

Koska pistetulo ei ole 0, vektori AP ei ole kohtisuorassa tason

normaalivektoria vasten. Nain ollen AP ei ole tason suuntainen.
Piste P ei ole tasossa.

Ratkaisutapa 2:
12— (- %) _3_35 -3 2
Vektoreiden AP = 3-1 =l 2 |,0=(1]jav=|0
1-9 -8 5 4

virittdman suuntaissarmion tilavuus on skalaarikolmituloa kayttaen
|(@xv)- AP|.

4
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SIE:
(@xV)-AP=|16 || 2 |=4(-%)+16-2-2(-8) =4
2| -8

0078 - § -

Koska suuntaissarmiolla on positiivinen tilavuus, tdytyy sarmion
korkeuden olla positiivinen. Nain ollen vektorin AP taytyy olla eri
suuntainen kuin vektoreiden U ja V suuntainen taso (sarmion pohja).
Nain ollen piste P on tasossa.

Ratkaisutapa 3:
1 35
_ [2-eh) [-%
Yritetddn muodostaa vektori AP = 3-1 =| 2 | vektoreiden
1-9 -8
-3 2
u=|1|jav=|0|avulla. Koska vektorin v
2 4
y-komponentti on 0, ei siitd ole hyotya siirryttaessa y-akselin
-6
suunnassa. Nain ollen taytyy siirtyd 20 =| 2
4

Jotta saataisiin z-komponentiksi —8, taytyy lisit4 z-komponenttiin —12
vektoria vV kayttéen. Siirrytaan siis viela —3v .

-3 2 —6-6 -12
Yhteensé saadaan 20 -3V =2| 1 |-3|0|=| 2-0 |=| 2

2 4 4-12 -8

35

Nyt x-komponetti —12 ei ole —=.



Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

Nain ollen vektoria AP ei voi esittdd muodossa AP = r + sV millaan

r jas. Ndin ollen AP ei ole tason suuntainen. Tasta seuraa, etta piste P
ei ole tasossa.

Ratkaisutapa 4:

Kaytetdan symbolisen laskennan ohjelman komentoa, joka antaa
suoraan tason yhtalén, kun syodtetéan tason piste ja kaksi erisuuntaista
suuntavektoria.

Jos ohjelma ei anna tarkkaa tason yhtéld, kun kéytetéan pistetté

-3 2
A= (—%, 1, 9) javektoreita @ =| 1 | ja v =| 0|, vaihdetaan pistetta.
2 4

Ohjelmalla saadaan pisteen P = (=12, 3, 1) sisdltdvan ja vektoreiden

-3 2
o=|1|jav=|0|suuntaisen tason yhtaloksi —3x — 13y + z + 2 = 0.
2 4

Kun pisteen A = (—%, 1, 9) koordinaatit sijoitetaan, tason yhtalon
vasemmasta puolesta saadaan
3. (%) -13-1+9+2=-1%0.

Nain ollen piste A ei toteuta tason yht&lo eli se ei ole tasossa.
Pisteet A ja P eivét siis ole samassa tasossa, jonka suuntavektorit ovat

-3 2
U=|1|jav=|0].
2 4

Nain ollen piste P ei ole tehtdvanannon tasossa.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT
1-x 1-x
448.  Yksi tason suuntavektorion U =| x+1-1|{=| x |ja
1-1 0
1-x 1-x
Toinen tason suuntavektorion v=| 1-1 |=| O

X+2-1 Xx+1

Koska vektorin v y-komponentti on 0, voivat vektorit U ja v olla
yhdensuuntaiset vain, jos myos vektorin U y-komponentti on x = 0. Mutta
tallgin vektoreiden z-komponenttien (0 ja 1) perusteella vektorit eivat ole
yhdensuuntaiset.

Tason suuntaiset vektorit T ja v ovat siis aina keskendan erisuuntaiset.
Nain ollen erds tason normaalivektori on U xV Ohjelmalla saadaan

X(x+1)
UxV=—1-x)(x+1)|.
—X(1L-X)
Nyt
X(x+1) 1
@xV)-S=]-A-X)(x+D || 2| =x(X+D+20L-x)(x+1) —x(L-X) .
—X(1-Xx) 1

Ohjelmalla sieventden saadaan x(x +1) +2(1—x)(x+1) — x(1—x) = 2.

Nain ollen (U xV)-5 # 0 kaikilla x.n arvoilla.

Vektori S ei siis ole millaan x:n arvolla kohtisuorassa tason
normaalivektoria vastaan.

Néin ollen vektori S ei ole millddn x:n arvolla pisteiden (x, 1, 1),
(1,x+1,1)ja(1, 1, x + 2) kautta kulkevan tason suuntainen.
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Toinen ratkaisutapa:
Osoitetaan, ettd yhtald S =r0 +tv ei ole tosi milldén r jat.

(1] 1-x 1-x
-2|=r| x |+t O
| 1] 0 X+1
(1] [r@-x)+tl-x)
-2 |= rx
1 t(x+1)
o 1=rl—x)+td—x)
Tama yhtélo on tosi, jos yhtaloryhmalla § -2 = rx on

1=t(x+1)
ratkaisu. Ohjelman mukaan yhtaléryhmalle ei kuitenkaan ole ratkaisua.

N&in ollen vektori 5 ei ole vektoreiden T ja v virittdman tason
suuntainen millaan x:n arvolla.

Néin ollen vektori 5 ei ole millaan x:n arvolla pisteiden (x, 1, 1),
(1,x+1,1)ja(l, 1, x + 2) kautta kulkevan tason suuntainen.

Huomautus:

Varmistutaan vield, ett4 ohjelma varmasti ratkaisi yhtaloryhman oikein.
1=r@-x)+t(l-x) l=—-rx—tx+r+t
-2 =1rX on sulkeet avattuna {—2 = rx
1=t(x+1) l=tx+t

Sijoittamalla rx = =2 ylimpaan yht&loon saadaan 1 =2 — (1 —t) +r + teli
0 =r + 2teli r =—2t. Sijoitetaan tdmd kahteen alimpaan yhtaloon, jolloin
saadaan

—2 = -2 1=1tx

eli sijoittamalla ylempi yhtal6 alempaan saadaan
l=tx+t l=tx+t

1=1+ t, jostat=0.

Talloin ei kuitenkaan yht&lo 1 = tx + t ole tosi, koskatx +t=0-x+0=0.

Néin ollen yhtaloryhmaélla ei ole ratkaisua.
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449. a) Hahmotellaan tilannetta kuvien avulla.

-
53z

Kuvioksi nayttéisi muodostuvan aina suunnikas.

b) Kuvio on suunnikas, jos sen kérjet ovat samassa tasossa ja sen
vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset.

Merkitdan avaruuden pisteet seuraavasti:
A=(X, ¥1,2)

B=(%,Y2:2,)

C=(X3,Y3:23)

D =(Xq,Y4,24)

Sivujen keskipisteet voidaan nyt laskea.

Sivun AB keskipiste on E = (X1 X% NitYs Atiy

2 2
Sivun BC keskipiste on F = (X2 + X3 Y2 “ZL Y3 , Z gzs) .
Sivun CD keskipiste on G = ( X3+ X4 Y3 sz Ya Zs sz 24) .

Sivun DA keskipiste on H = (X4 % Ya ;r N Za ;f 21) .
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Médaritetaan vektorit EH ja FG seka FE ja GH.

[ X+ X XX | [ X=X
2 2 2
e _|Yatyr VitYo | | Ya— Vo
EH = 2 2 2
| 2 2 || 2 |
[ XatXe KXot Xg | [ X=X ]
2 2 2
e _ | YstYa YotV¥s | | Ya— Yo
FG = 2 2 2
I3+12, Zp+14 2,12,
2 2 T2
Saatiin EH = FG.
'x1+x2_x2+x3_ [ X — X3 |
2 2 2
EE_| Y1ty Yot+V3 | [ V1~V
FE= 2 2 2
L+, Z,+14 -1,
2 2 | 2 |
(XX XX | [ X=X
2 2 2
Ao | Yaty YstYy Yi— Y3
GH = 2 2 2
24+ I3+ -1,
2 2 || 2 |
Saatiin FE =GH.

Kolme pistettd E, F ja H ovat samassa tasossa. Valitaan tason
suuntavektoreiksi EH ja EF . Piste G on samassa tasossa, koska
EG=EH +HG =EH +EF .

Pisteet E, F, G ja H ovat siis samassa tasossa, jolloin ne muodostavat
nelikulmion EFGH. Koska EH = FG ja FE =GH , nelikulmion

vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset (ja yhta pitkét).
Pisteet E, F, G ja H ovat siis suunnikkaan karkia.
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Huomautus: Yhdensuuntaisuuden voi paatella myds vahemmilla
laskuilla. Merkitdédn U =CB ja V=BA, jolloin CA=U+V ja
FE=10+1v=1(@+V). Siis CA|| FE. Vastaavasti saadaan

CA | GH. Tallsin FE | GH . Toiset sivut saadaan vastaavasti.

450. OP=OA+rl+SV jatoisaalta OP =OA+ AP . On siis AP =l +5V.
Hahmotellaan kuva.

Suorakulmaisen kolmion trigonometrialla saadaan

cos(AP )= |ru| r|u|
|AP| |AP|
Tata kayttden saadaan sievennettyé pistetulo.
AP -T =|AP|-[]cos(AP, T) = |AP|-[d]- %_rm2
On siis AP-T =r|a]*, josta saadaan r = 'A|‘E>|2
u

Vastaavasti suorakulmaisen kolmion trigonometrialla saadaan

cos(AP, V) = |SV| s|v|
o] [ne|
Tata kéyttéen saadaan sievennettyé pistetulo.
V =|AP|-[v|cos(AP, V) =|AP| -|v]- |SA|_V||_s|v|2
APV

On siis AP -V =s|v[’, josta saadaan s = R
v
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4.3 Tasoja koskevia leikkauksia

x=1-2t
451. Tason 2x —y +z—2 =0 jasuoran {y =2-t (teR) yhteiset pisteet ovat
z=3+t

ne suoran pisteet, jotka toteuttavat tason yhtalon.

21-2)-Q2 - +@B+t)—2=0
2—dt-2+t+3+t-2=0

—2t=-1
Sijoitetaant = % suoran yhtaloon.
x=1-2:2-1-1=0
z =3+%=%=3%

37

Tason ja suoran yhteinen piste on (0, 5o
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452.  Pisteiden (-1, 3, 2) ja (2, 1, —3) kautta kulkevan suoran yksi suuntavektori

2-(-1) 3 X=-1+3t
on| 1-3 |=|-2|.Suoranyhtdldon {y=3-2t ,teR.

Sijoitetaan suoran pisteet tason yhtaloén —x + 3y —3z+4 =0 ja
ratkaistaan t.

—(-1+3t) +3(3-2t) - 3(2-5t) +4=0, josta t =—7% .

x=-1+3(-4)= -5

Suoran ja tason leikkauspisteessé ¢ y=3-2(-3) = 4

— 3
z=2-5(-%)=%
Suoran ja tason leikkauspiste on (-5, 7, %2).
Huomautus
GeoGebralla leikkauspiste saadaan myos nain:
Xx=-1+3t X=-5
| Y=3-2t _— y=7%
yhtéléryhmén ratkaisuksi saadaan :
z=2-5t =%
—X+3y-3z+4=0 t=—1%

josta voidaan lukea suoran ja tason leikkauspisteeksi (=5, &, 2).
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S aa o | XT2Y=5 :
453.  Yhteiset pisteet saadaan yhtaloparin N ratkaisuna.

Ylemmastd saadaan x = 5 — 2y. Kun tdma sijoitetaan alempaan saadaan

5—2y —y+z =5, saadaan y-koordinaatti lausuttua z:n avulla: y = %z.

Kun y= %z sijoitetaan ensimmaiseen yhtaloon saadaan myos x-

koordinaatti lausuttua z:n avulla: x = —%z+ 5.

Koordinaatille z ei tule ehtoa, koska kaksi muuta koordinaattia esitettiin
sen avulla. Koordinaatti z voi olla mika tahansa eli z = t.

Parametrimuotoisena suoran yhtéld on siten
2
X=—=t+5
3

yzét (teR).

z=t

Huomautus:
Saatuja ehtoja x = - % z+5jay= %z kayttden voidaan laskea kaksi

leikkaussuoran pistettd ja muodostaa yhtalo ndita kayttaen.

Olkoon esimerkiksi z = 3, jolloin x = 3 jay = 1. Olkoon lisdksi z = 6,
jolloinx=1jay=2.

Suora kulkee pisteiden (3, 1, 3) ja (1, 2, 6) kautta. Suoran suuntavektori on

1—3 —2 X=3—2t
2-1|=| 1 |jayhtdlo {y=1+t (teR).
6-3 3 z=3+3t

Molemmat muodot maaradvat saman pistejoukon. Yhtélolle voidaan antaa
loputon maara erilaisia muotoja.



Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

454,

Ensimmainen todistus:
Suora on tasossa, jos sen pisteet toteuttavat tason yhtalon kaikilla
parametrin t arvoilla. Muodostetaan suoran parametrimuotoinen yhtalo.
X=2+t
y=t (teR)
z=1-t

Sijoitetaan suoran koordinaatit tason yhtaloon x +y + 2z — 4 =0.
2+t+t+2(1-1)—-4=0
2+2t+2-2t-4=0
0=0

Suoran pisteet toteuttavat tason yhtalon kaikilla vakion t arvoilla, joten
suora on tasossa.

Toinen todistus:
Osoitetaan, ettd suoran piste A on tasossa ja suoran suuntavektori on
kohtisuorassa tason normaalivektoria vastaan.

Sijoitetaan pisteen A = (2, 0, 1) koordinaatit tason yhtaloon.
2+0+2-1-4=0

0=0
Piste A on tasossa.

Tason normaalivektorion M =T + J + 2k .
n-s=1.1+1-1+2-(-1)=2-2=0,joten A LS.

Siis suora on tasossa.
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—2X—Yy+3z=0

455,  a) Ratkaistaan yhtélopari
-3X+y+7z=-5

Pyritddn esittdmaan x- ja y-koordinaatit z-koordinaatin avulla.
{—Zx— y+3z=0 |-(-3)

—2X-y+3z2=0 —3X+y+7z=-5]-2
+ |-3x+y+7z=-5 { 6x+3y-9z =0
+

-5x +10z=-5 —6x+2y+14z=-10
S5y+5z=-10
Néist4 saadaan
-5x+10z=-5 5y+5z=-10
-5x=-5-10z ||:(-5) 5y=-10-5z |5
X=1+2z y=-2-2

Koordinaatille z ei tule ehtoa, koska kaksi muuta koordinaattia
esitettiin sen avulla. Koordinaatti z voi olla mikéa tahansa eli z = t.

x=1+2t
Tasot leikkaavat siis pitkin suoraa 1 y=-2-t, teR.
z=t
) ) | 2X=y+3z=0
Symbolisen laskennan ohjelma antaa yhtéloparin
3X+y+7z=-5

ratkaisuksi x = 2z + 1, y = —z — 2. Tdméa on sama ratkaisu, silla z voi
olla mikéa tahansa luku t.
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Piirretdan tasot yhtélgita kayttaen ja otetaan tasojen leikkaus.

-0.11) + A (-10, 5, -5)

Leikkaussuoran yhtéld on erimuodossa, mutta suora on sama kuin
suora, joka piirretadn laskemalla saatua yhtaloa kayttaen.
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b) Huomataan, ettd yhtalét 6x — 12y +3z—-9=0ja—-2x+4y—-z+3=0
ovat saman tason yhtaloitd, silla kun jalkimmainen yhtalo kerrotaan
puolittain luvulla —3, saadaan ensimmaéinen yhtéalo.

Toinen ratkaisutapa:
6X—-12y+3z2-9=0
{—2x+4y—z+3:0 | -3
6X—-12y+3z2-9=0
+{—6x+12y+3z+9:0
0=0

Yhtélot toteutuvat samoissa pisteissd. Yhtalot esittdvat samaa tasoa.
Kaikki tason pisteet ovat leikkauspisteita.

6x-12y+3z-9=0
—2X+4y-z+3=0

ratkaisuksi { }. Tulkitaan tdma vastaamaan laskettua ratkaisua eli, etta
yhtéld kuvaavat samaa tasoa. Kuva vahvistaa tdman.

GeoGebra Classic 6 antaa yhtaldparin {
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¢) Ratkaistaan yhtaléryhma.
{—2x+10y+4z+6 =0

X—5y-22-4=0 |-2
—2X+10y+4z+6=0
+{ 2x-10y-4z-8=0
-2=0
Tasot eivat leikkaa.

) .. |—2x+10y+4z+6=0
GeoGebra Classic 6 antaa yhtaloparin

X—-5y-2z-4=0
ratkaisuksi { }. Tulkitaan tdmé& vastaamaan laskettua ratkaisua eli, etta

yhtéldparilla ei ole ratkaisua. Kuva vahvistaa tamén, silla tasot ovat
yhdensuuntaiset eri tasot.
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456.

Pyramidin pohjan karjet ovat suorien ja tason leikkauspisteet.
Pyramidin huippu on suorien yhteinen piste.

Suorien yhtéloistd ndhdadn, ettd kaikki suorat sisaltavét pisteen (1, 1, 3).

Lasketaan ensimmaisen suoran ja tason leikkauspiste.
-3(1-t)-(1-2)-(3-3t)+2=0,jostat=2

Leikkauspiste on (1-2,1-2x2,3-3x2)=(3, -1, 2).

Lasketaan toisen suoran ja tason leikkauspiste.
-3(1-2r)-(1-r—-(3-r)+2=0,josta r=2.

Leikkauspiste on (1-2x2,1-2,3-2)=(-4, 3 1)

Lasketaan kolmannen suoran ja tason leikkauspiste.
—-3(1-2s)—(1+s)—(3-3s)+2=0, josta S=+3.

Leikkauspiste on (1-2-3,1+32,3-3-3)=(-%, 8,2

Pyramidin karjetovat (1, 1,3), (3, -%,3), (-3, 3, D ja(-1. 3. 3).
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VAHVISTAVAT TEHTAVAT

457.  Sijoitetaan suoran koordinaatit tason yhtaloon —x + 5y + 2z — 1 = 0.

~(B+4t) +52+2)+2(2-3) - 1=0
10=0

Yksikadn suoran piste ei toteuta tason yhtaloa.
Suoralla ja tasolla ei ole yht&én yhteista pistetta.

X=-1+t
458.  Vektorin T suuntaisen suoran yhtélo on {y=—2+t ,teR.
1=-2+2t

Sijoitetaan suoran pisteet yhtaléon 3x +y — 5z +7 = 0 ja ratkaistaan t.
3(-1+t)+(-2+t)—5(-2+2)+7=0
-3+3t—-2+t+10-10t+7=0
-6t +12=0
—6t=-12
t=2

Kun t = 2, saadaan koordinaatit

x=-1+2=1
y=-2+2=0
1=-2+2-2=2

joten suoran ja tason leikkauspiste on (1, 0, 2).

X=-1+t
Vektorin vV suuntaisen suoran yhtdldon S y=-2-2t, teR.
z=—-2+t

Sijoitetaan suoran pisteet yhtaléon 3x + y — 5z +7 = 0 ja ratkaistaan t.
(-1+t)+(-2-2t)—5(-2+t)+7=0
-3+3t-2-2t+10-5t+7=0
-4t +12=0
—4t=-12
t=3
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Kun t = 3, saadaan koordinaatit

X=-1+3=2
y=-2-2-3=-8, joten
z=-2+3=1

suoran ja tason leikkauspiste on (2, -8, 1).

Kolmion karjet ovat A = (-1, -2, -2), (1, 0, 2) ja (2, -8, 1).

4
459.  Tason eras normaalivektorion n=uUxv=| 3 |.
-5

Taso kulkee pisteen A = (-2, 2, 1) kautta, joten tason yhtalo on
AX—(2)+3(y—2)—-5(z—-1)=0
Idx+3y—52+7=0.

Lasketaan tason ja suoran leikkauspisteet.

4.-(2+1)+3-2t-53+20)+7=0
8+4t+6t—15—10t+7=0
0=0

Yhtal6 on aina tosi, riippumatta t:n arvosta eli suoran yhtélo toteuttaa
tason yhtalon kaikilla t:n arvoilla. TAm4 tarkoittaa ettd taso sisaltd4 suoran
kaikki pisteet.
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3Xx—-4y+72-2=0

460. a) Ratkaistaan yhtélopari
—2X+3y+2z=0

3x—4y+72-2=0 || -2 3Xx—4y+7z-2=0||-3
2x+3y+2z =03 2x+3y+2z =0 -4

6Xx—-8y+14z—-4=0 9x-12y+21z2-6=0
+|—-6X+9y+ 6z =0 + |-8x+12y+ 8z =0
y+20z-4=0 X + 29z2-6=0
Naist4 saadaan
y=4-20z X=6-29z
X=6-29t
Tasot leikkaavat siis pitkin suoraa 1y =4-20t, teR.
z=t

Symbolisen laskennan ohjelma antaa yhtaloryhman ratkaisuksi
X =-29z + 6,y = —20z +4 eli esittd4 x- ja y-koordinaatit z-koordinaatin
avulla. Tdmd on sama ratkaisu kuin mité saatiin aiemmin.

Piirretdan tasot yhtaloita kayttaen ja otetaan tasojen leikkaus.

Leikkaussuoran yhtéld on erimuodossa, mutta suora on sama kuin
suora, joka piirretaan laskemalla saatua yhtaloa kéayttéen.
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b) Ratkaistaan yhtaloryhma.

—X+2y-32+4=0 |2
{2x—4y+6z+ 1=0
—2X+4y—-62+8=0
+{ 2X—4y+62+1=0

9=0
Tasot eivat leikkaa.

Symbolisen laskennan ohjelma antaa
yhtaloryhmén ratkaisuksi { }. Tulkitaan
tama vastaamaan laskettua ratkaisua eli,
ettd yhtaloparilla ei ole ratkaisua. Kuva
vahvistaa taman, sill& tasot ovat
yhdensuuntaiset eri tasot.

Ratkaistaan yhtaloryhma.
—2X+1y+ z-1=0 | -3

{ 6x —y-3z+3=0

—6X + y+3z-3=0

+{ 6x —y-3z+3=0

0=0

Yhtél6t toteutuvat samoissa pisteisséd. Yhtalot esittdvat samaa tasoa.
Kaikki tason pisteet ovat leikkauspisteita.

Symbolisen laskennan ohjelma antaa
yhtéléryhmén ratkaisuksi { }. Tulkitaan
tdma vastaamaan laskettua ratkaisua eli, etta
yhtél6é kuvaavat samaa tasoa. Kuva
vahvistaa tdman.
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461. Tason pisteet A= (1, 0, 0) ja B = (0, 2, 0) ovat xy-tasossa, silla pisteiden
z-koordinaatti on nolla

Tason ja xy-tason leikkaussuora kulkee siis pisteiden A= (1, 0, 0) ja
B = (0, 2, 0) kautta.

Vastaava xy-tason suora kulkee xy-tason
pisteiden (1, 0) ja (0, 2) kautta.

Taman suoran kulmakerroin on ? =-2

ja suora leikkaa y-akselin pisteessé (0, 2),
joten suoran yhtélo ony = —2x + 2 eli

2x+y—2=0.

Huomautus: Tehtdvan voi ratkaista myos pidemmilla laskuilla laatimalla
pisteiden A, B ja C kautta kulkevan tason normaalivektorin laskemalla
ristitulon ABx AC determinanttia k&yttéen. Tast4 saa tason yhtalon.
Sijoittamalla yhtal6on z = 0, saadaan tason ja xy-tason leikkaussuoran
yhtalo.
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462. Tason suuntavektorit ovat

_[0-2] [-2] __ [fo0-2] [-2
AB=|5-0|=| 5 |jaAC=|0-0|=| 0 |.
0-0| |0 4-0| | 4

Tason erds normaalivektori on

T Tk _ 1
ABxAC=|-2 5 o—|g g‘ "_g Z‘Jrk‘_g g
2 0 4

=7-(5:4-0-0)—]-(-2-4-0-(-2)) +k - (-2-0-5-(-2))

_ [20
=207 +8] +10k =| 8 |.

10

Valitaan pienempien lukujen vuoksi normaalivektoriksi

__[207 [10
1(ABxAC)=1| 8 |=| 4 |.
10| |5

Taso kulkee pisteen A = (2, 0, 0) kautta, joten tason yhtal6 on
10(x—2)+4(y—-0)+5z—-0)=0
10x +4y + 52 —20=0.

Normaali kulkee pisteen (0, 0, 1) kautta.
Normaalin yhtal6 on:

x =10t

{y =4t (teR)

z=1+5t

Lasketaan tason ja normaalin leikkauspiste.
10- 10t +4 - 4t + 5(1 + 5t) —20=0
141t=15 ||:3
47t=5
5

t:E

_ . 5 50 20 72
Leikkauspiste on (10- 4 27 1+5- ) (47 47 47"
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463. a) Ohjelmalla saadaan suoraan yhtéléryhmén ratkaisu x = -2,y =0, z = 2.
Kukin yhtaloistd kuvaa tasoa. Yhtaléryhman ratkaisu toteuttaa kaikki
yhtélot eli on piste (=2, 0, 2) on kaikissa kolmessa tasossa. Se on
kolmen tason leikkaus.

b) Ohjelmalla saadaan yhtaléryhmaén ratkaisu
X=-z+2,y=321-2,2=1

x=2-t
Ratkaisu on suora 1y =-2+1t (teR).
z=t

Kolmen tason leikkaus on suora.
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Huomautus:

Yhtaloryhma voidaan ratkaista ilman B-osan ohjelmia kirjassa Juuri 4

kéasitellyll& tavalla. Ratkaistaan esimerkiksi a-kohdan yhtaléryhma
—-2Xx-y-3z+2=0

X+5y+6z-10=0.
6x—-2y+92-6=0

Eliminoidaan x kahdesta parista yhtalgita.

—2Xx—-y-3z2+2=0 X+5y+6z2-10=0 ||-(-6)
{x+5y+62—10=0 |- 2 {6x—2y+92—6=0
—2x—y—-32+2=0 —-6x—-30y-362+60=0
+{2x+10y+122—20=0 +{ 6Xx -2y + 92-6=0
9y +9z-18=0 |:9 -32y-272-54=0
y+z-2=0

Yhdistetdan saadut yhtélot yhtalépariksi ja ratkaistaan se.
y+z-2=0

-32y—-272-54=0
Ylemmasté saadaan z = 2 —y. Sijoitetaan se alempaan ja ratkaistaan y.
-32y —27(2-y)—54=0
—-32y —54+27y—54=0

—-5y=0
y=0

Talldinz=2-y=2-0=2.

Sijoitetaan y = 0 ja z = 2 yhteen alkuperdisen yhtaloryhméan yht&loon ja
ratkaistaan x.

X+5-0+6-2-10=0

X+2=0

X=-2

Yhtéloryhmén ratkaisuon x=—-2,y=0jaz = 2.
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464.  Etsitaan pallon x? + y2 + 72 = 4 ja akseleiden leikkauspisteet. Kullakin
akselilla kaksi muuta koordinaattia ovat nollia, joten leikkauspisteet ovat
x-akselilla (2, 0, 0) ja (-2, 0, 0),
y-akselilla (0, 2, 0) ja (0, =2, 0) ja
z-akselilla (0, 0, 2) ja (0, 0, —2).

Taso kulkee pisteiden (2, 0, 0), (0, 2, 0) ja (0, 0, 2) kautta. Koska
pyramidia rajaa myos tasot x = 0, y = 0 ja z = 0, ovat kyseiset pisteet
yhdessd origon kanssa pyramidin kérkipisteet.

PP 1 1 2x2 4
Pyramidin tilavuus on = Ah==x==x2 ==,
y 3 3 2 3
Pallon tilavuus on 2 pr® =4 pp3 = 320
3 3 3
Todennékoisyys, etta pallon sisdltd umpiméhkaan valittu piste ei ole
327 _4
pyramidin sisassi on —5——3 =1- 7 =0,960... ~ 0,96,
32772_ 8 1 1

3
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465.  Jos piste P jakaa janan AB suhteessa 1:1, piste P on janan AB keskKipiste.
Riitt4a osoittaa, ettd janan AB keskipiste P on suorien mé&araamassa
tasossa ja ettd P on ainoa janan AB ja
tason leikkauspiste.

3+1 3+1 6+0
= ’ ) =2,2,3
(2 5 2) ( )

Muodostetaan suorien méarddmén tason yhtald. Ensin mainitulla suoralla
on piste (3, 0, 2).

2 -1
Suorien suuntavektoritovat | 1 |ja| 2 |.
-1 1

Tason erés normaalivektori on

27 [-17 |7 7 k 1 5
1< 2 ]2 1 - :r\ —11_7\ ]M \
i e 2 1 -1 1 -1 2

=T (1= (D)= T (21~ () (-D) +K-(2:2-1:(-1)

T3
—37 —J+5k = -1|.
5

Tason yhtalo on 3(x —3)—(y—0)+5(z—-2)=0¢eli3x—y+52-19=0.

Piste P on tasossa, koska se toteuttaa tason yhtalon:
3:3-0+5-2-19=0
9+10-19=0
0=0

Koko jana AB ei ole tasossa, koska piste B ei toteuta tason yhtaloa eika
néin ollen ole tasossa:
3:1-1+5-0-19=0

-17=0

Piste P on siis janan AB ja tason leikkauspiste.
Koska piste P on janan AB keskipiste, se jakaa janan AB suhteessa 1:1.
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Ratkaisutapa 2:

Muodostetaan tason yhtéld. Ensin mainitulla suoralla on piste (3, 0, 2).
2 [ -1]

Suorien suuntavektoritovat | 1 |ja| 2 |.
-1 1

Tason erds normaalivektori on

27 [-17 |7 7 k

-1 -1 |2
1><2=21—=|‘ -] l‘k‘ ‘
LJ[J IR N A 8 B A R s

ST (1= (-D-2) - T 21— (1) (-D) +K(2-2-1:(-1)

E
—37 —J+5k = -1|.
5

Tason yhtald on 3(x —3)—(y—0)+5(z—2)=0e¢li3x -y +52—-19=0.

Muodostetaan seuraavaksi pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran yhtalo.

_|1-3 -2
Suoran suuntavektorion AB=|1-3 |=| -2 | ja koska suora kulkee
0-6 -6
x=1-2t
pisteen B = (1, 1, 0) kautta, on sen yhtalé {y=1-2t (teR).
z=-6t

Etsitadn suoran ja tason leikkauspiste.
31-2)—-(L—-2t) +5(-6t)—19=0
3-6t—1+2t—30t—19=0
=34t =17
__1
t= 2

Leikkauspiste on siis
P=(1-2-(-3),1-2-(-3) ,6- (-3)=(22,3).

Koska AP=4/(3-2)2 +(3-2)%+(6-23)2 =11 ja

BP = /(1-2)? + (1- 2)%+(0-3)? = V11, ovat janat AP ja PB yhti pitkat
eli suorat sisaltavan tason ja janan AB yhteinen piste P jakaa janan AB
suhteessa 1:1.
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466.

Kaksi eri tasoa voivat sijaita toisiinsa ndhden kahdella tavalla.
1. Kaksi eri tasoa leikkaavat toisensa pitkin suoraa s.
2. Kaksi eri tasoa ovat yhdensuuntaiset.

Mietitdan kolmannen tason lisadmista edelld mainituissa kahdessa
tapauksessa.

Tapauksessa 1 kolmas taso voi sijaita leikkaussuoraan s nahden kolmella
tavalla.

a) Kolmas taso voi leikata leikkaussuoran s yhdessa pisteessa P. Télldin
kolmella tasolla on yksi yhteinen piste (P).

b) Kolmas taso voi olla yhdensuuntainen leikkaussuoran s kanssa niin,
ettd s tason ulkopuolella. Tall6in kolmella tasolla ei ole yhteisia pisteita.
¢) Kolmas taso voi siséltaa leikkaussuoran s. Talldin kolmella tasolla on
adrettdman monta yhteisté pistetta (suora s).

Tapauksessa 2 kahdellakaan tasolla ei ole leikkauspisteitd, joten sijaitsipa
kolmas taso miten tahansa, ei tasoilla ole yhteisia pisteita.

Kolmella tasolla voi siis olla nolla, yksi tai darettéméan monta yhteista
pistetta.

Annetaan esimerkit kustakin tapauksesta.

Esimerkiksi tasollaz = 0, tasollaz = 1 jatasolla 7x + 9y + 5z + 13 =0 ei
ole yhteisia pisteitd, koska z = 0 ja z = 1 ovat yhdensuuntaiset.

Esimerkiksi xy-tasolla, yz-tasolla ja xz-tasolla on yksi yhteinen piste,
origo. Néiden tason yhtélt ovatz=0,x =0jay = 0.

Esimerkiksi tasolla x = 0, tasolla y = 0 ja tasolla y = x on &&rettémén
monta yhteisté pistettd, silla kaikki ndmaé tasot siséltavat z-akselin.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

467.

a)

b)

Suorat ovat samassa tasossa esimerkiksi, jos suorat leikkaavat
(leikkauspiste ja suorien suuntavektorit madraavat tason).

1=2r
Koska yhtéaloparilla <2 -2t =3-4r on ratkaisu r = 1 jat= l, suorat
3-2t=1+2r 2 2

leikkaavat eli ne ovat samassa tasossa.

Leikkauspiste saadaan sijoittamalla toinen ratkaisuista vastaavan
suoran yhtaloon. Leikkauspiste on (1, 1, 2).

Pistejoukon ehtona on, etta x- ja z-koordinaatit ovat molemmat 2,
mutta y-koordinaatti voi olla miké tahansa. Pistejoukko on siis xyz-
X=2
koordinaatiston suora s y =t (teR).
z2=2
Suora kulkee y-akselin suuntaisesti pisteen (2, 0, 2) kautta.

Muodostetaan a-kohdan tason yhtal6. Suorien suuntavektorit ovat

0 2 0 2 -12
-2 | ja | -4 |. Tason erés normaalivektorion | -2 |x| -4 |=| -4
-2 2 -2 2 4

Taso siséltaa pisteen (1, 1, 2), joten sen yhtéld on
-12x—1)—4y—-1)+4(z-2)=0.
Yhtalo sievenee edelleen muotoon 3x +y —z—2 =0.

Sijoitetaan tason yht&l6on suoran koordinaatit (x = z = 2).
3:2+y—2-2=0,jostasaadaany = — 2.

Suora x = z = 2 ja a-kohdan taso leikkaavat siis pisteessa (2, —2, 2).
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468.  Pyramidin huippu toteuttaa kaikkien tasojen yhtélét. Kuitenkin jo kolme
X+y+z=3
yhtéloa riittaa eli huippupiste on yhtaléryhman < x- y+z=3 ratkaisu
X+y-z=-3
x=0,y=0,z=3elipiste H= (0, 0, 3).

Pyramidin pohjatahkon karjet ovat xy-tason pisteitd, jotka toteuttavat
kahden tason yhtalét jaz = 0.
(4) _

Neljasta tason yhtaldsta voidaan valita kaksi o) 6 eri tavalla.

Ratkaistaan yhtaloryhmat

X+y+z=3 (x+y+z=3 X+y-z=3 |[X-y+z=3
X-y+z=3 {x—y—z=—3 Xty-z=-3 {Xx-y-z=-3
z=0 z=0 z=0 z=0

Xx=3 x=0 X=-3 x=0

y=0 y=3 y=0 y=-3

{z:O {z:O {z=0 {z=0

X+y+z=3 X—-y+z2=3
Yhtéaloryhmilld < x+y—z=-3 ja < x—y—z=-3 ei ole ratkaisua.
z=0 z=0

Pyramidin pohjan kérjet ovat siis (3, 0, 0), (0, 3, 0), (-3, 0, 0) ja (0, =3, 0).
Pohja on neli6.

On selvad, ettd kuutio sivuaa kaikkia pyramidin tahkoja ja kuution pohjan
sivut pyramidin pohjanelion suuntaiset. N&in ollen kuution pohjan kérjet
ovat (a, 0, 0), (0, a, 0), (—a, 0, 0) ja (0, —a, 0).
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Tastd eteenpdin ndytetddn kaksi ratkaisutapaa.

Ratkaisutapa 1:

Pyramidin korkeus on 3 ja pohjanelion lavistdjan puolikkaan pituus on 3.
Kuution pohjanelion lavistgjan puolikkaan pituus on a.

Kuution sivun pituus on v/a? +a? =~/2a.

Olkoon O origo, A yksi pyramidin karki,
Q pyramidein sivulla AH oleva kuution karki ja
P janalla OA oleva kuution karki.

H
Q
3
V2a
a A
@] P
3

Kolmiot OAH ja PAQ ovat yhdenmuotoiset (kk).
PQ

Néin ollen O—H = ——. Sijoitetaan t&h&n mitat ja ratkaistaan a.
OA PA

3 2a

3 3-a

a=3J/2-3

Kuution sivun pituus on siis J2a=6-312 .
Kuution tilavuus on a° =540—378+/2 .
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Ratkaisutapa 2:

Kuution sivun pituus on va?+a® = \/Ea. Kuution muiden kérkien z
koordinaatti on kuution sivun pituus. Muut kérjet ovat siis

(a0, v2a),(0,a v2a),(-a 0, v2a)ja(0, -a ~2a).

Kuution karki Q = (a, 0, x/fa) on pyramidin sivusarmalla AB,
kun A=(3,0,0)jaH=(0,0,3).

-3

- Xx=3-3t
Suoran AH suuntavektorion AH =0 | jayhtdlo {y=0 (teR).
3 z=3t
a=3-3t
Piste Q on suoralla AH, joten {0=0 , josta a= 3W2-3.
V2a=3t

Kuution sivun pituus on siis \/Ea = 6—3\/5 .
Kuution tilavuus on a° =540 —378+/2 .
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4609.

z-akselilla x- ja y-koordinaatti ovat nollia. Selvitetdén tason ja z-akselin
leikkauspiste.

3-0+2-0+6z=6
z=1

Kuula sijaitsee tason pisteessé (0, 0, 1).

Kun kuula vierii tasoa pitkin kohti xy-tasoa, se vierii suuntaan, joka on
kohtisuorassa tason ja xy-akselin leikkaussuoraa vastaan.

xy-tasolla z = 0. Néin ollen tason ja xy-tason leikkaussuora on 3x + 2y = 6,
3

jostay = —§x+3.

Piste, joka on talld suoralla, on muotoa (X, —% X+ 3, 0).

Ratkaistaan tuntematon x, kun tiedetdén, etté suora, jota pitkin kuula vierii
ja tason leikkaussuora ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Talldin niiden
suuntavektorien pistetulo on nolla.

Leikkaussuoralla on pisteet (0, 3, 0) ja (2, 0, 0).
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0-2 -2
Leikkaussuoran suuntavektori on {3— 0} :[ 3 ] )
0-0 0

Suoralla, jota pitkin kuula vierii, on piste (0, 0, 1) ja jokin muotoa

(x, —% x + 3, 0) oleva leikkaussuoran piste.
x-0 X
Suoran suuntavektori on —%x+3—0 = —%x+3 .
0-1 -1

Lasketaan suuntavektorien pistetulo, jonka tulee olla nolla.
x(—2)+(—%x+3)-3—1-0=0

—2x—%x+9=0
13, gy 13
> X = 9 I:( >
18
X=13
Ratkaistaan pisteen y-koordinaatti suoran yhtélosta y = —% X+ 3.
_ 318 12
y="31373713
Kuula kohtaa maanpinnan pisteessé (18 12 , 0).

13’13’
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470.

Xy-tason suora a;x + byy + d; = 0 on tason a;x + byy + ciz+d; =0 ja
xy-tason (z = 0) leikkaussuora.

Vastaavasti xy-tason suora axx + byy + d, = 0 on tason

axX + by + ¢z + d2 = 0 ja xy-tason leikkaussuora.

Tasot aix + b1y + ¢1z + di1 = 0 ja axx + bpy + ¢z + d, = 0 voivat leikata xy-
tason suoraa pitkin, jolloin xy-tason suorat a;x + biy +d1 =0 ja
aox + bpy + d2 = 0 ovat sama suora.

Esimerkiksi tasot x + y +z=0 jax +y + 2z = 0 ovat eri tasot ja leikkaavat
pitkin xy-tason suoraa x +y = 0. Suorat x +y =0 ja x + y = 0 ovat sama
suora, joten suorat eivét leikkaa yhdessa pisteessa.

Tasot eivét leikkaa pitkin samaa suoraa.

Huomautus:

Tasot aix + by + €1z + di = 0 ja axx + boy + ¢z + d2 = 0 voidaan piirtaa
ohjelmalla niin, ettd kertoimien as, b, ¢1, d1 ja az, b, ¢z, d2 arvoja voidaan
vaihtaa.

Ohjelmalla tutkien vdite vaikuttaa monessa tilanteessa patevaltd. Vite ei
kuitenkaan ole tosi. Ohjelmalla huomataan, ettd tasojen yhtéloissé
kertoimien c; ja ¢, arvo ei vaikuta suorien yhtéldihin. Tasojen yhtélot
voivat siis erota kertoimien c: ja ¢, osalta ja suorat ovat silti samat.




Juuri 10 ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtic Otava e paivitetty 11.11.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

4.4 Kulmien ja etdisyyksien laskentaa
tasoille

YDINTEHTAVAT

471.  Jos suoran suuntavektorin ja tason normaalivektorin vélinen kulma o ei
ole tylppé, on suoran ja tason vilinen kulma 90° — a. Muussa tapauksessa
se on o — 90°.

a) Kulma on 90° — 30° = 60°.

b) Kulma on 130° — 90° = 40°.

¢) Kulma on 90° — 90° = 0° (eli suora on tason suuntainen).
d) Kulma on 90° — 0° = 90° (eli suora on tason normaali).

1
472. a) Lasketaan suoran suuntavektorin S :[ 1 ] ja tason normaalivektorin
-1

1
n=|2 | valinen kulma.
1

1-1+1-2+(=1)-1 2

”H‘ J2 24 (12 22122 G
£(7,5)=61,87..°~ 61,9°

cos(#,5) =

Suoran ja tason vilinen kulma on 90° — 61,9° = 28,1°.

-3
b) Lasketaan suoran suuntavektorin ja tason normaalivektorin n=| 1
5

vélinen kulma.

1-(=3)+1-14(-1)'5

”H\ S22 412 (3 412452 f\/_
2(7,5)=133,08..° = 133,1°

cos(#,s) =

Suoran ja tason valinen kulma on 133,1° — 90° = 43,1°.
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0
c) xy-tason normaalivektorion n={0 |.
1

Lasketaan suoran suuntavektorin ja xy-tason normaalivektorin vélinen
kulma.

s-n__ 1-0+1-0-1-1 _—1

H|”| N e EE RN [N

«(5,7)=125,3°

cos(s,n)=

Suoran ja xy-tason valinen kulma on 125,3° — 90° = 35,3°.

3 5
473.  Suoran suuntavektorin | -7 | ja tason normaalivektorin | 1 | pistetulo on
2 -4

3t5-7x1+2x(-4)=15-7-8=0, joten suoran suuntavektori ja tason

normaalivektori ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa. Suora on tason
suuntainen.

474.  Jos normaalivektoreiden vélinen kulma o ei ole tylpp4, on tasojen vélinen
kulma normaalivektoreiden vélinen kulma o.. Muussa tapauksessa tasojen
vélinen kulma on normaalivektoreiden suplementtikulma 180° — a.

a) Kulma on 40°.

b) Kulma on 180° — 160° = 20°.

¢) Kulma on 90° (eli tasot ovat kohtisuorassa).
d) Kulma on 0° (eli tasot ovat yhdensuuntaiset).
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475.

476.

a)

b)

3 0
Tasojen normaalivektorit ovat | -1|ja | 1.
2 1

Lasketaan normaalivektoreiden valinen kulma c.

cosg - 3-0-1-1+2-1
J3 +(-1)? +22 N0? +12 +12
1
COSO =—F—F+—
V14 -2

a=7910..°~79°

Tasojen valinen kulma 79°.

3 2
Koska tasojen normaalivektoreiden | 1 | ja | 4 | pistetulo on
-5 2

3x2+1x4-5x2=6+4-10=0, ovat normaalivektorit ja siten myds
tasot toisian vastaan kohtisuorassa.

Tosi. Tasojen valinen kulma maaraytyy normaalivektoreiden valisesta
kulmasta.

Epétosi. Jos tasojen normaalivektorit ja siten myos tasot ovat
erisuuntaiset, ne valttamatta leikkaavat eli niill& on yhteisia pisteita.
Ellei yhteisi& pisteit4 olisi, olisivat tasot yhdensuuntaiset.

Tosi. Jos normaalivektorit ovat yhdensuuntaiset ovat tasot
yhdensuuntaiset, joten myds kulma, jossa suora tasot leikkaavat, on
sama.
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477.

Muodostetaan pisteen P kautta kulkevan tason normaalin yhtalo. Pisteen P
projektio P’ tasolla on tdmén normaalin ja tason leikkauspiste. Pisteen P
etaisyys tasosta on janan PP’ pituus.

Tason X — 4y + 82 — 9 = 0 erds normaalivektori eli normaalin
1

suuntavektorion n=| -4 |.
8

Normaali kulkee pisteen P = (6, —20, 41) kautta, joten sen
parametrimuotoinen yhtald on

X=6+t
y=-20-4t (teR)
z=41+8t

Lasketaan tason ja normaalin leikkauspiste P’ sijoittamalla normaalin
mielivaltainen piste (6 +t, —20 — 4t, 41 + 8t) tason X —4y +8z2—-9=0
yhtaléon.

(6 + 1) — 4(—20 — 4t) + 8(41 + 8t) —9 =0
6+t+80+16t+328+64t—9=0
t=-5

Projektiopiste P’ on siten
(6+(-5),20—-4-(-5),41+8-(-5)=(1,0,1).

Pisteiden P = (6, —20, 41) ja P’ = (1, 0, 1) valinen etdisyys on sama kuin
vektorin PP pituus.

_ [1-67[-5
PP'=[0+20|=| 20
1-41| |-40

PP =1/(-5)? +20° +(-40)? =45

Pisteen P etdisyys tasosta on 45.
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VAHVISTAVAT TEHTAVAT

478. a) xy-tasollaz=0. Téalloin 6 —2t =0, eli t = 3.
Tata vastaava piste eli xy-tason ja suoran leikkauspiste on (—4, —4, 0).

-3
Suoran suuntavektori on S = {—1].
-2

0
xy-tason normaalivektori on M=k = {O}
1

Lasketaan suoran suuntavektorin ja xy-tason normaalivektorin valinen
kulma.

-3-0-1.0-2-1 -2

|S””| JCE ()P4 (2 NP A
«(5,M) =122,31..°~122,3°

cos(s,n) =

Suoran ja xy-tason valinen kulma on 122,3° — 90° = 32,3°.

Lasketaan suoran ja tason 2x + 3z = 0 leikkauspiste.
2(5 - 3t) + 3(6 — 2t) = 0, josta t:%.

Téata arvoa vastaa piste (-2, — 10 4

3’3"

2
Tason normaalivektorion n=|0 |.

3

Lasketaan suoran suuntavektorin ja tason normaalivektorin valinen
kulma.

-3-2-1-0-2-3 =12
BN A e i
«(5,m) =152,81..°~151,8°

cos(5,n) =

Suoran ja tason valinen kulma on 152, 8° — 90° = 62,8°.
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479.

b) Tulokset varmistuvat GeoGebralla tehdystd kuvasta.

» Algebra %/~ 3D-piirtoalue
Kulma c~ s .. ¥ s
® x=628°
® B=323°
Piste
® A=(-4,-4,0)
® B=(-2,-33,13)
Suora
® f:X=(5-1,6) + A (-3,-1,-2)
Taso
® eql:2x+3z=0

Xy-tasossa z = 0. Kun tdmadn sijoittaa tasojen yhtéldihin ne saavat muodot
X + 2y = 3 ja 2x + 4y = 6. Jilkimmaéinen sievenee muotoon x + 2y = 3,
joten molemmat tasot leikkaavat xy-tason pitkin samaa suoraa.

1 2
Tasojen normaalivektorit ovat | 2 | ja | 4
3 -5

Lasketaan normaalivektoreiden valinen kulma .

1.2+2-4+3-(-5)
V12422 43 . \[22 + 42 4 (-5)?
-5
V14 -\/45
a =101,49...° ~101,5°

COSa =

COSa =

Tasojen vilinen kulma on 180° — 101,5° = 78,5°.
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480.

a) Pisteen (1, 2, 3) projektiossa xy-tasolla z = 0 eli projektiopiste on

(1,2, 0).

b) Pisteen (1, 2, 3) projektiossa x-akselillay = 0 ja z = 0 eli projektiopiste

on (1,0, 0).

¢) Muodostetaan pisteen P kautta kulkevan tason normaalin yhtal6.

Pisteen P projektio P’ on timén normaalin ja tason leikkauspiste.

2
Tason normaalivektori eli normaalin suuntavektorion n=| 3 |.
-1

Normaali kulkee pisteen P = (1, 2, 3) kautta. Normaalin yht&lo on

x=1+2t

{y=2+3t (teR).
z=3-t

Lasketaan tason ja normaalin leikkauspiste P’sijoittamalla normaalin

mielivaltainen piste (1 +2t,2 +3t,3 —t)tason 2x+3y—-z+1=0

yhtaloon.

21+2t)+32+3)—-3-1)+1=0
2+4t+6+9t-3+t+1=0
14t +6=0

6 3

147

Projektiopiste P’ on siten
_3 (=3y3-(-3y=(L > 33
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481.

Suoralla ja tasolla ei ole yhteisié pisteitd, jos suoran pisteet eivat toteuta
tason yhtaloa millaan parametrin t arvoilla.

Sijoitetaan suoran pisteet tason yhtaloon.
2(-1+20)—2+t)+1-3t+2=0
—2+4t-2-t+1-3t+2=0
-1=0

Yhtélo ei toteudu milld&n parametrin t arvolla, joten suoralla ja tasolla ei
ole yhteisia pisteita.

Koska suora on tason suuntainen on sen jokaisen pisteen etéisyys tasosta
sama. Riittaa laskea jonkin suoran pisteen etdisyys tasosta.

Arvoat = 0 vastaa piste (—1, 2, 1). Timén pisteen etdisyys tasosta

x—y+z+2=00n 2 CNTED @A 2]_[A]_ 1 _

J22 + (-2 + 22 NG

6

>| &

J6

Suora kulkee tasosta etaisyydella &
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482.

2
Tasot ovat yhdensuuntaiset, sill& niilla on sama normaalivektori | 2 |.
1

Valitaan jokin tason 2x + 2y + z + 4 = 0 piste, esimerkiksi x-akselin
leikkauspiste ja lasketaan sen etdisyys tasosta 2x + 2y +z + 1 = 0.

x-akselillay =0jaz = 0.
2x+2-0+0+4=0
X=-2

Tason ja 2x + 2y + z + 4 = Ox-akselin leikkauspiste on A = (-2, 0, 0).
Taman pisteen etdisyys tasosta2x + 2y +z+1=00n
|2x(-2)+2x0+1x0+1| _|-3] -1

V22 422 412 V9

Tasojen vélinen etdisyys on 1.

Tarkistetaan viela piirtamalla ja mittaamalla.

Piirretaén tasot.

Piirretddn origon kautta kulkeva tasojen normaalivektorin suuntainen
suora.

Otetaan suoran ja tasojen leikkauspisteet.

Mitataan leikkauspisteiden vélinen etéisyys. Saadaan 1.

[
21z

et
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483.  Kyseiset pisteet muodostavat tason, joka kulkee janan AB keskipisteen

_18-0 8
kautta ja jonka erés normaalivektorion AB=| 0-2 |=|-2|.
-5-1| | -6

Janan AB keskipiste on ( >

Tason yhtald on 8(x —4) —2(y — 1) —6(z — (-2)) =0 eli
8x — 2y — 6z — 42 = 0. Tdma sievenee muotoon 4x -y —3z—21=0.

Muodostetaan pisteen C kautta kulkevan tason normaalin yhtéld. Pistetta
C lahinna oleva tason piste on pisteen C projektiopiste C’ tasolla.

4
Tason normaalivektori eli normaalin suuntavektorion n=| -1]|.
-3

Pisteen C = (-6, 3, 10) kautta kulkevan normaalin yhtald on

X=—6+4t
y=3-t (teR).

z=10-3t

Normaalin ja tason leikkauspistettd vastaava parametrin t arvo on yhtalén
4(-6+4t) — (3 —1)—3(10 — 3t) 21 = 0O ratkaisu t = 3.

Projektiopiste C'on siten (-6 +4 - 3,3—-3,10—3 - 3)=(6,0, 1).
Huomautus

Tason yhtalon saa myos ehdosta, etta piste (X, y, z) on yht& kaukana
pisteistd A ja B.

J(X=0)+(y-2) +(z-1)% = y/(x-8)* +(y - 0)? + (2+5)’
Xy —ay+ 7 -2745= X ~16x+ y¥ + 7 +102+89
16x-4y-12z-84=0 |:4
4x-y-3z-21=0
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484,

Paikkavektorin padtepiste (t, 1 — t, 3) on tasossa kun se toteuttaa tason

yhtalon. Yhtélon 3t — (1 —t) + 4 - 3 — 7 =0 ratkaisu on t = —1, jolloin
-1 -1

u=[1-(-1 =] 2

Suoran ja tason vélinen kulma saadaan suoran suuntavektorin U ja tason
3
normaalivektorin | -1 | vélisesta kulmasta. Lasketaan tdmé& kulma o.
4

~1-3+2-(-1)+3-4
JED?+22 43232 4 (1) + 42

2
1z 26
a =68,47...° ~ 68,5°

COSa =

COSa =

Suoran ja tason valinen kulma on 90° — 68,5° = 21,5°.
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485.

Tason yhtald on muotoa 2x —y + ¢z =3. Kunx =0,y =0 jaz = 3, saadaan
3c=3,jotenc=1 Tason Tyhtdlo on2x —y+z=3eli2x—y+z-3=0.

Pallon keskipisteen (5, 0, 5) etdisyys tasosta 2x —y +z—3 =0 on
|2x5-1x0+1x5-3| _|12] _

Vo (-2e12 Vb

4,89...> 4.

Koska tason etaisyys pallon keskipisteestd on suurempi kuin séde, ei
pallolla ja tasolla ole yhteisia pisteita.

Lahin piste on pallon keskipisteen kautta kulkevan tason normaalin ja
tason leikkauspiste. Pisteen (5, 0, 5) kautta kulkevan tason normaalin

2 x=5+2t
suuntavektori on | -1 |, joten normaalin yhtdloon {y=-t  (teR).
1 z=5+t

Suoran ja tason leikkauspisteitd vastaava parametrin t arvo on yhtalon
2(5+ 2t) — (-t) + (5 + t) — 3 = O ratkaisu t = —2. Tatd parametrin arvoa
vastaa suoran piste (1, 2, 3), joka on siis palloa l&hin tason piste.
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486.

Muodostetaan pohjatahkon kérkipisteet A, B ja C siséltavan tason yhtéalo.

Tason suuntavektorit ovat

2-1 1 | -2-1| |-3
AB=|2-0|=| 2 |jaAC=| 1-0 |=| 1 |, joiden ristitulovektoti
1-3 -2 1-3 -2
I
ABx AC =| 8 |on tason erés normaalivektori. Lasketaan kérjesta B
7
_10-2 -2 -2
lahtevéan sérmavektorin BD =| 4-2 |=| 2 |janormaalivektorin | 8
5-1 4 7

valinen kulma o.

-2-(-2)+2-8+4-7

cosa =
J(2)2 +22 447 . J(-2)2 + 82 + 77
48
COSQ = ——" e
V24 - 117

a =25,06..°~25,1°

Sdrmén ja pohjatahkon valinen kulma on 90° — 25,1° = 64,9°.
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487. a) Pyramidin pohjan huomataan olevan nelid, jonka keskipiste on
origossa. Koska huippu z-akselilla, pyramidi on suora. Tallaisessa
tilanteessa trigonometrian kayttdminen on helppoa. Merkitaan janan
AB keskipisteeksi P. Nyt kysytty kulma on suorakulmaisen kolmion
OPE kulma P.

tana =—
a =56,309...°
a ~56,3°

Sivutahkon ja pohjan valinen kulma on 56,3°.
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b) Nyt pyramidi ei ole suora, joten ei saada yhté helposti muodostettua
suorakulmaista kolmiota kuin a-kohdassa.
4

Kéaytetdan vektoreita. Kysytty kulma on tasojen ABCD ja ABE valinen
kulma.

Pisteiden ABE kautta kulkevan tason yhtéloksi saadaan symbolisen
laskimen ohjelmalla 12y + 8z = 24,

Pisteiden ABC kautta kulkevan tason yhtaloksi saadaan symbolisen
laskimen ohjelmalla 4y + 16z = 8.

0 0
Tasojen normaalivektorit ovat |12 | ja | 4
8 16

Lasketaan naiden vélinen kulma a.

0-0+12-4+8-16

COSo =
V0% +122 + 82 .AJ0? + 42 +162
176
COSo =
163221

a=42,273..°=42,3°

Sivutahkon ja pohjan valinen kulma on sama kuin tasojen
normaalivektoreiden vélinen kulma 42,3°.
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SYVENTAVAT TEHTAVAT

488.  Olkoon « rinteen ja maanpinnan valinen kulma ja g ylarinteen ja
auringonsateiden valinen kulma oheisen kuvan mukaisesti.

Maanpinta

Kuvion mukaan 60° + £ + a = 180°, josta = 120° — a.

Ratkaistaan « eli tason x — 2y + 8z — 8 = 0 ja xy-tason valinen kulma.

1 0
Naiden tasojen normaalivektoritovat U =| -2 | jaV =|0|.
1

1.0-2-0+8-1
\/12 +(-2)? + 82 0?2 +0% 412

- 8
cos(U, V) = —

([, v) &S
£(T, V) =15,616...°

cos(U, V) =

Néin ollen g =120° — 15,616...° = 104°,
Koska tason ja suoran vélinen kulma on terdvé, on kysytty kulma
180° — 104° = 76°.
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489.

P=1(0,0,3)

Muodostetaan pisteet A, B ja C siséltavén tason yhtalo.

Tason suuntavektorit ovat

___|1-0 1 __|3-0 3
AB=|0-1(=|-1|jaAC=|0-1(=|-1
0-0 0 1-0 1
I e |
Tason erds normaalivektorion h = ABx AC=| -1/{.
2

Taso siséltaa pisteen A = (0, 1, 0), joten sen yhtélo on
“-1x—0)—1(y-1)+2(z—-0)=0eli—x—y+2z+1=0.

Pyramidin korkeus on pisteen (0, 0, 3) etéisyys pohjatahkon méaéaradmasta
tasosta —x—y+2z+1=0.

| =10+ (-1)x0+2:3+1| _|7]_76
Jew ez N6 6

Korkeus on

Pyramidin pohja on nelikulmio ABCD, jonka pinta-ala saadaan
kolmioiden ABC ja ACD pinta-alojen summana. Kolmioiden pinta-alat
taas saadaan ristitulon avulla.
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Kolmion ABC pinta-ala on %|E§' AC |= %x\/(—l)2 +(-1)2+2% = %

|0~ 0 I
D=|3- 2|, joten ACx AD=| 3 |.
1- 1 -6
Kolmion ACD pinta-ala on %|A_B’ AC|= %Msz +3 +(-6)% = %
Pyramidin tilavuus on siten

Ly prh= 1,06 1 396,796
3 I

OI—‘O

1,46 76 _1
3 2 6

°°|.l>

Ratkaisutapa 2:
Kysytty pyramidin tilavuus on pyramidien ABCP ja ACDP yhteenlaskettu
tilavuus. Naiden tilavuudet saadaan skalaarikolmituloa hyddyntaen.

Lasketaan pyramidin ABCP tilavuus V.
T 131
AB=|-1| , AC=|-1|ja AP=|0].
0 1 3
1 -
Vl=g‘(AB><AC)~AP‘=—
Lasketaan pyramidin ACDP tilavuus V5.
I3 o
AC=|-1| jaAD=|2].
1 1
li,—= ~—= = 7
VZ:E‘(ACxAD)-AP‘:E

Néin pyramidin ABCDP tilavuus on Z +Z = E

3
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490.

1 ,.\B

Koska tan30° = N (= ?) , kulma 30° on suorakulmaisen kolmion

kulma, jonka vastaisen kateetin pituus on 1 ja viereisen \/§ . Myds suoran

o 1 . .
kulmakerroin voi olla ﬁ (vertaa kulmakertoimen apukolmioon).

1 . 1 .
Xy-tasossa suoran y = T X kulmakerroin on —=, joten suoran ja x-
3 J3

akselin valinen kulma on 30°. x-akselin yhtalé ony =0

Suorista saadaan xyz-avaruuden tasot, kun lisatd4n z-koordinaatti, joka voi

1
olla mika tahansa luku. N&in ollen tasojeny = —=X jay = 0 vélinen

N

kulma on 30°.

Huomautus: 30 asteen kulman voi muodostaa myds laatimalla esimerkiksi

2
N

kolmion (0, 0), (\/§ ,0) ja (\/g, 1). Kolmion kateetti on suoray =



