Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

11 MATEMAATTINEN ANALYYSI

444A. a) Funktion arvot ovat positiivisia silloin, kun kuvaaja on x-akselin
ylapuolella. Kuvan perusteella funktion f* arvot ovat positiivisia, kun
x<O0taix>1.

Vastaus: x <O taix > 1

b) Epayhtilon f(x) < 0 ratkaisu tarkoittaa, ettd etsitdén ne muuttujan x
arvot, joilla funktion /" arvot ovat pienempié kuin 0, eli negatiivisia.
Funktion arvot ovat negatiivisia silloin, kun kuvaaja on x-akselin
alapuolella. Kuvan perusteella funktion f* arvot ovat negatiivisia,
kun 0 <x < 1.

Vastaus: 0 <x <1
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445B. a) Ratkaistaan epayhtélo —3x + 12 < 0. Merkitdén epayhtilon vasen puoli
funktioksi f(x) = —3x + 12 ja ratkaistaan sen nollakohdat yhtélosta

£(x) =0.
—3x+12=0

“B3x=-12  [:(-3)
x=4

Laaditaan merkkikaavio. Valitaan arvot nollakohdan rajaamilta
lukusuoran vileiltd ja lasketaan funktion f arvot niissé.

£(0)=-3-0+12=12>0
f(5)=-3-5+12=-3<0

4
iix) + | -

Merkkikaaviosta ndhdédn, ettd funktion f arvo on negatiivinen, kun
x > 4. Epayhtdlon —3x + 12 < 0 ratkaisu on siis x > 4.

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS X

-3x+12<0
Ratkaise: {x > 4}

il

Vastaus: x >4
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b) Ratkaistaan epiyhtild —x* + x + 6 > 0. Merkitiin epdyhtilon vasen
puoli funktioksi f(x) = —x* + x + 6 ja ratkaistaan sen nollakohdat
yhtélosté f(x) = 0.

Sijoitetaan kertoimet a =—1, b =1 ja ¢ = 6 toisen asteen yhtdlon
ratkaisukaavaan.

x:—bi\/bz—4ac

2a

_—1i«/12—4-(—1)-6
- 2-(-1)
_—1+25
X=—

-2
_—-1+5

-2
_-1+5_ 4 . _-1-5_-6_
xX= S =5 2 tai x= =) —_2—3

Laaditaan merkkikaavio. Valitaan arvot nollakohtien rajaamilta
lukusuoran vileiltd ja lasketaan funktion f arvot niissé.

J(3)==(3)+(3) +6=-6<0
f(0)=—-0*+0+6=6>0
@ =-4+4+6=-6<0

-2 3
() - + | -

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f arvo on positiivinen, kun
—2 <x < 3. Epiyhtilén —x* + x + 6 > 0 ratkaisu on siis —2 <x < 3.

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS X

-XA2+x+6=0

Ratkaise: {—2 <x < 3}

il

Vastaus: 2<x<3
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446A. a) Derivoidaan lauseke 2x + 1.
DR2x+1)=2

Vastaus: 2

b) Derivoidaan lauseke %xz —X.

1o -1, -,
D(zx x)—22x1xl

Vastaus: x — 1

¢) Derivoidaan lauseke x* — 4x* + 12x — 14.
D —4x® + 12x — 14) =3x" =4 - 2x + 12 =3x" — 8x + 12
Vastaus: 3x* — 8x + 12

d) Sievennetiin lauseke x — (x* + 3).
x—(*+3)=x—x*-3=-x*+x-3
Derivoidaan lauseke —x* + x — 3.
D(—x*+x—-3)=—2x+1

Vastaus: —2x + 1
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447A. a) Sievennetiin lauseke 2(x° + 4x — 2).
20 +4x—2)=2x+8x—4

Derivoidaan lauseke 2x> + 8x — 4.
DX’ +8x—4)=2-3x+8=6x>+8

Vastaus: 6x” + 8
b) Sievennetdin lauseke 3x(2x* — 3x +5).
3x(2x* — 3x +5) = 6x° — 9x* + 15x

Derivoidaan lauseke 6x° — 9x + 15x.
D(6x —9x* +15x)=6-3x*—9 - 2x + 15=18x* — 18x + 15

Vastaus: 18x* — 18x + 15
¢) Sievennetdén lauseke (x — 1)(3x + 2).
x—DBx+2)=x-3x+x-2—-1-3x—1-2
=3x*+2x—3x—-2

=3 —x-2

Derivoidaan lauseke 3x> — x — 2.
DG3xX*—x—2)=6x—1

Vastaus: 6x — 1
d) Sievennetiin lauseke (x* + 5x)(4x — 3).
(7 +5x)(4x —3)=x" - dx +x* - (=3) + 5x - 4x + 5x - (-3)
= 4x° — 3x% + 20x* — 15x

=4x> + 17x* — 15x

Derivoidaan lauseke 4x> + 17x* — 15x.
D@ + 17 — 15x) =4 - 32+ 17 - 2x — 15 = 1222 + 34x — 15

Vastaus: 12x* + 34x — 15
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448A. a) Sievennetiin lauseke %(3x2 +9x + 12).

L3y N P S D S P S
(307 +9x+12) = 2367 + 2 9x+ 3+ 12=x" + 31+ 4

Derivoidaan lauseke x> + 3x + 4.
D*+3x+4)=2x+3

Vastaus: 2x + 3

2

1
x—_

2

b) Sievennetdén lauseke

2] 2 2 2
—e2 1 1.1
=X 2)C 2x+4
_2_ .1
=X x+4

. 1
Derivoidaan lauseke x* —x + T

D(xz—x+% =2x—1

Vastaus: 2x — 1

¢) Sievennetdin lauseke >

(%x+3)(2x—2)=%x-2x+%x-(—2)+3-2x+3-(—2)

lx+3)(2x—2).

=x’—x+6x-6
=x"+5x-6

Derivoidaan lauseke x> + 5x — 6.
Dx*+5x—6)=2x+5

Vastaus: 2x + 5
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449B. a) Derivoidaan funktio f/(x) = x° — 3x* + 5x* —x + 11.
i) =5x"—12+ 10x— 1

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.
f(=5-1"-12-1°+10-1-1=5-12+10—-1=2

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS b
f(x):=XA5-3xA4+5xA2-x+11

1
L —of(x)::x5—3x4+5x2—x+11

2 f'(x)
- 5x*—12x*+10x—1
3 | f

- 2

Vastaus: /'(x) = 5x* — 12 + 10x — 1, /(1) =2

b) Derivoidaan funktio g(x)= %xé —%x3 —%xz +1.
(=L 65 —2.3¢2_ 1. W2
g(x)—6 6x 3 3x > 2x+0=x"-2x"—x

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.
gy=1"-2-1>’-1=1-2-1==2

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS Y
g(x):=1/6XxA6-2/3xA3-1/2xA2+1
1 2 1
® *g(x)3:6X6*§X3f§xz+1
2 g'(x)

- x> —2x2—x

3 g'(1)
o -2

Vastaus: g'(x) =x° — 2x* —x, g'(1) = 2
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¢) Sievennetiin funktion 4(x) = (2x — 3)* lauseke.

h(x)=(2x—3)*> =(2x —3)(2x — 3)
=2x-2x+2x-(-3)-3-2x—-3-(3)
=4x* —6x —6x +9
=4x* — 12x +9

Derivoidaan funktio 4(x) = 4x* — 12x + 9.

Hx)=4-2x—12-1+0=8x—12

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.

A(1)=8-1-12=8-12=—4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS L
h(x):=(2x-3)A2

1
® |- h(x):= (2x—3)?

2 h'(x)

- 8x—12
3 | @

- -4

Vastaus: A'(x) =8x— 12, (1) =—4
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d) Sievennetdan funktion i(¢) =

4 2
u lauseke.

4 2 4 2
i(x)=2x —23x 22)2 —3%=2x2—3
x x x

Derivoidaan funktio i(x) = 2x* — 3.
i'x)=4x—-0=4x

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.
i'l)y=4-1=4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS by
i(X):=(2XA4-3xA2)/xA2

il
® |- ix):=2x2-3

%) i'"(x)
- 4x

3 i"(1)
- 4

Vastaus: i '(x) =4x,i'(1)=4



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

450A. Ratkaistaan ensimmaisen asteen epayhtdlo 4x + 17 > 2 — x. Siirretddn
kaikki termit epéyhtélomerkin vasemmalle puolelle.

4x+17>2—x
S5x+15>0

Merkitddn epayhtdlon vasen puoli funktioksi f(x) = 5x + 15 ja ratkaistaan
sen nollakohdat yhtdlosta f(x) = 0.

5x+15=0
S5x=-15 |:5
x=-3

Laaditaan merkkikaavio. Valitaan arvot nollakohdan rajaamilta
lukusuoran vileilté ja lasketaan funktion f* arvot niissi.

f(4)=5-(-4)+15=-5<0
f(0)=5-0+15=15>0

-3

fo) — [+

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd funktion f arvo on positiivinen, kun
x > —3. Koska funktio f on saatu muokkaamalla alkuperdisté epayhtdloa,
niin myds epayhtélon 4x + 17 > 2 — x ratkaisu on x > —3.

Vastaus: x > —3
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451A.

a) Funktion nollakohdat ovat kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteiden x-
koordinaatit.
Kuvion perusteella funktion nollakohdat ovat x ~ -2, x = 0,5 ja x = 2,8.
Vastaus: x = -2, x~0,5jax~=2.,8

b) Derivaatan nollakohtaan piirretty tangentti on vaakasuora. Kuvion
perusteella kohtiin x = —1 ja x = 2 voidaan piirtdd vaakasuoran
tangentit.
Vastaus: x ~—1 jax~2

¢) Kuvion perusteella funktion suurin arvo vililld [-2, 3] on noin 5.
Vastaus: n. 5

d) Kuvion perusteella funktion pienin arvo vélilld [-2, 3] on noin —5.
Vastaus: n. =5

e) Funktio on kasvava, kun muuttujan arvon kasvaessa funktion arvot
kasvavat. Kuvion perusteella funktio on kasvava likimain, kun
—2<x=<-1ja2<x<3
Vastaus: likimain, kun 2 <x<-1ja2<x<3

f) Funktio on vdhenevi, kun muuttujan arvojen kasvaessa funktion arvot
pienenevit. Kuvion perusteella funktio on vidhenevé likimain, kun

—1<x<2.

Vastaus: likimain, kun —1 <x <2
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452B. a) Sievennetiin funktion f(x) = (x + 2)(x* — 4) lauseke.

S =@E+2)(*—4)
=x-xX’+x-(4)+2-xX+2-(-4)
=x—4x +2x*— 8
=x’+2x—4x—8

Derivoidaan funktio f(x) = x> + 2x* — 4x — 8.

Flx) =32 +4x—4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

» CAS b
f(X):=(x+2)(xA2-4)

1
® |- f(x):= (x+2) (x*—4)

fi(x)
- 3x+4x—4

Vastaus: f(x) = 3x* + 4x — 4

b) Lasketaan f(0).
f(0)=0+2-0"—4-0—-8=-38

Lasketaan £(0).
fix)=3-0"+4-0-4=-4

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

3 | fO
-~ —8

4 | FO
-~ —4

Vastaus: f(0) =8, f'(0)=—4
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¢) Lasketaan derivaatan nollakohdat yhtalosté f'(x) = 0.
3 +4x—4=0

Sijoitetaan kertoimet a = 3, b = 4 ja ¢ = —4 toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaan ja sievennetdin lauseke.

xz—biVb2—4ac

2a

x_—4i\/42—4-3-(—4)
B 2-3
_ —4+~64
X=—

6
x:—4J_r8

6
_—4+8_4_2 . _—4-8_~-12_ _
x= ¢ 63 tai X c 3 2

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

Ratkaise(f'(x)=0)
2
— {x = -2, x= §}

Vastaus: x =2 ja x =%

5
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d) Ratkaistaan yhtild 3x* + 4x — 4 = 3.
32 +dx—7=0

Sijoitetaan kertoimet a = 3, b = 4 ja ¢ = —7 toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaan ja sievennetddn lauseke.

x:—bi\/bz—4ac

2a
x_—4i\/42—4-3-(—7)
B 2-3
_ —4++/100
X=—

6
x:—4i10

6
_—4+10_6 _ . _—4-10_-14__7
xX= G —6—1 tai X = c "~ 6 3

Tarkistetaan ratkaisu ohjelmalla.

Ratkaise(f'(x)=3)

Vastaus: x=1ja x = —%
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453A. Miiritetdsin funktion f(x) = x* + 4x — 5 suurin ja pienin arvo
valilld [-6, 3].

Polynomifunktio saa suljetulla vililld suurimman ja pienimmén arvonsa
vilin péadtepisteessa tai vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

Derivoidaan funktio /.
fx)=2x+4

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtéalostd f/'(x) = 0.

2x+4=0
2x=—-4 |:2
x=-2

Derivaatan nollakohta kuuluu vilille [-6, 3].
Lasketaan funktion arvot derivaatan nollakohdassa ja vilin paétepisteissa.

S(6)=(-67 +4-(-6)=5=7
S(2)=(2P+4-(-2)-5=-9
f(3)=3*+4-3-5=16
Funktion f suurin arvo vélilld [-6, 3] on 16 ja pienin arvo —9.
Vastaus: suurin arvo: 16, pienin arvo: —9
454A. a) Funktion keskimédrdinen muutosnopeus vililld 1940—1980 on
funktion kuvaajalle télle vilille piirretyn sekantin kulmakerroin.

Sekantin kulmakerroin on

= 1472190-1121939 350 251
B 1980-1940 40

=8756,275.

Funktion keskiméardinen muutosnopeus vélillda 1940—1980 on 8756
asukasta/vuosi.

Vastaus: 8756 asukasta/vuosi
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b) Funktion hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = 2010 on kohtaan
x = 2010 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Tangentin kulmakerroin on

13332901600 000  ~266710
k=—00=0a0 =~ 70 - 3810,142..

Funktion hetkellinen muutosnopeus kohdassa x =2010 on —3810
asukasta/vuosi.

Vastaus: —3810 asukasta/vuosi

¢) Kohdan a tulos tarkoittaa kdytdnnossa sité, ettd aikavalilla 1940—1980
Viron asukasluku kasvoi keskiméarin 8756 asukkaalla vuodessa.

Kohdan b tulos tarkoittaa kdytdnnossa sité, ettd vuonna 2010 Viron
asukasluku vaheni 3810 asukkaalla.

Vastaus: a-kohta: vililld 1940-1980 asukasluku kasvoi keskiméérin

8756 asukkaalla vuodessa, b-kohta: vuonna 2010 asukasluku vidheni
3810 asukkaalla

455A. a) Derivoidaan funktio f(x)= %x3 —-2x* +4.
f(x) =x*—4x

Vastaus: /'(x) = x* — 4x
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b) Funktion kuvaajalle piirretty tangentti on x-akselin suuntainen, kun
tangentin kulmakerroin on 0. Tangentin kulmakerroin saadaan funktion
derivaatan avulla. Mairitetdén kohdat, joissa derivaatta on 0.
Ratkaistaan yhtilo x* — 4x = 0.

Sijoitetaan kertoimet a = 1, b = —4 ja ¢ = 0 toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavaan ja sievennetdin lauseke.

_ —bi\/b2 —4ac

2a

. —(—-4)++/(-4)*-4-1-0

X

2-1

L4416

2

4+4

xX=—

2
x=ﬂ=§=4 tai x=4_4=0

2 2 2

Funktion kuvaajan tangentti on x-akselin suuntainen, kun x = 0 tai
x=4.

Vastaus: x=0jax=4

¢) Kohdan b mukaan derivaatan nollakohdat ovat x = 0 ja x = 4. Valitaan
kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran vileilté ja lasketaan
derivaatan /" arvot niissd. Laaditaan funktion f kulkukaavio.
SED= (1P =4 (-1)=5>0
f(H=1"-4-1=-3<0
f(5)=5"-4-5=5>0

[ + - ¥
() 2 3 2

Kulkukaavion perusteella funktio f on viheneva, kun 0 <x <4,

Vastaus: vililla [0, 4]
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456A. a) f(x)=1,5kunx~=1,2x~=3,3jax~=4,9.
Vastaus: x = 1,2, x=~3,3jax~4,9
b) Funktio f on vdhenevé likimain, kun 2,1 <x <4,2 ja 8,3 <x < 10.
Vastaus: likimain, kun 2,1 <x<4,2ja83<x<10

¢) Funktion f suurin arvo vélilld 2 <x <7 on noin 4,2 ja pienin arvo noin
1,2.

Vastaus: suurin arvo: n. 4,2, pienin arvo: n. 1,2
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457.

Vaihe A: Kirjoitetaan suorakulmion pinta-alan lauseke.
Vaihe B: Merkitdén suorakulmion toista sivua kirjaimella x.

Vaihe C: Muodostetaan lauseke suorakulmion toisen sivun pituudelle.
Toisen sivun pituus saadaan, kun luvusta 26 vihennetién 2x.

Vaihe D: Piirretddn kuva tilanteesta.

Vaihe E: Muodostetaan pinta-alan lauseke sivujen pituuksien
lausekkeiden avulla.

Vaihe F: Médritelldan vili, jolla muuttuja x on.

Vaihe G: Derivoidaan pinta-alan lauseke

Vaihe H: Lasketaan derivaatan nollakohdat.

Vaihe I: Laaditaan kulkukaavio.

Vaihe J: Pinta-alafunktion maksimikohta on x = 6,5.
Vaihe K: Lasketaan suorakulmion toisen sivun pituus.
Vaihe L: Lasketaan pinta-alafunktion arvo, kun x = 6,5.

Sanallinen vastaus: Aitauksen suurin pinta-ala on 84,5 m* ja mitat 6,5 m ja
13 m.

Vastaus: A: Kirjoitetaan suorakulmion pinta-alan lauseke. B: Merkitéén
toista sivua kirjaimella x. C: Toisen sivun pituus saadaan, kun luvusta 26
véhennetddn 2x. D: Piirretdén kuva tilanteesta. E: Muodostetaan pinta-alan
lauseke sivujen pituuksien lausekkeiden avulla. F: Mairitelldén vili, jolla
muuttuja x on. G: Derivoidaan pinta-alan lauseke. H: Lasketaan
derivaatan nollakohdat. I: Laaditaan kulkukaavio. J: Pinta-alafunktion
maksimikohta on x = 6,5. K: Lasketaan suorakulmion toisen sivun pituus.
L: Lasketaan pinta-alafunktion arvo, kun x = 6,5. Vastaus: Aitauksen
suurin pinta-ala on 84,5 m?* ja mitat 6,5 m ja 13 m.
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458B. a) Koska aitamateriaalia on 7,0 metrid ja toisen aidattavan sivun pituus on
X, toisen sivun pituus on 7,0 — x.

Vastaus: 7,0 — x

b) Suorakulmion pinta-ala lasketaan kertomalla pituus leveydelld, joten
pinta-alafunktio on

A(x) =x(7,0 — x) = 7,0x — x*.
Vastaus: A(x) = 7,0x — x>

¢) Derivoidaan funktio A(x) = 7,0x — x°.
A'(x) = 7.0 - 2x

Lasketaan derivaatan nollakohdat yhtdlosta 4'(x) = 0.

7,0—-2x=0
2x=-7,0 |:(-2)
x=3,5

Valitaan kohdat nollakohdan rajaamilta lukusuoran vileilti ja
lasketaan derivaatan 4’ arvot niissd. Laaditaan funktion 4 kulkukaavio
ja merkitdén siihen paikalliset d4riarvokohdat.
A'0)=70-2-0=7,0>0

A'4)=70-2-4=-1,0<0

3,5
Ax) + |-
Ax) AN

max

Kulkukaavion perusteella pinta-alan suurin arvo saavutetaan kohdassa
x=3,5.

Sivun x pituus on siis 3,5 m ja toisen sivun pituus on
7.0m—35m=35m.

Aitauksen suurin pinta-ala on 3,5m - 3,5 m= 12,25 m’.

Vastaus: 3,5 mja 3,5 m, 12,25 m?
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VAHVISTA OSAAMISTA

459A. a) Funktion hetkellinen muutosnopeus on funktion kuvaajalle tietylle
vilille piirretyn sekantin kulmakerroin, kun taas funktion hetkellinen
muutosnopeus on funktion kuvaajalle tiettyyn kohtaan piirretyn
tangentin kulmakerroin.

Vastaus: Funktion hetkellinen muutosnopeus on funktion kuvaajalle
tietylle vélille piirretyn sekantin kulmakerroin, kun taas funktion
hetkellinen muutosnopeus on funktion kuvaajalle tiettyyn kohtaan
piirretyn tangentin kulmakerroin.

b) Hetkellinen muutosnopeus médritetddn esimerkiksi, kun halutaan
tietddn automatkan keskinopeus.

Hetkellinen muutosnopeus méiritetdén esimerkiksi, kun halutaan tietdd
auton nopeus tietylld ajanhetkella.

Vastaus: keskiméédrdinen muutosnopeus: esim. automatkan
keskinopeus, hetkellinen muutosnopeus: esim. auton nopeus tietylld
ajanhetkelld
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460A. Polynomi 3x*+ 8x — 3 on toisen asteen polynomi, jonka toisen asteen
termin kerroin on positiivinen. Polynomia vastaavan funktion

f(x) = 3x*+ 8x — 3 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli, joten funktio
saa negatiivisia arvoja nollakohtiensa vilissa.

Ratkaistaan nollakohdat yhtdlosta f(x) = 0.
3x°+8x—3=0

Sijoitetaan kertoimet a = 3, b = 8 ja ¢ = —3 toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaan ja sievennetddn lauseke.

xz—bi\/bz—4ac

2a

x:—Si\/82—4-3~(—3)

2-3
_ —=8£+100
Y=g

x:—8i10
6
_-8+10_2_1 . _—8-10_-18 _ _
x= 6 —6-3 tai X 6 % 3

Polynomi 3x* + 8x — 3 saa negatiivisia arvoja, kun -3 < x < %

Vastaus: -3<x< %
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461A.

462A.

a) f(x)=1,kunx=—1jax=3.
Vastaus: x = —1jax~=3

b) f(x) <0, kun funktion kuvaaja on x-akselin alapuolella. Tdmai toteutuu
likimain, kun 0 <x <2.

Vastaus: likimain, kun 0 <x <2

¢) f'(x) <0, kun funktio / on vihenevi. Kuvion perustella funktio " on
vahenevi vililld —2 < x <4 likimain, kun -2 <x <1

Vastaus: likimain, kun -2 <x <1

Kuva A: Funktion dériarvokohdat ovat likimain kohdissa x =—1,3 jax = 0.
Kuvan A funktiota vastaavan derivaattafunktion nollakohdat on oltava siis
x=-1,3 jax=0. Kuvat A ja III vastaavat siis toisiaan.

Kuva B: Funktion kuvaajan huippu on kohdassa x = 0, huipun vasemmalla
puolella funktio on vihenevi ja oikealla puolella kasvava. Kuvan B
funktiota vastaavan derivaattafunktion nollakohdan on oltava siis x = 0 ja
sen vasemmalla puolella derivaatan arvon on oltava negatiivinen ja
oikealla puolella positiivinen. Kuvat B ja [ vastaavat siis toisiaan.

Kuva C: Funktion kuvaajan huippu on kohdassa x = 0, huipun vasemmalla
puolella funktio on kasvava ja oikealla puolella viheneva. Kuvan C
funktiota vastaavan derivaattafunktion nollakohdan on oltava siis x = 0 ja
sen vasemmalla puolella derivaatan arvon on oltava positiivinen ja
oikealla puolella negatiivinen. Kuvat C ja Il vastaavat siis toisiaan.

Vastaus: A: III, B: Tja C: II
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463A. a) Derivoidaan funktio f(x) = t&x’ — 3/x* + x + 5 muuttujansa x suhteen.
f(x) =30 — 6+ 1

Vastaus: f'(x) = 3tx* — 6£x + 1

b) Derivoidaan f(f) = tx’ — 3£x* + x + 5 muuttujansa ¢ suhteen.
f= x> — 6x*t

Vastaus: f'(f) = x> — 6x*

464A. a) Funktiolla on derivaatan nollakohdassa paikallinen dariarvokohta.
Lintupopulaation koko kadintyy ensimmaisessd kohdassa kasvuun ja
toisessa kohdassa laskuun.

Vastaus: Funktiolla on derivaatan nollakohdassa paikallinen
adriarvokohta. Lintupopulaation koko kddntyy ensimmaisessé
kohdassa kasvuun ja toisessa kohdassa laskuun.

b) Yhden vuoden kuluttua seurannan aloituksesta lintupopulaation koko
véaheni noin 87 lintua / vuosi.

Vastaus: Yhden vuoden kuluttua seurannan aloituksesta
lintupopulaation koko vdheni noin 87 lintua / vuosi.
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465A. Derivoidaan funktio f(x) = ax® + 4bx’.
f'(x) = 3ax* + 8bx

On oltava f(x) = 6x” + 4x, joten saadaan yhtilopari gz f 2
Ensimmadisesté yhtdlosta saadaan
3a=6 |:3

a=2.

Toisesta yhtdlostd saadaan

0
)
I

| :8

) S
Il

N|— ool A

Vastaus:a=2, b :%
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466A. a) Funktio f (x) = 3x’ — 9x + 9 saa suurimman ja pienimmin arvonsa
suljetun vilin [0, 2] padtepisteissé tai vélille kuuluvassa derivaatan
nollakohdassa.

Derivoidaan funktio f (x) = 3x* —9x + 9
=92 -9

Lasketaan derivaatan nollakohdat yhtdlosta f'(x) = 0.

9x*-9=0 9
x=1=0
x’=1
x=+1
x==l1

Nollakohdat ovat x = 1 ja x = —1. Derivaatan nollakohdista x = 1
kuuluu vilille [0, 2].

Lasketaan funktion f arvot derivaatan nollakohdassa x =1 ja
tarkasteltavan valin padtepisteissa.

f(0)=3-0°-9-0+9=9
f(1)=3-1°-9-1+9=3-9+9=3
f(2)=3-2°-9-2+9=3-8-18+9=24—-18+9=15

Funktion suurin arvo valilla [0, 2] on 15 ja pienin arvo 3.

Vastaus: 15, 3
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b) Valitaan kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran véleilti ja
lasketaan derivaatan /" arvot niissd. Laaditaan funktion /" kulkukaavio
ja merkitdén siihen paikalliset d4riarvokohdat.

f(=2)=9-(2-9=27>0
f(0)=9-0>-9=-9<0
f1(2)=9-2*-9=27>0

S - :
@ A »

max min

Funktiolla f* on paikallinen maksimikohta x = —1. Paikallinen
maksimiarvo on f(—1) =3 - (-1)* -9 - (-1) + 9 =15.

Funktiolla f* on paikallinen minimikohta x = 1. Paikallinen minimiarvo
onf(1)=3-1°-9-1+9=3.

Vastaus: paikallinen maksimiarvo 15, paikallinen minimiarvo 3
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467A. Sievennetiin lauseketta (x —3)* + (x — 9)%.

(x=3) " +(x=9)°=x>—6x+9+x> —18x+81
=2x" —24x+90

Merkitiin lauseke funktioksi f(x) = 2x* —24x + 90.

Funktion toisen asteen termin kerroin on positiivinen, joten sen kuvaaja
on ylospéin aukeava paraabeli ja funktion pienin arvo on paraabelin
huipussa. Maéritetdén, missd kohdassa paraabelin huippu on. Paraabelin
huippuun piirretty tangentti on x-akselin suuntainen, joten sen
kulmakerroin on nolla. Mééritetddan, missa kohdassa funktion f* derivaatta
saa arvon 0.

Derivoidaan funktio f.

fx)=4x—24

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtélostd f/'(x) = 0.

4x-24=0
4x=24 |: 4
x=6

Paraabelin huippu on kohdassa x = 6, joten muuttujan arvolla x = 6
summa (x —3)* + (x — 9)* on mahdollisimman pieni.

Vastaus: x =6
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468A. Paraabeli y = x> — 5x — 14 on funktion f(x) = x* — 5x — 14 kuvaaja.
Paraabelin huippuun piirretty tangentti on x-akselin suuntainen, eli sen
kulmakerroin on 0. Koska derivaatta on tangentin kulmakerroin, huippu
16ytyy kohdasta, jossa funktion derivaatta saa arvon 0.
Derivoidaan funktio f.

fx)=2x—-5

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtélostd f'(x) = 0.

2x-5=0
2x=5  |:2

x=2

2

Lasketaan huipun y-koordinaatti.

_(5) _5.5_14-25_25_,,_25_50_56__81
y‘(z) T B Bl B R

Paraabelin huippu on pisteessé (%,—%)

Toinen tapa madrittdd paraabelin huipun x-koordinaatti on laskea ensin
funktion f(x) = x* — 5x — 14 nollakohdat yhtildsti f(x) = 0. Huipun x-
koordinaatti on nollakohtien puolivilissd. Huipun y-koordinaatti saadaan
samalla tavalla kuin derivaatan avullakin mééritettiessa.

Vastaus: (%,—%) esim. huipun x-koordinaatti saadaan laskemalla
funktion nollakohtien puolivili ja y-koordinaatti laskemalla funktion arvo
kyseisessd kohdassa.
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469A. Miiritetddin funktion f(x)= —%)f — x> +3x+1 derivaatan suurin ja

pienin arvo.

Derivoidaan funktio f.

fx)=—x*—2x+3.

Derivaattafunktio on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen
termi —1 on negatiivinen. Derivaattafunktion kuvaaja on alaspéin aukeava

paraabeli, joten silld on suurin arvo, mutta ei pienintd arvoa.

Madéritetdén paraabelin huipun y-koordinaatti.
Lasketaan derivaattafunktion nollakohdat yhtilosta f/'(x) = 0.

—x*=2x+3=0

(D2 4 (D)3
2-(-1)
_ 244412
=2
2+416
-2

_2+4_ 6 _ Co_2-4_2_
x——_2 =5= 3 tai x B R 1

Nollakohdat ovat x =—3 jax = 1.
Huipun x-koordinaatti on nollakohtien puolivilissd kohdassa

_—=3+1_
x= > = 1.

Huipun y-koordinaatti on y = f'(=1) = —(=1)* =2 - (1) + 3 = 4.
Funktion /" derivaatta voi saada luvun 4 ja kaikki sité pienemmét arvot.

Vastaus: luku 4 ja kaikki sitd pienemmaét arvot
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470A. Paraabelin y = x* + 2x — 1 x-koordinaattia vastaava y-koordinaatti on
y=x"+2x-1.

Koordinaattien summa onx+y=x+x*+2x— 1 =x*+3x — 1.
Merkitiin lauseke funktioksi f(x) = x* + 3x — 1.

Funktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten funktio saavuttaa

pienimmén arvonsa paraabelin huipussa. Etsitdén huipun y-koordinaatti
derivaatan avulla.

fx)=2x+3

Paraabelin huippuun piirretty tangentti on x-akselin suuntainen. Etsitdin
derivaatan nollakohta.

2x+3=0
2x=-3 |:2
x=—2
2
Hui L 3V 3 ,_ 7
uipun y-koordinaattion y=(-=| +3:(-=|-1=—=.
2 2 4
Paraabelin y = x? + 2x — 1 pisteen (—%,—%) koordinaattien summa on
mahdollisimman pieni.
Vastaus: (—%,—%)
471A. Vastaus:
Vilivaiheen 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
jérjestysnumero
Vilivaihe D | H I B J E F|A]|C G




Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

472B. Piirretddn mallikuva terassin pohjapiirroksesta.
)

JULKISIVU
8,0 m

Koska aitaa on kdytettdvissd 20 m, voidaan muodostaa yhtilo 2x + y = 20.
Ratkaistaan yhtdlosté julkisivun suuntainen sivu y.
2x +y =20

y=20—2x

Terassin pinta-ala noudattaa funktiota 4(x) = xy = x(20 — 2x) = 20x — 2x°.

Péitelldédn suurin ja pienin arvo, jonka sivu x voi saada.

Sivun x suurin mahdollinen arvo saadaan, kun julkisivun suuntainen

sivu y on 0 metrid. Ratkaistaan sivun x suurin mahdollinen arvo ohjelman
avulla yhtalostd 20 — 2x = 0. Ratkaisuksi saadaan x = 10.

Sivu y voi olla korkeintaan julkisivun 8 metrid. Ratkaistaan sivun x pienin
mahdollinen arvo ohjelman avulla yhtélostd 20 — 2x = 8. Ratkaisuksi
saadaan x = 6.

Koska funktio 4 on polynomifunktio, se saa pienimmén ja suurimman
arvonsa suljetulla vililla [6, 10] olevassa derivaatan nollakohdassa tai
vélin péétepisteessa.

Funktion 4 derivaatta on A'(x) = 20 — 4x.

Madritetddn derivaatan nollakohdat ohjelmalla yhtdlostd 4'(x) = 0.
Ratkaisuksi saadaan x = 5.

Derivaatan nollakohta ei kuulu tarkasteltavalle vilille [6, 10]. Lasketaan
ohjelman avulla funktion 4 arvot vilin paétepisteissa.

A(6) =48

A(10)=0

Terassin suurin pinta-ala on 48 m%, kun sivun pituus on 6 m ja julkisivun
suuntaisen sivun pituus on 20 —2 - 6 m = 8 m.

Vastaus: 48 m*, 8 mja 6 m



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

473B. A=12m?

Merkitéén pohjanelion sivun pituutta kirjaimella x ja suojan korkeutta
kirjaimella y.
Suojapeitteen pinta-alan lauseke on 3xy + x°.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd korkeuden y lauseke.

3xy+x° =12
3xy=12-x" [ :3x
12—x°
- 3x
_12_x*
“3x 3x
_4_1
x 3
2
Suojan tilavuus on V=x-x-y=x2-(%—%x)=4i—%x3 =4x—%x3.

Mééritetddn, milloin tilavuus on suurimmillaan.
Derivoidaan funktio V.
V'i(x)=4—x°

Lasketaan derivaatan nollakohdat ohjelman avulla yhtdlosta V'(x) = 0.
Nollakohdat ovat x = 2 ja x = —2. Hylétéén negatiivinen vastaus.

Laaditaan funktion ¥ kulkukaavio ja merkitddn sithen paikalliset

adriarvokohdat.
V'(=3)=-5<0
V'0)=4 >0
V'3)=-5>0
-2 2
V') - + =
V(x) 3 2 3
min max

Suojan pohjan mitat ovat 2 m ja 2 m ja korkeus on
4 1 4

y:§—§-2=§z1,33 metrid.

Vastaus: 2m, 2 mja 1,33 m
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474B. Merkitddn korotusten maarad kirjaimella x.
Muodostetaan lauseke myynnisté saadulle voitolle. Yhden tuotteen
kustannukset on 3 €, jolloin voittoa saadaan 5 € -3 €=2 €.

Euron Voiton maira Viikossa Myyntivoitto
hinnankorotusten ©) myytyjen
madrd tuotteiden
maara
0 5-3 1000 (5—3)-1000
1 S5+1-3 1000 — 200 - 1 (5+1-3)-(1000—-200-1)
2 5+2-3 1000 — 200 - 2 (5+2-3)-(1000—-200-2)
3 5+3-3 1000 —200 - 3 (5+3-3)-(1000—200 - 3)
X S5+x-3 1000 — 200x (5 +x—3)- (1000 — 200x)

Kun hinnan korotuksia tehdién x kappaletta, myyntivoitto on
Mx)=(5+x—3)- (1000 —200x) = (2 +x) - (1000 — 200x).

Derivoidaan myyntitulon lauseke M sopivalla ohjelmalla.
M '(x) = —400x + 600

Madéritetdén derivaatan nollakohta sopivalla ohjelmalla yhtilosta
M'(x)=0.

Nollakohdaksi saadaan x = 1,5.

Valitaan kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran vileilti ja lasketaan
derivaatan M ' arvot niissd. Laaditaan funktion M kulkukaavio ja
merkitddn siihen paikalliset dériarvokohdat.

M '(0)=-400 - 0 + 600 = 600 > 0

M'(2)= —400 -2+ 600=-200<0

1,5
Mx + | -
Mkx) 2| N
max

Hinnan korotuksia tulee tehda siis 1,5. Tuotteen hinnaksi kannattaa asettaa
5€+1,5€=6,50¢€.

Voittoa saadaan tdlloin M(1,5) = (2 + 1,5) - (1000 — 200 - 1,5) = 2450 €.

Vastaus: 6,50 €, 2450 €
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475B. Sovitetaan aineistoon toisen asteen polynomifunktio sopivalla ohjelmalla.

Y

y = —5,092% + 5,31z + 9,84

Mairitetdén ohjelman avulla funktion f(x) = —5,09x% + 5,31x + 9,84
derivaatan arvo kohdassa x = 0.

Arvoksi saadaan f(0) = 5,31.

Vastaus: £(x) = —5,09x% + 5,3 1x + 9,84, £/(0) = 5,31
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476B.

Koska suorakulmaisen kolmion toisen kateetin padtepisteet ovat origo ja
piste (x, 0), on kateetin pituus x.
Koska toisen kateetin paatepisteet ovat piste (x, 0) ja (x, —x(x — 5), on sen
pituus yhtd suuri kuin y-koordinaatti y = —x(x — 5). Kolmion pinta-ala on
x-(=x(x=5)) _ —x’+5x’ 1 5,5
A(x)= = B I
) 2 2 2" T

Derivoidaan funktio 4.

A (x)——zx +5x

Lasketaan derivaatan nollakohdat sopivalla ohjelmalla.
10

Nollakohdiksi saadaan x = 0 ja x = 3

Valitaan kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran véleiltd ja lasketaan
derivaatan 4 " arvot niissd. Laaditaan funktion 4 kulkukaavio ja merkitién
sithen paikalliset d4riarvokohdat.

A'(-1)=-6,5<0

A'(1)=3,5>0
A'(4)=-4<0
10
0 3
A '(x) - + -
A(x) A" ? A}
min max

Kolmion pinta-ala on suurimmillaan, kun x = 10 Pinta-ala on télloin

3
10\ __1 (10}, 5 (10} _250
A(3)— 2(3)+2(3) 27—9259 .= 9,26.
) _ 1 53,5 > 250
Vastaus: A(x)= > +2x 57 ~9,26
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477B. a) Funktio f(x) = ax’ — 4x + 8 on toisen asteen polynomifunktio, joten
silld on pienin arvo vain silloin, kun @ > 0. Pienin arvo saadaan
derivaatan f'(x) nollakohdassa. Funktion f* derivaatta on
f'(x) =2ax — 4. Ratkaistaan derivaatan nollakohta ohjelmalla yhtélostd

f'(x) = 0. Ratkaisuksi saadaan x = %.

Lasketaan ohjelmalla funktion f pienin arvo.
s

a a

Pienin arvo on 0, kun 8 —% =0. Ohjelmalla yhtilon ratkaisuksi

_1
saadaan a = X

P §
Vastaus: a = 3

b) Funktio g(x) = bx*> — 4x + 8 on toisen asteen polynomifunktio, joten
ehto voi toteutua vain, kun funktion g kuvaaja on alaspdin aukeava
paraabeli eli b < 0.

Funktion g(x) nollakohdat on oltava —2 ja 1, joten saadaan yhtilot
g-2)=0elib-(-2)—4-(-2)+8=0
jag(l)=0elib-1-4-1+8=0.

Ratkaistaan ohjelmalla yhtélostd b - (—2) — 4 - (—2) + 8 = 0 vakio b.
Ratkaisuksi saadaan b = 4. Vastaavasti yhtilosta b -1 —4-1+8=0
ratkaisuksi saadaan b = —4.

Koska b:n tulee olla negatiivinen, on ratkaisuna b = —4.

Vastaus: b =—4
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478B. Koska funktiolla on paikallinen minimi —2 kohdassa x = 0, funktio saa
arvon —2 kohdassa x = 0.

Sijoittamalla arvot funktion lausekkeeseen saadaan yhtild

fx)=ax’+bx*+cx+d
2=a-0°+b-0°+c-0+d
d=-2

Koska funktiolla on paikallinen maksimi 1 kohdassa x = 2, funktio saa
arvon 1 kohdassa x = 2.

Sijoittamalla arvot funktion lausekkeeseen saadaan yhtélo

fx)=ax’ +bx*+cx+d
l=a-2°+b-22+c-2+d
8a+4b +2c+d=1

Seuraavat kaksi yhtdlod saadaan derivaatan avulla, koska paikallisissa
ddriarvokohdissa derivaatan arvo on nolla.

Funktion f(x) = ax® + bx* + cx + d derivaatta on f'(x) = 3ax* + 2bx + c.
Sijoittamalla derivaatan nollakohta x = O derivaatan lausekkeeseen
saadaan yhtilé 3a - 0>+ 2b -0 + ¢ = 0. Yhtilén vasemman puolen

sieventdmisen jalkeen ndhddén, ettd ¢ = 0.

Sijoittamalla derivaatan nollakohta x = 2 derivaatan lausekkeeseen
saadaan yhtilé 3a - 2> +2b -2+ ¢ = 0.

Sievennetddn yhtdlon vasemman puolen lauseke, jolloin yhtél tulee
muotoon 12a +4b+c¢=0.
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Saatiin neljén yhtdlon yhtdloryhma

d=-2
8a+4b+2c+d=1
c=0
12a+4b+c=0

Ratkaistaan yhtéléoryhma ohjelmalla, jolloin saadaan

__3
4
-9
b_4
c=0
d=-2

3

Vastaus: a=-7, b=2, c=0jad=-2

4
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479B. Méiritetisin kiiyrien y = x* + 4x + 5 ja y = —x* + 3 leikkauspiste
ratkaisemalla ohjelmalla yhtélopari

y=x"+4x+5
y=—x"+3

Ratkaisuksi saadaan x = —1 ja y = 2, joten kéyrilld on vain yksi yhteinen
piste (—1, 2).

Tangentin kulmakerroin on funktion f(x) = —x* + 3 derivaatan f"'(x) = —2x
arvo kohdassa—1elif'(-1)=-2-(-1)=2.

Tangentin yhtélo on muotoa y = 2x + b. Sijoitetaan pisteen (—1, 2)
koordinaatit suoran yhtéloon ja ratkaistaan siitd vakiotermi b.

Yhtdlon 2 =2 - (—1) + b ratkaisuksi saadaan b = 4. Tangentin yhtél6 on
y=2x+4.

Piirretddn ohjelmalla kuva.

= L L 3

5 -4 -3 2 10 1 7 3 4
y=2x+4 -1

Vastaus: y = 2x + 4,
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SYVENNA YMMARRYSTA

480B. a) Sijoitetaan ajanhetki # = 0 funktioon r(¢) =—-0,2¢ + 1.
rn0)=-02-0+1=1
Sdteen suuruus alussa on 1 m.
Vastaus: 1 m

b) Séteen suuruutta kuvaavan suoran kulmakerroin on —0,2, joten sdteen
suuruus pienenee nopeudella 0,2 m/vrk.

Vastaus: pienenee nopeudella 0,2 m/vrk

¢) Funktion hetkellinen muutosnopeus ajanhetkellé ¢ on yhtd suuri kuin
derivaatan arvo kohdassa ¢ eli 7'(f) = —0,2. Hetkellinen muutosnopeus
hetkelld ¢ on —0,2 m/vrk.
Vastaus: —0,2 m/vrk

d) '(¥)=-0,2, joten r '(1) =—0,2

Vastaus: —0,2 m/vrk

e) Lumipallon tilavuus on ¥ = %nr3 = %n(—0,2 -0+1)°’=4,188...~ 4,2

Vastaus: 4,2 m®
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f) Lumipallon tilavuus ajanhetkelld z on V' = %nﬁ = %n(—O,Zt +1)°.

Lumipallon tilavuuden hetkellinen muutosnopeus ajanhetkelld # on
V(1.

Madéritetdén ohjelmalla derivaatta V' '(¢) ja sen arvo ajanhetkelld ¢ = 1.

V(t):=4/37i*-0.2t+11*3

4 /1 \?
- V(t) := 37 ‘.\\—5 t+ 1}‘|
V'(t)
1, 2 .
-+ 1 (—4!: 7r+4l]t7r—1l]l]7r)
V(1)
64
125
$3
= —1.61

Vastaus: —1,61 m*/vrk
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481B. Piirretddn mallikuva.

b

Sektorin piirin pituus on b + 2r. Koska sektorin piiri on 1,00 m, saadaan
yhtéld b + 27 = 1. Ratkaistaan yhtélostéd kaaren pituus b. Ratkaisuksi
saadaan b =1 —2r.

Sektorin pinta-ala noudattaa funktiota

br_(=2rr 1 2
A(}’)—T—T—EV—V .
Funktio 4 on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi on
negatiivinen. Funktion 4 kuvaaja on siis alaspdin aukeava paraabeli.
Funktion 4 saa suurimman arvonsa huipussa. Huippuun piirretty tangentti
on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0. Mééritetdan siis
derivaatan nollakohta.

Derivoidaan funktio A(r)= %r -7,

A(r)=5-2r

Mairitetdén derivaatan nollakohta yhtélostd A'(r) = 0. Ratkaisuksi saadaan
r=20,25.

Pinta-ala on suurin, kun side »= 0,25 m.

Vastaus: »= 0,25 m
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482A. Funktion toinen derivaatta on f"(x) = 6, joten ensimmainen derivaatta on
oltava muotoa f(x) = 6x + a, koska vakiotermi hévida derivoitaessa.

Koska f(1) =8, on

6-1+a=38
a=72

Derivaatta on siis f'(x) = 6x + 2.

Jotta polynomifunktion derivaatta olisi 6x + 2, on funktion lausekkeen
oltava muotoa f(x) = 3x* + 2x + b.

Koska f(0) =1, on

3-0°+2-0+b=1
b=1

Funktio on siis f(x) = 3x* + 2x + 1.

Vastaus: f(x) =3x> +2x + 1
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483A. Miiritetdsin funktion f(x) = —4x* + 2x — 2 suurin arvo. Jos funktion suurin
arvo on negatiivinen, ovat kaikki arvot negatiivisia.

Derivoidaan funktio.
fix)=—-16x+2

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat yhtilosté f'(x) = 0.

—16x* +2=0
—16x'=-2 | :(-16)
s_1
T 7%
1
— 3=
-
x=+
2

Valitaan kohdat nollakohdan rajaamilta lukusuoran véleilti ja lasketaan
derivaatan /' arvot niissd. Laaditaan funktion /" kulkukaavio ja merkitéan
sithen paikalliset d4riarvokohdat.

f(0)==16-0"+2=2>0

f()y=-16-1*+2=-14<0

1
2
1)+ |-
fx) 2| N
max

Funktio f saavuttaa suurimman arvonsa kohdassa x = % Lasketaan

funktion f arvo kohdassa x = %
A I E RPN P S 1
1[3)=lg) #2521

Funktion f* suurin arvo on negatiivinen, joten funktion f kaikki arvot ovat
negatiivisia.

Vastaus: —
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484B. Merkitddn f(x) = x> + 4. Tangentin yhtilé on muotoa y = kx + b. Tangentin
kulmakerroin on funktion /" derivaatan arvo kohdassa x = 3.
S =2x
f'3)=2-3=6

Tangentin yhtélé on muotoa y = 6x + b. Sijoitetaan pisteen 4 = (3, 13)
koordinaatit suoran yhtéloon ja ratkaistaan siitd vakiotermi b.
13=6-3+b

b=-5
Tangentin yhtél6 on y = 6x — 5.

Piirretddn mallikuva.

by
20
y=6z—5
15
A

Y= 224+4\ 10
B c X
-5 o/ 5 10 o

Ratkaistaan tangentin ja x-akselin leikkauskohta yhtélostd 6x — 5 = 0.

6x-5=0
6x=5 |:6
3
6
Muodostuva kolmio ABC on suorakulmainen, sen kanta BC on 3 —% = %
ja korkeus AC 13. Kolmion ABC pinta-ala on %% 13 = %

Vastaus: 169

12
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485B. Polynomifunktio f(x) = —x* + 13,5x* — 41x + 50 saa suljetulla valilld
[0, 10] suurimman arvonsa vilin péitepisteissé tai vélille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

Funktion f(x) = —x’ + 13,5x* — 41x + 50 derivaatta on
f(x) =—3x7 + 27x — 41.

Ratkaistaan ohjelmalla derivaatan nollakohdat yhtilosta f'(x) = 0.
Ratkaisuksi saadaan x = 1,9341... tai x = 7,0658..., jotka molemmat
kuuluvat tarkasteltavalle vilille.

Lasketaan ohjelmalla funktion /" arvot derivaatan nollakohdissa ja vilin

padtepisteissa.

f(0)=50
£(1,9341...) = 13,9669... = 13,967
£(7,0658...) = 81,5330... = 81,533

f(10)=-10
Funktion suurin arvo vililla [0, 10] on 81,533, kun x = 7,066.

Funktio kasvaa nopeimmin kohdassa, jossa derivaatan
f'(x) =—3x*+ 27x — 41 arvo on suurin.

Funktio /' on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi on

negatiivinen. Funktion /' kuvaaja on siis alaspéin aukeava paraabeli.

Funktio /' saa suurimman arvonsa paraabelin huipussa. Huippuun piirretty

tangentti on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0.
Madritetdén siis funktion /' derivaatan /" nollakohta.

Funktion f'(x) = —3x* + 27x — 41 derivaatta on /"(x) = —6x + 27.
Lasketaan ohjelmalla derivaatan derivaatan /" nollakohdat yht&losta

J"(x)=0.

Ratkaisuksi saadaan x = %
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Funktion arvo kasvaa nopeimmin kohdassa x = %

Piirretddn funktion f kuvaaja.

y = f(z)

40

S SN

40
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486B. Merkitiédn aikaa tunteina kirjaimella z. Eerikan ja lisakin etdisyys saadaan
Pythagoraan lauseella. Alkutilanteessa Eerika on 3,0 km:n paéssi
risteyksesta ja lisak 3,5 km:n pééssa risteyksesta.

Eerika etenee nopeudella 8 km/h, joten hénen etdisyytensé ¢ tunnin kulutta
risteyksestd on 3,0 — 8.

lisak etenee nopeudella 6,0 km/h, joten hinen etdisyytensa ¢ tunnin
kuluttua risteyksestd on 3,5 — 6¢.

Piirretddn mallikuva. Tisabbi
3,5 — 6t
Muodostetaan etdisyyden lauseke 1
Pythagoraan lauseella:
e(t)=+J(3-81)* +(3,5-61)". 3-8t
=l Eerika

Etiisyys on pienimmillidin, kun juurrettava (3 — 8¢)* + (3,5 — 6)* on
pienimmilldén.

Sievennetiin lauseke (3 — 8¢)* + (3,5 — 6)* sopivalla ohjelmalla. Saadaan
1007 — 90z + 21,25.

Lausekkeen 1002 — 90z + 21,25 kuvaaja on ylospiin aukeava paraabeli,
joten se saavuttaa pienimméan arvonsa huipussaan.

Derivoidaan lauseke 1007 — 907 + 21,25.
Derivaatta on 2007 —90.

Lasketaan derivaatan nollakohta yhtélostd 200z — 90 = 0
Derivaatan nollakohta on ¢ = 0,45.

Etiisyys on siis pienimmilléédn, kun aikaa on kulunut 0,45 h =27 min.
Etdisyys on tilldin e(0,45)=+/(3—8-0,45)> +(3,5-6-0,45)* =1.

Vastaus: 27 minuutin kuluttua, 1 km
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487A. Derivoidaan funktio f(x) = x° + 10x* — 3x kaksi kertaa.

fx) =5x*+20x -3
f"(x) =20x"+20

Ratkaistaan yhtild 20x° + 20 = 0.

20x° +20=0
20x° =20
X =
x=-1

Valitaan pisteet kohdan x = —1 molemmilta puolilta ja lasketaan funktion
f " arvot niissé.

f"(=2)=20-(-2)*+20=—140<0
f"(0)=20-0°+20=20>0

Funktion /" arvot ovat eri merkkiset nollakohdan eri puolilla, joten kohta
x =—1 on kéénnekohta.

Lasketaan pisteen y-koordinaatti.
y=(-1P°+10-(-1-3-(-1)=12
Kédnnepiste on piste (—1, 12).

Piirretdén kuvaaja.

-3 -25 -2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

y=2"+102% - 3z 2
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Vastaus: (-1, 12)

20 ky

18

16

14

12

10

8

6

4

2

=
-3 -25 -2 -15 =1 -05 0 05 1 15 2

y:15+1012~31 -2
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488B. Sievennetdin ohjelmalla funktion f* lauseke.
f(k) = (2k—1,5)*+ (3k — 2,6)> + (6k — 4,6)* = 49k* — 76,8k + 30,17

Funktio /" on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi on
positiivinen. Funktion /" kuvaaja on siis ylospdin aukeava paraabeli.
Funktion f* saa pienimmén arvonsa huipussa. Huippuun piirretty tangentti
on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0. Mééritetdin siis
derivaatan nollakohta.

Funktion f (k) = 49k* — 76,8k + 30,17 derivaatta on f'(k) = 98k — 76,8.
Lasketaan ohjelmalla derivaatan nollakohta yhtélostd f'(k) = 0.

. . 192
Ratkaisuksi saadaan k =-—==.
245
Piirretddn kuvio.
Ay
5
4
: o2
! Y= 95"
2
b
X
1 2 3 4 5 6 7
192
Vastaus: £k =—==,
245
Ay
192
E A = o5 i
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489B. Kayrd y = (x + 1)(x + 3)(x — 4) leikkaa x-akselin, kun y = 0. Mééritetdan
ohjelmalla x-akselin leikkauskohdat yhtdlosta (x + 1)(x + 3)(x — 4) = 0.
Ratkaisuksi saadaan x = —3, x = —1 tai x = 4. Keskimmainen x-akselin
leikkauskohta on x = —1.

Suoran ja x-akselin vélisen leikkauspisteen

terdvakulma o saadaan yhtdlostd tan a = %,
jossa k on suoran kulmakerroin.

Madritetdén keskimmaiiseen x-akselin leikkauspisteeseen piirretyn
tangentin kulmakerroin.

Merkitdan f(x) = (x + 1)(x + 3)(x — 4).
Sievennetddn ohjelmalla funktion /" lauseke.

fO)=x+DE+3)Hx—4)=x"—13x—12

Derivoidaan funktion £

fx)=3x-13

Lasketaan derivaatan arvo kohdassa x = —1.
f1)=3-1"-13=-10

Tangentin kulmakerroin kohdassa x =—1 on —10.

Ratkaistaan kysytty kulma tangentin avulla.

tana = —TIO
a=-84,289...°
a~—84,3°

Vastaus: —84,3°
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490B. a) Kiyrille y = —x° + x> + 3x piirretty tangentin kulmakerroin on
lausekkeen —x* + x* + 3x derivaatta. Merkitin f(x) = —x* + x* + 3x.

Derivoidaan funktio f.
fx)=-3x*+2x+3

Kiyrin y = —x’ + x* + 3x tangentin kulmakerroin on suurin kohdassa,
jossa derivaatan f'(x) = —3x* + 2x + 3 arvo on suurin.

Funktio /' on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen termi
on negatiivinen. Funktion /' kuvaaja on siis alaspéin aukeava
paraabeli. Funktio /' saa suurimman arvonsa huipussa. Huippuun
piirretty tangentti on vaakasuora. Vaakasuoran suoran kulmakerroin on
0. Médéritetddn siis derivaatan nollakohta.

Funktion f'(x) = —3x* + 2x + 3 derivaatta on /"(x) = —6x + 2. Lasketaan
ohjelmalla derivaatan derivaatan nollakohdat yhtalosta

f"(x) = 0. Ratkaisuksi saadaan x = % .

Funktion f arvo kohdassa x =% on f (%) = %, joten tangentin
1 29)

kulmakerroin on suurin pisteessa (E’f

Vastaus: (l 2)

3727
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1
3

)10
3

b) Tangentin kulmakerroin kohdassa x = 3 on f!

Tangentin yhtdloé on muotoa y = %x + b . Sijoitetaan pisteen (%,g—g)
koordinaatit suoran yhtéloon ja ratkaistaan siitd ohjelmalla

vakiotermi b.

2_10 1
27°3°3%0
__ L
b==53

10 1

—X——

Tangentin yhtélo on y = 3 27

10 1

Vastaus: y = 357
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491B. Funktion p(x)=1+%x—%x2 +%x3 derivaatta on
(=L _1,,.3 2
p()c)—2 4x+16x.

Funktion p(x) derivaatta kohdassa x = 0,5 on p'(0,5) = 0,421...

Funktion f* derivaatta kohdassa x = 0,5 on

£1(0,5) = % = 0,408...

1+0,5

Lasketaan, kuinka monta prosenttia polynomifunktion p derivaatan arvo
on funktion /" derivaatan arvosta kohdassa x = 0,5.

0,421... ) 0
0,408... =1,03337...=103,337...%

Polynomifunktion p derivaatan arvo kohdassa x = 0,5 poikkeaa funktion f
derivaatastal03,337... % — 100 % = 3,337... % = 3,34 %.

Piirretdén funktioiden f(x) ja p(x) kuvaajat valilla [-1, 1].
by

1.4
=2,

\a

02 04 06 0.8 1
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492B. Piirretdédn leikkauskuva pallosta ja kartiosta. Merkitdan kuvaan kartion
pohjan etdisyyttd pallon keskipisteestd kirjaimella x ja kartion pohjan
sddettd kirjaimella 7.

w

- -

/7

8

- -

(

Kartion tilavuus on V = %mﬂh, kun » on pohjan séade ja & korkeus.

Muokataan tilavuuden lauseke sellaiseen muotoon, etté siind on vain yksi
muuttuja. Télldin kartion suurin tilavuus voidaan méaarittdd derivaatan
avulla.

Kartion korkeus on 2 =x + 3.

Kartion pohjan sidde 7, kartion pohjan etdisyys pallon keskipisteestd x ja
pallon séde 3 muodostavat suorakulmaisen kolmion. Muodostetaan
Pythagoraan lauseen avulla yhtilo ja ratkaistaan siité tilavuuden
lausekkeessa esiintyvi 7.

P+xt=3?
=9 —x

Sijoitetaan & = x + 3 ja 7> = 9 — ¥ tilavuuden yhtiloon ¥ = %nrzh.

v =%n(9—x2)-(x+3) =%n(—x3 -3x* +9x+ 27)

Kartion tilavuus noudattaa funktiota
Vi(x)= %n(—)f —-3x" +9x + 27).
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Kartion korkeus ei voi olla negatiivinen, joten x + 3 > 0 eli x > —3.

Kartion korkeus ei voi olla suurempi kuin pallon halkaisija, joten x + 3 <6
eli x < 3. Koska funktio ¥ on polynomifunktio, se saa suurimman arvonsa
joko suljetulla vélilla [-3, 3] olevassa derivaatan nollakohdassa tai vilin
péétepisteessa.

Funktion ¥ derivaatta on 7' (x) = n(—x" — 2x+ 3). Mairitetddn derivaatan

nollakohdat ohjelmalla yhtilostd V'(x) = 0. Yhtdlon ratkaisuksi saadaan
x=-3taix=1.

Lasketaan funktion J arvot vilin paétepisteissa ja vilille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

V(-3)=0
_32__
V)= = 33,510...~ 33,51
V3)=0
Kartion suurin tilavuus on %n ~33,51.

Vastaus: %n ~ 33,51



