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3 FUNKTIOITA

102A. Suoran yhtildsséd y = kx + b kulmakerroin on £ ja vakiotermi b.
Kulmakerroin £ ilmoittaa, kuinka monta yksikkoa liikutaan y-akselin
suunnassa, kun kuljetaan yksi yksikko oikealle. Vakiotermi b on kuvaajan
jay -akselin leikkauspisteen y-koordinaatti.

Suora 1:
Kulmakerroin £ = 2 ja vakiotermi b = 0, joten suoran yhtilé on y = 2x + 0
eliy=2x.

Suora 2:
Kulmakerroin k£ = —1 ja vakiotermi b = 1, joten suoran yhtilo on
y=-1-x+1=—x+1.

Suora 3:

Kulmakerroin k& = 0 ja vakiotermi b = —% , joten suoran yhtld on

_op_t__1
y=0x =3

Vastaus: Suora 1: y = 2x, Suora 2: y=—x +1, Suora 3: y = —%
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103A. a) Kulmakerroin on k = % = _T2 =-2.

Vastaus: k=2

b) Suoran yhtéld on a-kohdan perusteella muotoa y = —2x + b. Sijoitetaan
yhtél6on pisteen (7, 5) koordinaatit x = 7 ja y = 5 ja ratkaistaan
vakiotermi b.

5=-2-7+b
5=—14+b
h=19

Vastaus: b =19

¢) Kohdan a perusteella suoran kulmakerroin on —2 ja kohdan b
perusteella suoran vakiotermi on 19. Suoran yhtil6 on siis

y=-2x+109.

Vastaus: y =—2x + 19
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5-3

104A. a) Suoran kulmakerroin on k = 2: 1 =2.

2
1
Suoran yhtdld on muotoa y = 2x + b. Sijoitetaan suoran yhtdloon
pisteen (1, 3) koordinaatit ja ratkaistaan vakiotermi b.

3=2-1+b
b=1

Suoran yhtilé on y = 2x + 1.
Vastaus: y=2x+1

b) Origo on piste (0, 0).
Suoran kulmakerroin on k& = 20 _ 5 —i.
-3-0 -3 3
Suoran yhtdld on muotoa y = —%x + b. Koska suora kulkee origon

kautta, sen vakiotermi on 0.

Suoran yhtilo on siis y = —%x.

Vastaus: y = —%x

—24-(-24) 0

“11-(-4) =—7=0

¢) Suoran kulmakerroin on k =

Suoran yhtdlé on muotoa y =0x + b = b.

Sijoittamalla pisteen (—4, —24) y-koordinaatti yhtdléon y = b saadaan
suoran yhtaloksi y = —24.

Vastaus: y = —24
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105A. a) Suora leikkaa x-akselin, kun y = 0. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan
siitd suoran ja x-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti.

3x—-6-0=12
3x=12 |:3
x=4

Suora leikkaa x-akselin pisteessé (4, 0).
Vastaus: (4, 0)

b) Suora leikkaa y-akselin, kun x = 0. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan
siitd suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti.

3-:0-6-y=12
—6y=12  |:(-6)
y=-2

Suora leikkaa x-akselin pisteessa (0, —2).

Vastaus: (0, —2)
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¢) TAPA 1:

Suoran kulmakerroin saadaan selville, kun ratkaistaan yhtélosta y.

3x-6y=12
—6y=-3x+12 [ :(=6)
y=:—2x+1—26
y=%x—2

Suoran kulmakerroin on % = %

TAPA 2:
Kohtien a ja b perusteella suora kulkee pisteiden (4, 0) ja (0, —2)
kautta, joten suoran kulmakerroin on
p=270_=2_1
0-4 -4 2

P §
Vastaus: k£ = 5
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106A. a) Funktio on muotoa f(x)=a-q".

Sijoitetaan tiedon f{0) = 2 perusteella yhtdloon y =a - ¢* luvut x =0 ja
y =2, jolloin saadaan a-q’ =2. Koska ¢° = 1, niin timén yhtilon
ratkaisu on a = 2.

Vastaavasti tiedosta f{3) = 54 saadaan yhtilo a - ¢° = 54.
Koska a = 2, yhtilo tulee muotoon 2¢° = 54. Ratkaistaan yhtil.

2¢°=54  |:2
q’ =27
g=27
qg=3

Funktio on siis f{x) =2 - 3",
Vastaus: f{x) =2 - 3*

b) Funktio on muotoa f(x)=a-q".
Koska funktion kuvaaja kulkee pisteen (0, 3) kautta, funktiolle patee
f(0) = 3. Tisti saadaan yhtild a - ¢° = 3. Koska ¢° = 1, niin yhtilon
ratkaisu on a = 3.

Koska funktion kuvaaja kulkee pisteen (5, 96) kautta, funktiolle pétee
f(5) = 96. Tistd saadaan yhtild a - ¢° = 96.
Sijoittamalla @ = 3 yhtilé saadaan muotoon 3¢° = 96. Ratkaistaan .

3¢° =96 [:3
g’ =32
q=332
qg=2

Funktio on siis f{x) =3 - 2".

Vastaus: f{x) =3 - 2*
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107B. a) Koska f{0) =5+ 10 - 0 =5, niin sademittarissa oli keskiyolld 5 mm

vetta.

Vastaus: 5 mm

b) Koska f{7) =5+ 10 - 7 =75, niin mittarissa oli 75 mm vetti kello 7.

Veden syvyys kasvoi siis seitsemdssé tunnissa
75 mm — 5 mm = 70 mm.

Vastaus: 70 mm

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité hetki, jona veden syvyys oli
40 mm.

5+10x =40
10x =35 |:10
x=3,5

Veden syvyys oli 40 mm, kun aikaa oli kulunut keskiyosté 3 ja puoli
tuntia. Kello oli tdlloin 3.30.

Vastaus: kello 3.30

d) Vastaus: Luku 5 ilmoittaa veden syvyyden alkuhetkelld millimetreina,

ja luku 10 ilmoittaa, kuinka monta millimetrid veden syvyys kasvoi
tunnissa.
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e) Piirretdén funktion kuvaaja ja mééritetdén kuvaajan ja x-akselin
leikkauspiste.

‘syvyys (m
10
5
aika (m_
-15 0 05 1 15
-5

Kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste on (—0,5; 0), joten funktion f
nollakohta on x = —0,5. Tdma tarkoittaa, ettd puoli tuntia ennen
keskiy6td, veden syvyys oli 0 mm, eli sade alkoi klo 23.30 edellisen
vuorokauden puolella.

Vastaus: x = —0,5. Sade alkoi klo 23.30 edellisen vuorokauden
puolella.
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108A. A: Jos suureen y arvo 20-kertaistuu aina, kun muuttujan arvo kasvaa
yhdelld, kasvu on eksponentiaalista. Tatd vastaava yhtilo on
y=a - 20" Vaihtoehto IV on siis oikein.

B: Jos suureen y arvo kasvaa 20 %, se tulee 1,2-kertaiseksi alkuperdiseen
nihden. Koska tdmaé tapahtuu aina, kun muuttujan x arvo kasvaa
yhdelld, kasvu on eksponentiaalista. Kasvua vastaava yhtdlo on
y=a - 1,20 joten vaihtoehto II on oikein.

C: Jos suureen y arvo kasvaa 20:114, kun muuttujan arvo kasvaa yhdella,
kasvu on lineaarista. Kasvua vastaava yhtdlo on y = a + 20x, joten
vaihtoehto III on oikein.

D: Jos suureen y arvo kasvaa 1,20:114, kun muuttujan arvo kasvaa yhdella,
kasvu on lineaarista. Kasvua vastaava yhtélo on y = a + 1,20x, joten

vathtoehto I on oikein.

Vastaus: A: IV, B: I, C: Il jaD: 1
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109B. Koska 100 % + 2,5 % = 102,5 %, niin jokaisessa hinnan korotuksessa
hinta tulee 1,025-kertaiseksi. Hinnan muutos on siis eksponentiaalista.
Talloin funktio f{x) =59 - 1,025" ilmoittaa hiusten leikkauksen hinnan x
vuoden kuluttua nykyhetkesta.

Lasketaan f{10).
f10)=159 - 1,025"=75,524... = 75.
Tarkistetaan tulos méarittdimalld funktion fkuvaajan ja suoran x = 10
leikkauspiste.

120Ahinta (€)
Leikkauspiste on (10; 75,525), joten
A10)=75. 100

Tulos tarkoittaa, ettd naisten hiusten 80 » |
leikkaus maksaa 10 vuoden kuluttua y =1
noin 75 euroa. 60

40

20

aika (vuqtta)
0 2 4 6 8 10

Vastaus: f{x) =59 - 1,025%, f{(10) = 75. Tulos tarkoittaa, ettd naisten
hiusten leikkaus maksaa 10 vuoden kuluttua noin 75 euroa.

) .. . hhinta (€

Tulos tarkoittaa, ettd naisten hiusten e L
leikkaus maksaa 10 vuoden kuluttua
noin 75 euroa.

100

80 |
y = f(x)
60

40

20

aika (vuqtta)
0 2 4 6 8 o




Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

110A. Vaiheessa 1 Eppu laski suoran kulmakertoimen & =% oikein.

Vaiheessa 2 Eppu sijoitti kulmakertoimen ja suoran pisteen (1, 4)
koordinaatit x = 1 ja y = 4 suoran yhtél66n y = kx + b. Koordinaatit
menivét kuitenkin védrin pdin. Oikea yhtilo on tdssé:

4=%J+b

Vaiheessa 3 Eppu ratkaisi dsken muodostamastaan yhtélsta vakiotermin
b. Koska yhtélo oli vadra, hén sai tulokseksi vééran vakiotermin.
Ratkaistaan oikea vakiotermi oikeasta yhtélosta.

+b

.[;
wl\l

Il
N

_7
3

SIS
Il
(SSIEN|

w|mw|5

Vaiheessa 4 Eppu muodosti suoran yhtilon sijoittamalla kulmakertoimen
ja vakiotermin yhtdloon y = kx + b. Hén sijoitti kuitenkin luvut vaarinpdin,
joten kulmakertoimeksi £ tuli vakiotermin b arvo ja vakiotermiksi b
kulmakertoimen £ arvo.

Oikea suoran yhtélo on y = %x + %

Vastaus: —
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111A. Vaiheessa 1 Kim muodosti pisteiden koordinaattien avulla kaksi yht&loa.

Ensimmaéisen yhtélon Kim sai, kun hén sijoitti pisteen (1, 3) koordinaatit
x=1jay=3yhtdloony=a - ¢

3=a-q'

a-q=3.

Toisen yhtdlon Kim sai pisteen (3; 6,75) koordinaattien avulla.
6,75=a-q’elia -¢°=6,75.

Vaiheessa 2 Kim ratkaisi yhtdléryhmén @4q4=

3 .
hjelmall
i-q =6.75 ohjelmalla

yhtdloparin ratkaisutoiminnolla.
Hin sai yhtéloparin ratkaisuksi a =2 ja ¢ = 1,5.
Funktion lauseke on siis fix) =2 - 1,5".

Vastaus: —
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112B. Merkitddn kulunutta aikaa vuosina vuodesta 2000 alkaen kirjaimella x.
Sovitetaan aineistoon lineaarinen malli sopivalla ohjelmalla.

Avakiluku (tuhatta)
700

600
500

400 o N a L
°y=0,328x + 384,141

300

200

100

Aika (vuotta)
0 10 20 30 40 o

Lineaarinen malli on y = 0,328x + 384,141.

Vuonna 2100 on kulunut 100 vuotta vuodesta 2000.
Mairitetdén vakiluku vuonna 2100 suorien y = 0,328x + 384,141 ja
x =100 leikkauspisteen avulla.

AVakiluku (tuhatta)
700

600

500
(100, 4{16.967)

400 | e
— e

y = 0,328x + 384,141

300
200

100

Aika (vuott_iL
0 20 40 60 80 100
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Suorien leikkauspiste on (100; 416,967), joten lineaarisen mallin mukaan
vikiluku vuonna 2100 on 416 967 = 417 000.

Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli sopivalla ohjelmalla.

AVikiluku (tuhatta)
700

600
50 y = 383,97-1,001"

400 o Py o

300

200

100

Aika (vuottg)
o 10 20 30 0

Eksponentiaalinen malli on y = 383,97 - 1,001".

Madritetddn vakiluku vuonna 2100 funktion f{x) = 383,97 - 1,001" ja
suoran x = 100 leikkauspisteen avulla.

Avakiluku (tuhatta)
700

600

%01y = 383,97 -1,001"

(100, 418.321)
400 | o

300
200

100

Aika (vuottga)
0 20 40 60 80 100
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Leikkauspiste on (100; 418,321), joten eksponentiaalisen mallin mukaan
vikiluku on 418 321 =~ 418 000 vuonna 2100.

Eksponentiaalisen mallin antama ennuste on suurempi kuin lineaarisen
mallin antama ennuste. Lasketaan ero prosentteina.

418321
W—1,00324...

Eksponentiaalisen mallin antama ennuste on
100,324... % — 100 % = 0,324... % = 0,32 % suurempi kuin
eksponentiaalisen mallin antama ennuste.

Vastaus: lineaarinen malli y = 0,328x + 384,141; eksponentiaalinen malli
y=2383,97 - 1,001"; 417 000 asukasta ja 418 000 asukasta; 0,32 %
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113B. a) Lasketaan funktion N arvo, kun x = 0.
N(0)=200-1,14° =200
Latauksia on tehty julkaisuhetkeen mennessé 200.
Vastaus: 200 latausta
b) Funktion muutoskerroin on ¢ = 1,14, joten latauksien mééré tulee joka
viikko 1,14-kertaiseksi. Latauksien maara siis kasvaa joka viikko
114 % — 100 % = 14 %.
Vastaus: 14 %

¢) Ratkaistaan yhtilo 200 - 1,14" =2000 ohjelmalla.

200%1.14"x=2000 %=1
RatkaiseNumeerisesti- {x = 17.57319413923 }

Ratkaisuksi saadaan x = 17,573..., joten sovellus on ladattu 2000
kertaa, kun aikaa on kulunut 17,573... viikkoa. Tdmai on 17 viikkoa ja
7-0,573... pdivad = 7 viikkoa ja 4 pdivaa.

Vastaus: 7 viikkoa ja 4 vuorokautta julkaisuhetkestd

d) Viidestoista viikko alkaa ajanhetkelld x = 14 ja pééttyy ajanhetkelld
x = 15. Lasketaan funktion arvot kohdissa x = 14 jax = 15.

N(14)=200 - 1,14 =1252,269...
N(15)=200 - 1,14 =1427,587...

Sovelluksen latauksien méaara 15. viikolla on
1427,587... —1252,269... =175,317... = 180.

Sovellus ladataan 15. viikolla noin 180 kertaa.

Vastaus: 180 kertaa
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VAHVISTA OSAAMISTA

114A. Pisteiden (2, 5) ja (=3, 8) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

~ 85 __3
=355
TAPA I:

Pisteiden (2, 5) ja (—4; 8,5) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

_ 2 T gy =T (L)L
Ao i M 2( 6) 12

Kulmakertoimet eivit ole samat, joten kyseessi ei ole sama suora.
Pisteiden (2, 5) ja (=3, 8) kautta kulkeva suora ei siis kulje
pisteen (—4; 8,5) kautta.
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TAPA 2:
Muodostetaan pisteiden (2, 5) ja (—3, 8) kautta kulkevan suoran yhtilo.

Sijoitetaan suoran yhtdléon y = kx + b kulmakerroin & = —% ja

pisteen (2, 5) koordinaatit x =2 ja y = 5. Ratkaistaan saadusta yht&losti
vakiotermi b.

3

5:—§Q+b

5:—%+b

b:5+g

b:6%

Pisteiden (2, 5) ja (=3, 8) kautta kulkevan suoran yhtalo on siis

y= —%x + 6%.

Tutkitaan, onko piste (—4;8,5) = (—4,%) tdlla suoralla sijoittamalla sen

x-koordinaatti suoran yhtéloon ja laskemalla y-koordinaatti.

=3 cayrelo12 gl 02 gl g3
y=-3(4)+6g=F+65=25+65=83=86

Koska 8,6 # 8,5, piste (—4; 8,5) ei ole suoralla.

Vastaus: ei kulje
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115A. a) Suoralla ei ole kulmakerrointa, joten se on y-akselin suuntainen, ja sen
yhtél6 on muotoa x = a.

Suora kulkee pisteen (3, —1) kautta, joten sen jokaisen pisteen
x-koordinaatti on 3. Talloin suoran yhtilo on x = 3.

Vastaus: x =3

b) Yhdensuuntaisten suorien kulmakertoimet ovat yhti suuret.
Ratkaistaan suoran 2x + 3y = 5 kulmakerroin.

2x+3y=5
3y==2x+5 |3
y:—%x+%

Suoran kulmakerroin on k = —%.

Suoran yhtdld on muotoa y = —%x + b. Sijoitetaan suoran yhtdloon

pisteen (3, —1) koordinaatit ja ratkaistaan vakiotermi b.

__2.

1= 3 3+bh
—1=-2+5b
b=1

Suoran yhtiloé on y = —%x +1.

Vastaus: y = —%x +1
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116B. a) Lasketaan populaation koko 24 tunnin kuluttua sijoittamalla ¢ = 24
funktion N(¢) = 1000 - 1,25" lausekkeeseen.

N(24)=1000 - 1,25** =211 758,236... = 212 000
Populaation koko 24 tunnin kuluttua on noin 212 000 bakteeria.
Vastaus: 212 000 bakteeria

b) Funktion lausekkeen muutoskerroin on 1,25. Tdma tarkoittaa, ettd
populaation koko kasvaa jokaisen tunnin aikana
125 % — 100 % = 25 %.
Vastaus: 25 %

¢) Ratkaistaan yhtdld N(r) = 1 000 000. Sopivalla ohjelmalla yhtélon
ratkaisuksi saadaan ¢ = 30,956... = 31.

Kestédd noin 31 tuntia siihen, ettd populaation koko ylittaa
miljoona bakteeria.

Vastaus: 31 tuntia
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117A. Ratkaistaan yhtild f{x) = g(x), kun f{x) = 4x* + 2x ja g(x) = 6x + 8.

4x* +2x=6x+8
4x* —4x-8=0 | :4
¥ -x-2=0

Yhtél6 on toisen asteen yhtild, jonka kertoimet ovat

a=1,b=—1jac=-2. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtélon
ratkaisukaavaan ja sievennetddn lauseke.

xz—bir\/bz—4ac

2a
~(DEVED - 4-1(-2)
x:
5 2-1

_1£49
T
Lo1%3

2

_1+3 : _1-3
x——2 tai x——2
x=2 x=-1

Yhtilon ratkaisu tarkoittaa, ettd funktioiden fja g kuvaajat leikkaavat
toisensa kohdissa, joiden x-koordinaatit ovat x = 2 jax = —1.

Vastaus: x =2 tai x = —1, Funktioiden fja g kuvaajat leikkaavat toisensa
kohdissa, joiden x-koordinaatit ovat x = 2 jax = —1.
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118B. TAPA 1:
Ratkaistaan suorien y = 2x — 3 ja y = 3x — 2 leikkauspiste yhtiloparista

y=2x-3
y=3x-2

Sijoitetaan y = 2x — 3 yhtdloon y = 3x — 2.

2x—-3=3x-2
=1 )
x=-1

Sijoitetaan leikkauspisteen x-koordinaatti yhtidlo6n y = 3x — 2.
y=3-(-1)—-2=-5

Yhtéloparin ratkaisu on x = —1, y = =5, joten suorien leikkauspiste on
P=(-1,-5).

Suora s kulkee siis pisteiden (7, 7) ja (—1, —5) kautta.

. _=5-7_-12_3
Suoran kulmakerroin on k& =7~ %~ 12

Suoran yhtdlé on muotoa y = %x +b.

Sijoitetaan suoran yhtiloon pisteen (7, 7) koordinaatit ja ratkaistaan
vakiotermi b.

3

725'7+b
7=%+b
__7
b= 2

Suoran yhtild on y = % - %
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Piirretdan kuvio.
oW y=3x-2 y=2x-3/

8 Q=77

i vZ15x-35

IS

N

TAPA 2:
Ratkaistaan suorien y = 2x — 3 ja y = 3x — 2 leikkauspiste yhtdloparista

y=2x-3
y=3x-2

Sopivan ohjelman avulla ratkaisuksi saadaan x = —1, y = —5, joten suorien
leikkauspiste on P = (—1, =5).

Suora s kulkee siis pisteiden (7, 7) ja (—1, —5) kautta.

Piirretdéin suora ja mééritetdén sen yhtélo ohjelman avulla.
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Suoran yhtdlo on y = 1,5x — 3,5 eli y =%x—%.
10‘y y=3x-2/\ o /
8 Q=47 7)
e vZ15x-35
4
7
o
-2 0 8
P — 3.7
Vastaus: P=(—1, 5),y—2x ok
by
8 y=1.5x /3.5
6 7,7
4
2
o
-2 0 4 6 8
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119B. Piirretddn funktion kuvaaja sopivalla ohjelmalla.

SAy

4

3

i A

0 5 10 15 20 2
-1

y =-0.0034t° + 0.096t* - 0.3241t - 1.9326

a) Kun kello on 3 iltapdivélld, niin keskiyostd on kulunut 15 tuntia.
Lasketaan funktion f{¢) = —0,00347 + 0,096¢* — 0,3242¢ — 1,9326 arvot
sopivalla ohjelmalla.

f15)=3,329... =3
f3)=-2,133= 2

Vastaus: n. 3 °Cjan. -2 °C



Huippu Kertaus ¢ Tehtévien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

b) Lampdtila on 0 °C kohdissa, joissa kuvaaja leikkaa ¢-akselin.
Madritetdén leikkauspisteet ohjelman avulla.

SAY

4

y =-0.0034t° + 0.096t* - 0.3241t - 1.9326

Kuvaaja leikkaa #-akselin kohdissa ¢ = 8,217... ja r =23,022..., joten
lampétila on O astetta noin kello 8 ja noin kello 23.

Vastaus: n. klo 8 ja n. klo 23
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¢) Lampdatila on korkeimmillaan kohdassa, jossa funktion arvo on suurin,
ja matalimmillaan kohdassa, jossa funktion arvo on pienin. Etsitdén
funktion suurin ja pienin arvo vililla [0, 24] funktion analysointi-
toiminnolla.

» Piirtoalue K| | €7 Funktion analysointi e
by fit) = Jos(0 < t < 24, -00... | € || &
4 Vili Pisteet
3 Ominaisuus Arvo
Min (1.8747 , -2.2252)
! Max (16.9488 , 3.5977)
1
( 4 14 Nollakohta Moninkertaiset juuret
0 5 10 15 20 2
" V Integraali 20.6352
PintaAla 47.8611
-2 Keskiarvo 0.8598
. y =-0.0034t* + 0.096t* - 0.3241t - 1.9326 Pituus 27 3065
-4
-5
sl @ 0 <x=<

Funktio saa valilld [0, 24] suurimman arvonsa kohdassa 1 = 16,948...
ja pienimmén arvonsa kohdassa ¢ = 1,874..., joten ldmpétila on
korkeimmillaan noin klo 17 ja matalimmillaan noin klo 02.

Vastaus: n. klo 17 jan. klo 2
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120B. a) Muodostetaan lausekkeet sahkon kokonaishinnalle, kun sdhkoa

kuluu x kWh.

Koska kuukausittainen perusmaksu on maksettava, vaikka sahkoa ei
kuluisi ollenkaan, perusmaksu méarai lausekkeen vakiotermin.

Koska jokainen kilowattitunnin lisdys kasvattaa sdhkolaskua
yksikkohinnan verran, kokonaishinta on séhkdnkulutuksen lineaarinen

funktio ja yksikkohinta on sen kokonaishinnan lausekkeessa
muuttujan x kerroin.

Kun hinnat muutetaan senteistd euroiksi, saadaan seuraavat lausekkeet.

a(x) = 4,02 + 0,0662x
b(x) = 3,75 + 0,0799x

Vastaus: a(x) = 4,02 + 0,0662x, b(x) = 3,75 + 0,0799x

b) Ratkaistaan yhtilo a(x) = b(x) sopivalla ohjelmalla.

4.02+0.0662x=3.75+0.0799x
RatkaiseNumeerisesti: {x = 19.70802919708 }

Kuukausittaisen sdhkonkulutuksen taytyisi olla
19,708... kWh = 19,7 kWh.

Vastaus: 19,7 kWh

Lasketaan sihkon kokonaishinnat vuodessa molemmissa yhtidissa.
Vuodessa perusmaksuja on 12 kpl.

Yhtio A:
12 - 4,02 +0,0662 - 2000 = 180,64

Yhti6 B:
12 - 3,75+ 0,0799 - 2000 = 204, 80

Hintojen ero on 204,80 € — 180, 64 € = 24,16 €.

Vastaus: 24,16 €
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121A. a) Ratkaistaan paraabelin ja x-akselin leikkauskohdat yhtélosta
¥ —12x+35=0.

Sijoitetaan toisen asteen yhtélon kertoimeta =1, b =—-12 jac =35
toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja sievennetéén lauseke.

x:—bi\/bz—4ac

2a
_ —(=12)£4/(-12)* - 4-1-35
N 2-1
Lo 1244144140
2
_12+/4
X =
2
Lo12+2
2
x=Ttaix=5

x-akselilla y-koordinaatti on 0, joten paraabeli leikkaa x-akselin
pisteissi (7, 0) ja (5, 0).

Vastaus: (7, 0) ja (5, 0)

b) Paraabelin huipun x-koordinaatti on paraabelin ja x-akselin
leikkauspisteiden x-koordinaattien keskiarvo. Leikkauspisteiden
x-koordinaatit ovat x =5 ja x = 7, joten huipun x-koordinaatti on

547 _
5 =6.

Huipun y-koordinaatti on
y=6"—12-6+35=36—-72+35=—1.

Huippu on pisteessé (6, —1).

Vastaus: (6, —1)
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122A.

123A.

Lampdtila muuttuu tasaisesti, joten lampdtilan muutosta voidaan kuvata
suoralla. Lasketaan suoran kulmakerroin, kun suoran kulkee pisteiden
(0; 17,1) ja (165; 22,3) kautta.

fe 22,3-17,1 572
T 165-0 165

=0,0315...

Suora kulkee pisteen (0; 17,1) kautta, joten suoran vakiotermi on b =17,1.

Suoran yhtilé on y =0,0315...x + 17,1.

Salon etédisyys Helsingistd on 165 km — 55 km = 110 km.

Lasketaan lampdétila Salossa sijoittamalla suoran yhtidloon x = 110.

y=0,0315... - 110 + 17,1 = 20,566... = 20,6

Lampétila Salossa on noin 20,6 °C.

Vastaus: 20,6 °C

a) Eksponentiaalinen malli soveltuu esimerkiksi kuvaamaan bakteerien
méérin kasvua. Bakteerien méérd voi esimerkiksi kaksinkertaistua aina
kolmessa tunnissa.
Vastaus: esim. bakteerien lisdéntyminen

b) Eksponentiaalinen malli ei sovellu esimerkiksi kuvaamaan lineaarisesti
muuttuvia ilmiditd. Lineaarisesti muuttuva ilmi6 on esimerkiksi auton

kulkema matka, jos nopeus on vakio.

Vastaus: esim. auton kulkema matka, jos nopeus on vakio
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124B. a) Vikiluvun kasvu on eksponentiaalista, joten se noudattaa funktiota

f)=a-q"
Merkitdén muuttujalla x aikaa vuosina alkaen vuodesta 2010.

Tiedetédn, ettd funktion kuvaaja kulkee pisteiden (0; 6,9) ja (8; 7,6)
kautta, kun muuttujan arvo on maapallon vékiluku miljardeina.

—q..°
Ratkaistaan luvut a ja g yhtéloparista {6’2 -4 g
6=a-q

Sopivalla ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan a = 6,9 ja
qg=1,0121...

Maapallon vékiluku noudattaa siis funktiota f{x) = 6,9 - 1,0121...".
Ratkaistaan yhtalo f{ix) = 10.
Sopivalla ohjelmalla yhtélon ratkaisuksi saadaan x = 30,721... = 31.

Muuttuja x on aika vuodesta 2010 léhtien, joten maapallon vékiluku
ylittdd 10 miljardia vuonna 2041.

Vastaus: vuonna 2041
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b) Merkitddn muuttujalla x aikaa vuosina alkaen vuodesta 1960.

Tiedetéddn, ettd funktion kuvaaja kulkee pisteiden (0; 3,0) ja (30; 5,3)
kautta, kun funktion arvo on maapallon vékiluku miljardeina.

3,0=a-q"

Ratkaistaan luvut a ja g yhtéloparista { 3 30
3=a-q

Sopivalla ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan a = 3,0 ja
g=1,0191...

Maapallon vékiluku noudattaa funktiota f{x) = 3,0 - 1,0191...".
Ratkaistaan yhtdlo f{x) = 10.

Sopivalla ohjelmalla yhtélon ratkaisuksi saadaan x = 63,467..., joten
aikaa kuluu tdméin ennusteen mukaan 63,467... vuotta vuodesta 1960

alkaen, eli 13,467... vuotta vuodesta 2010 alkaen.

Kohdan a mallin mukaan aikaa kuluu 30,721... vuotta vuodesta 2010
alkaen.

Ennusteilla on eroa 30,721... a—13,467...a=17,253... a= 17 a.

Vastaus: 17 vuotta alemmin
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125A. Kun muuttujat x ja y ovat suoraan verrannollisia, kuvaaja on origon kautta
kulkeva suora. Viittdma A sopii siis kuvioon II.

Kun muuttujat x ja y ovat kdéntden verrannollisia, muuttujan x arvon
kaksinkertaistuessa muuttujan y arvo pienenee puoleen. Pisteet (0,5; 2),
(1,1) ja (2, 1) ovat kuvion 3 kéyralld, joten kuvio III néyttéisi kuvaavan
kddntden verrannollisuutta. Vaittdma B néyttdisi siis sopivan kuvioon III.

Viittdméan C mukaan y kaksinkertaistuu aina, kun muuttuja x kasvaa
yhdelld. Pisteet (0,1), (1, 2) ja (2, 4) ovat kuvion V kéyréll4, joten
véaittdima C ndyttiisi sopivan kuvioon V.

Viittdiman D mukaan y puolittuu aina, kun x kasvaa yhdella. Pisteet (1, 4),
(2,2)ja (3, 1) ovat kdyrdlla IV, joten viittdma D ndyttdisi sopivan kdyrdian
IV. Pisteet (0, 5), (1; 2,5) ja (2; 1,25) néyttéisivit olevan kuvion I kayralla,
joten vdittdma D néyttéisi sopivan my0s kdyrdén 1.

Viittdmén E mukaan y on suoraan verrannollinen muuttujan x nelioon.
Muuttujan arvojen x =0, x =1, x =2 jax =3 neliét ovat 0, 1,4 ja 9.
Kayrilld VI on pisteet (0, 0), (1, 1), (2, 2) ja (3; 4,5), joiden y-koordinaatit
ovat edelld mainittujen muuttujan x nelididen puolikkaita, joten kayralla
VI y néyttéisi olevan suoraan verrannollinen muuttujan x nelioon.
Viittdma E nédyttéisi siis sopivan kdyréédn 6.

Vastaus: A: II; B: III; C: V; D: 1jaIV; E: VI
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126B. a) Myynti kasvaa lineaarisesti, joten myyntid kuvaa suora.

TAPA 1:
Mééritetddn suoran kulmakerroin, kun tiedetdén, ettd suora kulkee
pisteiden (0, 15 500) ja (2, 56 500) kautta.

_56500—15500

k 2-0

=20500

Suoran yhtilé on muotoa y =20 500x + b.

Koska helmikuun alussa eli hetkelld 0 leipaé oli myyty 15 500 kg,
suoran vakiotermi on b = 15 500.

Suoran yhtilo on siis y =20 500x + 15 500.
TAPA 2:

Piirretddn ohjelmalla suora pisteiden (1, 15 500) ja (3, 56 500) kautta ja
madritetddn suoran yhtalo.

Amyynti (kg)
60000
2, 56500)
500001 £ .y — 20500x + 15500
40000
30000
20000
(0, 15500)
10000
aika (kk)
0 05 1 15 2 25

Kysytty funktio on f{x) =20 500x + 15 500.

Vastaus: f{x) =20 500x + 15 500
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b) Funktio f'kuvaa eksponentiaalista kasvua. Piirretddn ohjelmalla
eksponenttifunktion kuvaaja, joka kulkee pisteiden (1, 15 500) ja
(3, 56 500) kautta ja madritetdén funktion lauseke.

Amyynti (kg)

70000

60000
50000 f(x) — 15500 - 1.91*
40000
30000
20000

10000

aika (kk)
0 05 1 15 2 25

Funktion lauseke on f{x) = 15 500 - 1,91".

Vastaus: fix) =15 500 - 1,91"
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¢) Madritetddn a- ja b-kohtien mallien mukaiset ennusteet leivan
myynnille kalenterivuoden eli 11 ensimmaéisen kuukauden aikana.

TAPA 1:

Lineaarisen mallin mukaan myyty mééra kilogrammoina on
SA11)=20500- 11 + 15 500 =225 500 = 241 000.

TAPA 2:

Madritetdédn suorien y = 20500x + 15 500 ja x = 11 leikkauspiste
ohjelman avulla.

300000Amyynti (kg)

250000

200000

150000

100000

50000

.
f .y = 20500x + 15500

1, 2

41000)

ka (k)

10

12

Leikkauspiste on (11, 241 000), joten leipdd myytiin kalenterivuoden
aikana lineaarisen mallin mukaan 241 000 kg.

Mairitetdén eksponenttifunktion f{x) = 15 500 - 1,91" kuvaajan ja
suoran x = 11 leikkauspiste ohjelman avulla.
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Amyynti (kg)

20000000

15000000

10000000

%0000 £ () = 15500 - 1.91

aika (kk)
12

Leikkauspiste on (11, 19 044 686,2), joten eksponentiaalisen mallin
mukaan leipdd myytiin kalenterivuoden aikana 19 044 686,2 kg.

19 044 686,2
241000

mallin mukaan 7902,359... % — 100 % = 7802,359... % = 7800 %
enemman kuin a-kohdan mallin mukaan.

Koska =79,02359..., niin leipdd myydéén b-kohdan

Vastaus: 7800 % enemmaén
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127B. a) Lineaarisen mallin kuvaaja on suora. Merkitddn vuosilukua kirjaimella
x ja nelibvuokraa kirjaimella y, jolloin suora kulkee pisteiden
(1985; 3,20) ja (2000, 10) kautta.

TAPA 1:
Maidéritetddn suoran kulmakerroin.
p=0=32 _68_; 453

2000-1985 15

Suoran yhtilé on muotoa y = 0,453...x + b. Sijoitetaan yhtdloon
pisteen (1985; 3,20) koordinaatit ja ratkaistaan vakiotermi b.

3,20=0,453...-1985+D
b =-896,666...

Suoran yhtilo on y = 0,453...x — 896,666... .

Lasketaan vuokra vuonna 2025 sijoittamalla x = 2025 suoran yht&l66n.
y=0,453... - 2025 — 896,666... =21,333... = 21

Vuokra vuonna 2025 on noin 21 €/m>.
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TAPA 2:
Piirretddn ohjelmalla suora pisteiden (1985; 3,20) ja (2000, 10) kautta.

12Anelisvuokra €

2000, 10
f:y=0.45x — 896.67 ¢ i)

/o vuogi.

1980 1985 1990 1995 2000 2005

Madritetddn nelidvuokraa kuvaavan suoran ja suoran x = 2025
leikkauspiste ohjelman avulla.

hnelisvuokra €) /

20 | 21.33)

15|f : y = 0.45x — 896.67

(1985, 3.2)

/ vl
/ 1980 1990 2000 2010 2020 2030

Leikkauspiste on (2025; 21,33), joten neliovuokra on vuonna 2025
noin 21 €.

Vastaus: 21 €/m?
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b) Midritetdin 58 m?:n kokoisen asunnon vuokran méiirin lauseke. Se
saadaan kertomalla nelidhinta y luvulla 58.

Vuokra on 58 - (0,453...x — 896,666...). Piirretddn kuvaaja sopivalla
ohjelmalla.

Vastaus:
Avuokra (€)

1200
1000
800

600

400 NECTE
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025 2030
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128B. a) Valitaan muuttujaksi x vuosien madrad alkaen vuodesta 2000 ja
muuttujaksi y kehitysyhteistydrahan méaird miljardeina euroina

Sovitetaan aineistoon lineaarinen malli sopivalla ohjelmalla.

1400ARaha (milj. €)

1200
1000

800

"999—

400

200

Aika (vuotta)
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 =

Malliksi saadaan y = 31,28x + 595,117.

Sovitetaan aineistoon toisen asteen polynominen malli sopivalla
ohjelmalla.

1400ﬂRaha (milj. €)

1200

1000

600

200

Aika (vuotti!

o 7 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Malliksi saadaan y = —9,972x* + 260,625x — 604,791.

Vastaus: y = 31,28x + 595,117 ja y = —9,972x” + 260,625x — 604,791
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b) Koska malleissa muuttuja on vuosien maaré alkaen vuodesta 2000,
ennuste vuoden 2020 kehitysyhteistydrahalle saadaan mallien ja suoran
x =20 avulla.

Lineaarinen malli:
\Raha (mil. €) xE20

1400

1200

1000

800

y_

400

200

Aika (vhiotta)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0

Kohdan a mallin mukaisen suoran ja suoran x = 20 leikkauspiste on
(20; 1220,711), joten a-kohdan malli ennustaa vuoden 2020
kehitysyhteistydrahaksi noin 1220 miljoonaa euroa.

Toisen asteen polynominen malli:

ARaha (milj. €) xE 20
1400

1200
1000
800
600
400

200

Aika (viiotta)
0 7 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Kohdan b mallin mukaisen paraabelin ja suoran x = 20 leikkauspiste on
(20; 619,095), joten a-kohdan malli ennustaa vuoden 2020
kehitysyhteistydrahaksi noin 620 miljoonaa euroa.

Vastaus: 1220 miljoonaa euroa ja 620 miljoonaa euroa
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129A. a) Puumassan tilavuus kyseisind ajanhetkind saadaan laskemalla funktion
farvot kohdissa ¢ = 10, 20, 30 ja 40 sopivalla ohjelmalla.

£(10)=0,0513- "' =0,10125...~ 0,101
£(20)=0,0513- "% =0,19987...~ 0,200
£(30)=0,0513- "% = 0,39452... ~ 0,395
£(40)=0,0513- "% = 0,77875...~ 0,779

Vastaus: 0,101 m*; 0,200 m*; 0,395 m*ja 0,779 m’

b) Koska malli on eksponentiaalinen, puumassa kasvaa aina yhtd monta
prosenttia vuodessa. Talloin se kasvaa myds kymmenessd vuodessa
aina yhtd monta prosenttia.

Lasketaan, kuinka monta prosenttia f{10) on arvosta f{0) = 0,0513.

£(10) _ 0,10125...
£(0) ~ 0,0513

=1,97387...

Puumassan tilavuus kasvaa 10 vuoden aikana
197,387... % — 100 % = 97,387...% = 97,4 %.

Lasketaan, kuinka monta prosenttia f{1) on arvosta f{0) = 0,0513.

£() 0,0513- "%
£(0) " 0,0513

=1,07036...

Puumassan tilavuus kasvaa vuodessa
107,036... % — 100 % = 7,036... % = 7,0 %.

Vastaus: 97,4 % ja 7,0 %
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130B. a)

Maankuoren ldmpdétila kasvaa lineaarisesti. Merkitdédn syvyytta
kilometreind kirjaimella /. Selvitetdédn lampdtilaa Celsiusasteina
kuvaavan suoran kulmakerroin, kun tiedetdédn, ettd suora kulkee
pisteiden (0, 10) ja (10, 170) kautta.

4217010 _ 160 _

~10-0 10 =16

Lampotila kasvaa kilometrin matkalla 16 °C.

Vastaus: 16 °C

b) Koska lampétila kasvaa lineaarisesti, lampdtilan lauseke on muotoa

T(h)=kh + b.

Kohdan a mukaan kulmakerroin k£ = 16.

Koska lampétila 0 kilometrin syvyydelld on 10 °C, vakiotermi on
b=10.

Lampdtilaa kuvaa funktio 7(4) = 164 + 10.

500 AT (°C)

300 T(h) - 16h + 10

htkm)
20

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Vastaus: 7T(h) = 164 + 10
Ratkaistaan yhtélo 7(4) = 100 ohjelmalla.
164+ 10=100

Ohjelmalla ratkaisuksi saadaan 4 = 5,625.
Lampétila on siis 100 °C noin 5,6 kilometrin syvyydessa.

Vastaus: 5,6 kilometrin syvyydella
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131B. a) Ennusteen mukaan vuonna 2014 asukasluku on 607 417 ja vuonna
2018 se on 628 894.

Sijoitetaan yhtdloon y = a(x — 2014) + b vuoden 2014 tiedot x = 2014
jay =607 417. Ratkaistaan yht&losta vakio b.

607 417 = a(2014—2014) + b
607417 =a-0+b
b=607417

Sijoitetaan yhtdloon y = a(x — 2014) + b vuoden 2018 tiedot x = 2018
jay =629 894 seki vakio b = 607 417. Ratkaistaan yhtdlosta vakio a.

628 894 = (2018 —2014) + 607 417
Ratkaisuksi saadaan ohjelmalla a = 5619,25.
Vastaus: a = 5619,25, b =607 417
b) Sijoitetaan a-kohdassa saadut vakioiden a ja b arvot seké ajankohta
x =2030 yhtéloon y = a(x — 2014) + b ja lasketaan asukasluku
vuonna 2030.
y=15619,25(2030 — —2014) + 607 417 = 697 325
Lasketaan vuoden 2014 ja 2030 vékilukujen erotus.

697 325 — 607 417 = 89 908 = 90 000.

Asukasluku kasvaa aikavililld 2014—2030 ennusteen mukaan noin
90 000 asukkaalla.

Vastaus: 90 000 asukkaalla
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¢) Asukasluku vuonna x on y = 5619,25(x —2014) + 607 417.
Piirretddn asukasluvun kuvaaja vililld 2014 <x <2030 sopivalla
ohjelmalla.

Vastaus:
Aasukasluku

800000
750000
700000

650000

Vuogsi
6000 -
2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024 2026 2028 2030
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132B. a) Valitaan muuttujaksi x vuosien madré alkaen vuodesta 2000.

Sovitetaan aineistoon lineaarinen malli.

APinta-ala (tuhatta ha)

250

200

150 y = 3,03571x + 141,07143

100

50

Aika (vuottg
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Malliksi saadaan y = 3,03571x + 141,07143.

Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

Pinta-ala (tuhatta ha)

250

y = 142,17994 - 1,01818"

200

150

100

50

Aika (vuotta)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Malliksi saadaan y = 142,17994 - 1,01818".

Vastaus: y =3,03571x + 141,07143 ja y = 142,17994

- 1,01818"
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b) Vuonna 2017 on kulunut 17 vuotta vuodesta 2000.
Selvitetdan a-kohdan mallien mukaiset arviot vuoden 2017
luomuviljelypinta-alasta mallien ja suoran x = 17 avulla.

Pinta-ala (tuhatta ha)

200 y =3,03571c + 141,07143 ©

150

100

Aika (vuot‘t_@_
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Kohdan a lineaarisen mallin ja suoran x = 17 leikkauspiste on
(17; 192,678...), joten lineaarisen mallin mukaan luomuviljelypinta-ala
oli noin 193 000 hehtaaria vuonna 2017.

Pinta-ala (tuhatta ha)

250

20 y = 142,17994 - 1,01818" . L/

Y
°
°
150 /

— °

100

50

Aika (vuotl@_

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Kohdan b eksponentiaalisen mallin ja suoran x = 17 leikkauspiste on
(17; 193,136...), joten eksponentiaalisen mallin mukaan
luomuviljelypinta-ala oli noin 193 000 hehtaaria vaonna 2017.

Vastaus: 193 000 ha ja 193 000 ha
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¢) Lasketaan, kuinka monta prosenttia b-kohdan tulokset ovat
toteutuneesta peltopinta-alasta.

Lineaarinen malli:

192,678...

263 =0,73261...

Lineaarisen mallin mukaan vuoden 2017 tulos poikkeaa
100 % — 73,261... % =26,738... % =~ 27 % alaspdin vuoden 2017
toteutuneesta peltopinta-alasta.

Eksponentiaalinen malli:

193,136...

63 - 0,73436...

Eksponentiaalisen mallin mukaan vuoden 2017 tulos poikkeaa
100 % — 73,436... % =26,563... % =~ 27 % alaspdin vuoden 2017
toteutuneesta peltopinta-alasta.

Vastaus: 27 % alaspéin ja 27 % alaspéin
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133B. a) Lasketaan, kuinka monta prosenttia luku 1 460 500 on Iuvusta
422 500.

1460500

122500 3,45680...

Maksuhairioiden lukumaééra kasvoi
345,680...% — 100 % = 245,680... % =~ 246 %.

Vastaus: 246 %

b) Koska vuotuisen vihenemisprosentin oletetaan olevan sama,
maksuhdirididen oletetaan vihenevén eksponentiaalisesti. Télloin
maksuhéirididen miird noudattaa funktiota 1 460 500 - ¢*, jossa x on

vuodesta 2011 kulunut aika.

Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siitd muutoskerroin q.
1 460 500¢* = 422 500

Ohjelmalla saadaan ratkaisuksi ¢ = +0,73338...

Koska muutoskeroin ¢ ei voi olla negatiivinen, se on g = 0,73338..., ja
maksuhdiridt vihenevit tavoitteen mukaan vuosittain

100 % — 73,338... % =26,661... % = 26,7 %.

Vastaus: 26,7 %
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134B. a) Jattikynttildn korkeutta kuvataan suoran avulla. Tiedetdén, ettd suora
kulkee pisteiden (0, 100) ja (450, 0) kautta.
Lasketaan suoran kulmakerroin.

k 0-100 2

T450-0 9

Kynttilan pituus on 100 cm, kun siti ei ole poltettu viela laisinkaan.
Suoran vakiotermi on siis » = 100.

Suoran yhtilé on y = —%z +100

Vastaus: k=—§, b=100

y=—%t+100

b) Ratkaistaan yhtélopari .
y=120-0,005¢>

Sopivalla ohjelmaa yhtéloparin ratkaisuksi saadaan
t=-44,813... jay=109,958... tai t = 89,258... jay = 80,164...

Negatiivinen aika ei kdy, koska malli ei sovellu ajanhetkiin, joina
kynttiloité ei vield oltu sytytetty.

Kynttildt ovat yhté pitkid, kun ne ovat palaneet 89,258... h =90 h.

Vastaus: 90 tunnin palamisen jdlkeen
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135B. Valitaan muuttujaksi x vuosien madrd vuodesta 1980 lahtien. Sovitetaan
aineistoon polynomi, jonka asteluku on valittavissa.

Kun valitaan asteluvuksi kaksi, saadaan toisen asteen polynominen malli.

12hicsvijoita (milj.)
A

f (x) = 0.00838 x? — 0.32629 x + 9.55956

Aika (vuoﬁi )
0 10 20 30 40 50 60

Valitsemalla asteluvuksi 3 saadaan kolmannen asteen polynominen malli.

12hKavijgita 4milj.)
| e

f(x) = —0.00026 x* +0.0225 2 — 0.51354 x + 9.78984

Vastaavasti voidaan valita neljdnnen tai viidennen asteen polynominen
malli.
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T\vKKéivijiiité (mill)_ 4
———

f(x) = 0.00004 x* — 0.00322 x° -+ 0.09261 x> — 1.0143 x +

Aika vuottig

0 10 20 30 40 50 60

2hKavisits (i) -5

f(x) = 0x° —0.00017 x* +/0.00398 x> — 0.00997 x* — 0.5

Aika gvuotti)

0 10 20 30 40 50 60

Vuodesta 1980 on kulunut 50 vuotta vuoteen 2030. Malleista parhaiten
aineistoon néyttdisi sopivan kolmannen asteen malli.

Vuonna 2030 on kulunut 50 vuotta vuodesta 1980.

Madritetdén kolmannen asteen mallin mukainen ennuste elokuvissa
kévijoiden méérélle vuonna 2030 mallin ja suoran x = 50 avulla.

12AKavijgita 4milj.) %=50
1 e

f(x) = —0.00026 x* + 0.0225 x* — 0.51

Aika (vuatt,
o 10 20 30 40 o 60
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Kolmannen asteen mallin kdyrén ja suoran x = 50 leikkauspiste on (50;
7,82209), joten kolmannen asteen mallin mukaan vuonna 2030
suomalaiset kdyvit elokuvissa noin 7,8 miljoonaa kertaa.

Toiseksi parhaiten aineistoon néyttdisi sopivan 4. tai 5. asteen
polynominen malli. Valitaan néistd yksinkertaisempi.

AKavijoita (mill)_ 4 X L 50
35 1 5

30

f(x) = 0.00004 x* — b1l x? — 1.0143 x +

Aika (vuottg

0 10 20 30 40 90 60

Neljannen asteen mallin kdyrén ja suoran x = 50 leikkauspiste on
(50; 32,09712), joten neljannen asteen mallin mukaan vuonna 2030
suomalaiset kdyvit elokuvissa noin 32,1 miljoonaa kertaa.
Lasketaan kuinka monta prosenttia ennusteet poikkeavat toisistaan:
7,822 =0,243...

32,097...

Pienempi ennuste on 100 % — 24,3... % = 75,6... % = 76 % pienempi
kuin suurempi ennuste.

Vastaus: 7,8 miljoonaa kertaa, 32,1 miljoonaa kertaa, 76 %
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136A. Tulkitaan kuvaajissa positiivisen nopeuden suunnan olevan ylospéin tai
sivuttaisen liikkkeen tapauksessa liikkkeen alkuperéisen suunnan mukainen.

a) Pallo on levossa, kun se on koko ajan samassa paikassa, eli paikka on

vakio ja nopeus on nolla. Tdhén sopivat paikan kuvaaja 3 ja nopeuden
kuvaaja L.

Vastaus: 3, L

b) Kun pallo vierii vaakasuoralla tasolla, sen nopeus on suunnilleen vakio

ja paikka kasvaa tasaisesti. Tdhdn sopivat paikan kuvaaja 5 ja
nopeuden kuvaaja M.

Vastaus: 5, M

Kun pallo vierii vaakasuoralla tasolla ja palloa lydodéén mailalla
litkkkeen suuntaan, pallon nopeus on ensin vakio, kunnes lyontihetkelld
nopeus kasvaa ékillisesti suuremmaksi vakioksi. Télloin paikka kasvaa
tasaisesti ensin pienemméllé ja lyonnin jilkeen suuremmalla
nopeudella. Tdhan sopivat paikan kuvaaja 1 ja nopeuden kuvaaja P.

Vastaus: 1, P

d) Kun pallo vierii vaakasuoralla tasolla, tormia esteeseen ja kimpoaa

takaisin tulosuuntaansa, pallon nopeus on ensin positiivinen vakio ja
torméyksen jilkeen negatiivinen vakio. Télloin paikka ensin kasvaa
tasaisesti ja sitten vihenee tasaisesti. Tdhdn sopivat paikan kuvaaja 2 ja
nopeuden kuvaaja K.

Vastaus: 2, K

Kun pallo heitetédén pystysuoraan yldspéin, pallolla on positiivinen
alkunopeus. Sitten nopeus pienenee tasaisesti ja muuttuu negatiiviseksi
pallon alkaessa pudota. Téllin pallon paikan kuvaaja on alaspiin
aukeava paraabeli. Tédhén sopivat paikan kuvaaja 4 ja nopeuden
kuvaaja O.

Vastaus: 4, O
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f) Kun pallo pudotetaan kiddestd, sen nopeus on aluksi nolla ja sitten
negatiivinen, koska pallo putoaa alaspiin. Pallon pompatessa lattiasta
nopeus muuttuu dkillisesti positiiviseksi, ja koska pallo alkaa
uudestaan pudota, nopeus vihenee tdmén jilkeen. Téllin paikan
kuvaaja muodostuu kahdesta alaspdin aukeavan paraabelin osasta.
Téhédn sopivat paikan kuvaaja 6 ja nopeuden kuvaaja N.

Vastaus: 6, N

SYVENNA YMMARRYSTA

137B. Koska radioaktiivisuus véhenee eksponentiaalisesti, sitd voidaan mallintaa
funktiolla f{x) = 25 - ¢%, jossa ¢ on muutoskerroin ja x aika vuorokausina.

Tiedetéén, ettd f{5) = 16,2. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan siitd
muutoskerroin q.

25.¢° =16,2

Sopivalla ohjelmalla saadaan g = 0,916..., joten f{x) =25 - 0,916...".
Kun niytteen aktiivisuus on puolittunut ensimméisesti mittauksesta, se on
12,5 kBq. Muodostetaan yht&lo ja ratkaistaan siitd puoliintumisaika x.

25-0916...7=12,5

Sopivalla ohjelmalla saadaan x = 7,988... = 8, joten radioaktiivisuuden
puoliintumisaika on noin 8 vuorokautta.

Lasketaan ndytteen aktiivisuus 10 vuorokautta ennen ensimmaista
mittausta.
f=10)=25-0,916...7'°=59,537... = 59,5

Néytteen aktiivisuus 10 vuorokautta ennen ensimmdisté mittausta oli noin
59,5 kBq.

Vastaus: 8 vrk, 59,5 kBq
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138B. Ratkaistaan suoran kulmakerroin.

3x+4y-5=0
4y =-3x+5 | :4
3 5
y:—Zx+Z

. 3.
Kulmakerroin on k& = —Z, joten suora on laskeva.

Ratkaistaan suuntakulman o suuruus.

3
tana =——
4
a=36,869...°
a ~36,9°

Vastaus: laskeva, —36,9°

139A. a) Tiedetddn, ettd f{2) = 0. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitd

vakio b.
%-2+b:0
3+6=0
b=-3

Vastaus: b =—3

b) Kohdan a perusteella f(x)= %x —3. Koska f{0) = =3, funktion f

kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, —3).

Vastaus: (0, —3)
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¢) Funktion f'kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on & = % Piirretdan

mallikuva.

1.5

a I_ g-

Ratkaistaan kysytty terdvé kulma o tangentin avulla.

Funktion kuvaajan ja x-akselin vélinen terdvéd kulma on
56,309...° =~ 56,3°.

Vastaus: 56,3°
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140B. Merkitién hiilidioksidipadstdjen médrdd vaonna 1990 kirjaimella a.
Tiedetdan, ettd a > 0.
Talloin hiilidioksidipdéstdjen maérd vuonna 2008 oli 1,39a.
Koska vuotuinen kasvuprosentti oletetaan vakioksi, padstdjen madraa

voidaan mallintaa eksponenttifunktiolla f{x) = a - ¢*, jossa x on vuodesta
1990 kulunut aika vuosina.

Vuonna 2008 oli kulunut 18 vuotta vuodesta 1990. Muodostetaan yhtilo
ja ratkaistaan siitd muutoskerroin g.

a-q"®=139%
Sopivalla ohjelmalla ratkaisuksi saadaan ¢ ==+1,01846...

Koska muutoskerroin ei voi olla negatiivinen, on ¢ = 1,01846... ja
fix)=a-1,01846..."

Vuonna 2015 oli kulunut 25 vuotta vuodesta 1990. Lasketaan
eksponentiaalisen mallin mukainen pééstdjen miard vuonna 2015.

f25)=a-1,01846...2=1,579...

Eksponentiaalisen mallin mukaan paastodt kasvoivat vuosina 1990-2015
yhteensd 157,9... % — 100 % = 57.9... % = 58 %.

Vastaus: 58 %
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141A. Madritetdan suoran y = —3x + 2 ja x-akselin leikkauspiste.

x-akselilla y = 0. Muodostetaan yhtal0 ja ratkaistaan siitd leikkauspisteen
x-koordinaatti.

3x+2=0
-3x=-2
io2
3

Suora y = —3x + 2 leikkaa x-akselin pisteessé (%,O).

Mairitetdédn vastaavalla tavalla suoran y = ax + 6 ja x-akselin
leikkauspiste. Jos a = 0, suoran yhtdlo on y = 6, eikd suora leikkaa x-
akselia. Oletetaan, ettd a # 0 ja ratkaistaan leikkauspisteen x-koordinaatti

yhtélon avulla.

ax+6=0
ax=-6  |:a(#0)
x=-0
a

Suora y = ax + 6 leikkaa y-akselin pisteessa (—2,0).

Jotta suorat erottaisivat x-akselista janan, jonka pituus on 3, on oltava
6_2 . 6_2

——==+3 tal ——==-3.
a 3 a 3

Ratkaistaan g ndistd yhtdloista.

—§=%+3

a 6_2

6_2.9 ~2=2-3
=S4 a 3
_221_31 tai a3
~1la=18  |:(~11) 7“=i§ I:7

a=-18 =7

11

1
Vastaus: a=——8 tai a =—
11 7
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142B. a) CRP:n pitoisuus voi nopeimmillaan kaksinkertaistua kahdeksan tunnin
vilein. Koska CRP télloin kaksinkertaistuu aina samassa ajassa, kasvu
on eksponentiaalista.

Merkitéén aikaa keskipdivistd alkaen tunteina kirjaimella ¢.

TAPA 1:
1
CRP voi nopeimmillaan kasvaa funktion f(¢)=a-2® mukaisesti,

jossa a on pitoisuuden alkuarvo.

Kello 18:00 on kulunut 6 tuntia keskipdivésta.
Jos CRP-pitoisuus on keskipaivilld 40, se voi olla kello 18

6
enimmilldén f(6)=40-2% =67,271...~67,3.
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TAPA 2:

Jos CRP kaksinkertaistuu kahdeksassa tunnissa, se on 80 kahdeksan
tunnin kuluttua. Piirretddn ohjelmalla sellaisen eksponenttifunktion
kuvaaja, joka kulkee pisteiden (0, 40) ja (8, 80) kautta.

aika !h
8

Kello 18 on kulunut 6 tuntia keskipaivastd. Maaritetdan
eksponenttifunktion kuvaajan ja suoran x = 6 leikkauspiste ohjelmalla.

SOACRP x=6
70

f(x) = 40-1.00%

aika !m

Leikkauspiste on (6; 67,27), joten CRP voi kello 18 olla korkeintaan
67,27 = 67,3.

Vastaus: 67,3
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b) Jos tulehdus on kadonnut, CRP-pitoisuus puolittuu 19 tunnin vélein.
Tama on suurin mahdollinen CRP-pitoisuuden alenemisnopeus.

TAPA 1:

£+
Pitoisuus noudattaa funktiota f(¢)=a-0,5'", jossa a on alkuarvo.

t
Jos alkuarvo on 100, pitoisuus noudattaa funktiota f(¢)=100-0,5".

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité, kuinka pitké aika kuluu,
ennen kuin pitoisuus on laskenut arvoon 10.

€t
100-0,5" =10

Yhtilon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla ¢ = 63,116..., joten
aikaa kuluu vahintéén 63 tuntia eli 2 vuorokautta ja 15 tuntia. Téllin
on torstai ja kello on 3 yolla.
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TAPA 2:

Kun CRP-pitoisuus on 19 tunnin kuluttua puolittunut, sen arvo on 50.
Piirretdén ohjelmalla sellaisen eksponenttifunktion kuvaaja, joka
kulkee pisteiden (0, 100) ja (19, 50) kautta.

140ACRP

120

Tooy

30\
f(x) = 100-0.96*

60

40

20

aika (m

Madritetdén ohjelman avulla eksponenttifunktion ja suoran y = 10
leikkauspiste.

140pcRP
i
100

80

f(x\ = 100 - 0.96*

60

40

20

aika gm

0 10 20 30 40 50 60 70

Leikkauspiste on (63,12; 10), joten aikaa kuluu véhintddn 63 tuntia eli
2 vuorokautta ja 15 tuntia. T4lloin on torstai ja kello on 3 y6ll4.

Vastaus: torstaina klo 3
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143B. a) Suodatin poistaa yhdelld suodatuksella 96 % bakteereista, joten
bakteereista jéa jiljelle 100 % — 96 % =4 %.

Bakteerien miiri kahden suodatuksen jilkeen on a - 0,04% = 0,0016a,
jossa a > 0 on alkuperiinen bakteerien maird. Bakteereista on siis
kahden suodatuksen jélkeen jéljelld 0,16 %, joten niistd on suodatettu
100 % — 0,16 % = 99,84 % =~ 99,8 %.

Vastaus: 99,8 %

b) Kun bakteereista on poistettu 99,9995 %, niisté on jéljelld 0,0005 %.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité tarvittava suodatusten mééra x.

a - 0,04" = 0,000005a

Yhtélon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla x = 3,792..., joten
vesi on suodatettava vihintdin nelj kertaa.

Vastaus: véhintdin 4 kertaa

¢) Kun bakteereista on poistettu 99,9995 %, niisté on jéljelld 0,0005 %.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd tarvittava muutoskerroin g,
kun kaksi suodatusta riittaa.
a - ¢*=0,000005a
Yhtélon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla ¢ =£0,00223...

Koska muutoskerroin ei voi olla negatiivinen, on g = 0,00223...

Bakteereista poistuu tilldin yhdelld suodatuskerralla
100 % — 0,223... % =99,776... % =~ 99,78 %.

Vastaus: 99,78 %
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144B. Kun radioaktiivisen aineen madra on vahentynyt 0,043 %, ainetta on
jéljelld 100 % — 0,043 % = 99,957 % alkuperéisestd.

Merkitédédn aineen alkuperdistd médraa kirjaimella a. Tiedetdédn, ettd a > 0.
Aineen méard vuoden kuluttua on 0,99957a.

Koska aineen mairalla on puoliintumisaika, aineen méard vahenee
eksponentiaalisesti noudattaen funktiota f{x) = a - ¢*, jossa ¢ on
muutoskerroin ja x aika vuosina.

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siitd muutoskerroin q.
a-q'=0,99957a

Yhtilon ratkaisu on g = 0,99957.

Aineen méadrd on puolittunut, kun f{x) = 0,5a.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd puoliintumisaika a vuorokausina.
a -0,99957 = 0,5a

Yhtilon ratkaisuksi saadaan sopivalla ohjelmalla 1611,623..., joten
puoliintumisaika on 1611,623 a = 1600 a.

Vastaus: 1600 vuotta



