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4 LUKUJONOT JA SUMMAT

145A. Madritetdan lukujonon (a,) kolme ensimmaisti jésentd ja sadas jasen aioo
sijoittamalla jasenten jdrjestysluvut yleisen jdsenen a, lausekkeeseen.

a) Yleisen jasenen lauseke on a, = 4n + 3.
a=4-1+3=7
a=4-2+3=11
a3=4-3+3=15
aio =4-100+3 =403

Vastaus: a1 =7, a2 =11, a3 =15 ja aioo =403

b) Yleisen jasenen lauseke on a, =4 - 3".

a=4-3"=12
a=4-3*=36
a;=4-3>=108

ao=4-3"=2,061...-10%=2,06 - 10*
Vastaus: a1 = 12, a» = 36, a3 = 108 ja aipo = 2,06 - 10*
146A. a) Aritmeettisen lukujonon erotusluku d on perdkkiisten jésen erotus,
jotend=8—-1=7.
Vastaus: d =7
b) Geometrisen lukujonon suhdeluku ¢ on perdkkéisten jasenten
osamadrd, joten g = 12_ 6.

2

Vastaus: g =6
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147A.

148A.

Merkinté a; = 2 tarkoittaa, ettd lukujonon kolmas jésen on 2, joten
merkintd A ja kuvaus IV kuuluvat yhteen.

Merkinté a, = 3 tarkoittaa, ettd lukujonon toinen jésen on 3, joten
merkintd B ja kuvaus I kuuluvat yhteen

Merkinté a, = 2 tarkoittaa, ettd lukujonon jokainen jdsen on 2, joten
merkintd C ja kuvaus V kuuluvat yhteen

Merkinté d = 3 tarkoittaa, ettd lukujonon erotusluku on 3, joten merkinti
D ja kuvaus II kuuluvat yhteen.

Merkinté a, = n tarkoittaa, ettd lukujonon jésen on sama kuin jdsenen
jarjestysluku, joten lukujono on 1, 2, 3, ... eli positiivisten

kokonaislukujen jono. Merkinti E ja kuvaus III kuuluvat siis yhteen.

Vastaus: A: IV, B: [, C: V, D: Il ja E: I

Mairitetdén jésenet a», a3 ja as.
a2=1,5-a27|=1,5-a1=1,5'6=9
=15 a-1=15-a2=15-9=13,5
ar=15-a1-1=15-a3=1,5-13,5=20,25

Vastaus: a, =9, a3 = 13,5 ja a4-20,25
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149A. a) Aritmeettisen lukujonon 1, 4, ... erotusluku on d =4 — 1 = 3, joten sen
yleinen termi on
an=ar+(n—1)-d=1+(n—-1)-3=1+3n—-3=3n-2.

Lasketaan kymmenes termi sijoittamalla yleisen termin lausekkeeseen
jérjestysluku n = 10.

611023 -10—2=28
Kymmenes termi on siis a0 = 28.

Vastaus: ajo =28

2 1
- onon 2.4 _4.2_A 3 2
b) Geometrisen lukujonon 39 suhdeluku on g = 03 g 73
3 1
. . 4 2_8
joten kolmas termi on a, =a, - q =93 27

Vastaus: a, = 27



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

150A. a) Aritmeettisen lukujonon yleinen jdsen on
a=atm—1)-d=5+m—-1)-(-2)=5-2n+2=-"2n+7.

Havainnollistetaan lukujonoa koordinaatistossa.
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b) Muodostetaan yleisen jisenen lausekkeen avulla yhtilo ja tutkitaan sen
avulla, onko luku —18 lukujonon jisen.

—18=-2n+7
2n=125 |:2
n=12,5

Koska n = 12,5 ei ole positiivinen kokonaisluku, luku —18 ei ole
lukujonon jésen.

Vastaus: ei ole
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151B. a) Geometrisen lukujonon yleinen jdsen on
an=ay-q" '=13-5""1

Havainnollistetaan lukujonoa koordinaatistossa.
&y
8000
7000
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4000
3000
2000

1000

Vastaus: a, = 13 - 5" !,

8000
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6000
5000
4000
3000
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1000
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b) Muodostetaan yleisen jasenen lausekkeen avulla yhtilo ja tutkitaan sen
avulla, kuinka mones lukujonon jasen luku 8125 on.

8125=13-5"" |:13
5" =625
5n71 :54

Koska yhtélon vasemman ja oikean puolen potenssien kantaluvut ovat
samat, on eksponenttienkin oltava samat.

n-1=4
n=>5

Luku 8125 on lukujonon viides jdsen.

Vastaus: viides

152B. a) Geometrisen lukujonon 3, 6, 12, 24, ... ensimmmadinen jdsen on a; = 3

ja suhdeluku g =g =2, joten sen analyyttinen sddntd on

ap=ay-q" " '=3.2""1
Vastaus: a, =3 - 2" !

b) Geometrisen lukujonon 3, 6, 12, 24, ... ensimmdiinen jdsen on a; = 3 ja
a-kohdan perusteella suhdeluku ¢ = 2. Lukujonon jésen saadaan siis
kertomalla edellinen jdsen luvulla 2, ja lukujonon rekursiivinen sdénto

ona;=3,a,=2a,-1,n=2,3,4, ...

Vastaus: a1 =3, a,=2an-1,n=2,3,4, ...
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¢) Madritetddn lukujonon 20. jasen taulukkolaskentaohjelmalla kayttden
b-kohdan sddntdd. Lasketaan ensin soluviittauksen avulla toinen jasen.

A

=2"A1

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

A
3
6
12
24
48

18 | 393216
19 | 786432
20 | 1572864

Lukujonon 20. jésen on ax = 1 572 864.

Vastaus: axo=1 572 864
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153B. a) Aritmeettisen lukujonon 4, 12, ... erotusluku on d =12 — 4 = 8.
Lasketaan lukujonon kolmas jisen soluviittausta kéyttéden.

A

A
2 12
3 |=A2+8

Kopioidaan kaava riveille 1-10.
A

12

4

2

3 |

4| 28
5 | 36
6 44
7| 52
8 | 60
9 68
10 76

A | A |
1| 4 1 4
2 | 2 2 12
3 20 3| 20
En 28 4 | 28
5 % 5 | 36
6 44 8 | 44
7 52 7 | 52
8 60 g | 60
9 | 68 9 | 68
10 76 10 | 76
11 =SUMMA(ATAT0) | 4y | 400

Lukujonon kymmenen ensimméisen jisenen summa on 400.

Vastaus: Sjo =400
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b) Geometrisen lukujonon 4, 12, ... suhdeluku on g = % =3. Lasketaan

lukujonon kolmas jdsen soluviittausta kéyttéen.

A

L
2 12
3 =23

Kopioidaan kaava riveille 1-10.

A |
4

12

36
108
324
972
2916
8748
26244
78732

—
(=]

A | A |

1 4 1 4
2 | 12 2 | 12
3 | 6 3 36
4 108 4| 108
5 | 324 5 324
6 | 972 6 972
7| 2916 7| 2916
8 | 8748 8 | 8748
9 | 26244 9 26244
10 78732 10 78732
1 [summaatato]l | 41 | 118096]

Lukujonon kymmenen ensimmaéisen jasenen summa on 118 096.

Vastaus: Sio=118 096
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a +a,

154A. a) Aritmeettisen summan kaavan S, =n- perusteella lausekkeessa

12.2+24

yhteenlaskettava 24 ja yhteenlaskettavien madard on 12. Summan arvo
on 12- 2+24 26

ensimmdiinen yhteenlaskettava on 2, viimeinen

> =12-7=12~13=156.

Vastaus: 2, 24, 12, 156

. 1-¢4"
b) Geometrisen summan kaavan S, = al(qu) perusteella lausekkeessa
s(-2%) ~
—[—,  ensimméinen yhteenlaskettava on 5, suhdeluku 2 ja

yhteenlaskettavien lukumééra 8. Summan arvo on

5(1—28)_5(1—256)_5(—255)_1275
-2 -1 - e

Vastaus: 5, 2, 8, 1275
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155A. a) Geometrisessa summassa
2+6+18+54+ 162+ 486+ 1458 + 4374 + 13 122 ensimméiinen
yhteenlaskettava on a; = 2 ja yhteenlaskettavien lukumé&éra n = 9.

Vastaus: a1 =2,n=9

b) Suhdeluku on g = g =3.
Vastaus: ¢ =3
¢) Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla S, = %_qq), kun

ensimmdinen yhteenlaskettava on a; = 2, suhdeluku g = 3 ja
yhteenlaskettavien méérd n = 9.

_ 79
S9=%=19682

Vastaus: S= 19 682
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156A. a) Aritmeettisessa summassa 4 + 7 + ... + 31 ensimmaiinen

yhteenlaskettava on a; = 4 ja viimeinen a, = 31.

Vastaus: a; =4, a, =31

b) Yhteenlaskettavien lukuméérd on viimeisen yhteenlaskettavan a,-31

¢)

jérjestysluku.

Sijoitetaan aritmeettisen lukujonon yleisen jésenen kaavaan jonon
ensimmadinen jdsen a; = 4, erotusluku d =7 —4 =3 ja n:s jdsen a,=31.

Ratkaistaan yhtélostd viimeisen yhteenlaskettavan jarjestysluku .

a=ar+(n—1)-d
31=4+(mn—1)-3

31=4+3n-3
3n=30 II: 3
n=10
Vastaus: 10
) _ a, +a,
Lasketaan summa aritmeettisen summan kaavalla S, =n- 7 kun

yhteenlaskettavien méérd on n = 10, ensimméinen yhteenlaskettava
a1 =4 ja viimeinen yhteenlaskettava ajo = 31.

4+31
2

S, =10- =175

Vastaus: S1o=175
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VAHVISTA OSAAMISTA

157A. Aritmeettisessa lukujonossa perdkkéisten jésenten erotus on vakio.

a)

Lasketaan perékkaisten jdsenten erotukset.

az—a1=9—1=8
a3—a2=17—9=8

Koska perdkkiisten jidsenten erotukset ovat yhtd suuria, lukujono voi
olla aritmeettinen.

Vastaus: voi

b) Lasketaan perdkkiisten jasenten erotukset.

az—a1=14—9=5
a3—a2=9—5=47’:5

Koska perédkkiisten jédsenten erotukset eivit ole yhté suuria, lukujono
ei voi olla aritmeettinen.

Vastaus: ei voi

Lasketaan perdkkdisten jasenten erotukset.

Koska perdkkaiisten jésenten erotukset ovat yhtd suuret, lukujono voi
olla aritmeettinen.

Vastaus: voi
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158A. Geometrisesséd lukujonossa perdkkéisten jasenten suhde on vakio.
a) Lasketaan perdkkéisten jasenten suhteet.

a, -4
—_—=—= —4
a 1
a4 16
—_—= — = —4
a, -4

Koska perékkiisten jdsenten suhteet ovat yhtd suuria, lukujono voi olla
geometrinen.

Vastaus: voi

b) Lasketaan perdkkaisten jasenten suhteet.

bH_5_1
a 15 3
4G _1.,1
a2_5¢3

Koska perékkiisten jésenten suhteet eivit ole yhtd suuria, lukujono ei
voi olla geometrinen.

Vastaus: el voi

¢) Lasketaan perdkkdisten jasenten suhteet.

a, 3 1
a 6 2
3
a_2_ 3,311
a, 3 27 23 2

Koska perékkiisten jdsenten suhteet ovat yhtd suuria, lukujono voi olla
geometrinen.

Vastaus: voi
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159A.

TAPA 1:
Lukujonon 8, 16, 32, 64, ... ensimméinen jdsen on a; = 8 ja suhdeluku

_16_, . L
q="g= 2, joten sen yleinen jésen on

an=8 '2n71:23 _2n*1 :22 _21 .21171:4 _21+n*1:4 .o
Lukujono A ja sdant6 II kuuluvat siis yhteen.

. ensimméinen jésen on a; = 4 ja suhdeluku

Lukujonon 4, 2, 1, é

g= 2 _ 1 joten sen yleinen jasen on a, = 4- (l)n 1.
42’ n ?

Lukujono B ja sdant6 VI kuuluvat siis yhteen.
Lukujonon 2, 4, 8, 16, ... ensimméinen jdsen on a; = 2 ja suhdeluku
q= % =2, joten sen yleinen jisen on @, =2-2""' =2"""=2",

Lukujono C ja séédnto6 I kuuluvat siis yhteen.

Lukujonon %,%,%,%,m ensimmadinen jésen on q, =% ja suhdeluku
1112 1
I=4'5=41=2 joten sen yleinen jdsen on
Ly
“2\2 2 '

Lukujono D ja sdéntd IV kuuluvat siis yhteen.

Lukujonon 4, 8, 16, 32, ... ensimmaéinen jisen on a; = 4 ja suhdeluku
8 .. o
q=74= 2, joten sen yleinen jasen on

a,=4-2"",

Lukujono E ja sdantd III kuuluvat siis yhteen.
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Lukujonon 2, 1, ,%, ... ensimmadinen jisen on a; = 2 ja suhdeluku

< N

qg= %, joten sen yleinen jdsen on
n-1
a, = 2(1) =2

s 2] 5 2 e

Lukujono F ja sdédntd V kuuluvat siis yhteen.

Vastaus: A: I, B: VL C: [, D: IV, E: lll jaF: V

TAPA 2:
Lasketaan lukujonojen [-VI ensimmaéisii jéseniéd sddntdjen avulla ja
yhdistetddn sddnnot jonoihin A—F.

Saanto 1
a,=2"
611:21:2
612:22:4
(13223:8
ar=2'=16

Joten lukujono C ja séédnt I kuuluvat yhteen.

Saanto 11
a,=4-2"
a,=4-2"=8
a,=4-2"=16
a,=4-2=32
a,=4-2" =64

Joten Iukujono A ja sddnto II kuuluvat yhteen.
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Saanto I11
an=4-2"_1
a,=4-2"=4.2"=4
a,=4-2""=4.2'=38
a,=4-2""=4.2"=16
a,=4-2"=4.2"=32

Joten Iukujono E ja sdénto 111 kuuluvat yhteen.

Saanto IV

cofy

<[

Il
—_—
N | —

—
Il

1N
N
Il

S —
o
Il

—_—
(3]
| Il
N E

Q)
£
1

{
w
Il
—_—

-
=
|
—_
(o))

Joten lukujono D ja sddntd [V kuuluvat yhteen.

S#ints V
0
a,—4-(%)1=4-%:2
a2=4'(%)2=4%=1
oeeflf o33
a4:4.(%)4:4%:1

Joten lukujono F ja sdéntd V kuuluvat yhteen.
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Sddnto VI

n—1

)
=
Il
N
—_
N[ —
==

1-1 0
el oy -

2-1 1
aes) o1 -

1 3-1 1 2
w=tly) =4z -
1\ 1) _1
w4 {3] =4{3] 3

Joten lukujono B ja sddntd VI kuuluvat yhteen.

Vastaus: A: II, B: VL C: [, D: IV, E: [lljaF: V

160A. a) Sievennetiddn lukujonon lauseke
ap,=8+(m—1)-5=8+5n—-5=3+5n.

Huomataan, ettd lukujonon jdsenen arvo kasvaa aina 5:114, kun
jarjestysluku kasvaa 1:114. Lukujonon ensimmaiinen jdsen on

ar=8+ (1 —1)-5=38, joten lukujonon rekursiivinen sdantd on a; = 8§,
an=an-1+35.

Vastaus: a1 =8, a,=a,-1+5

b) Huomataan, etti lukujonon a, =9 - 7" jisenen arvo tulee aina 7-
kertaiseksi, kun jirjestysluku kasvaa 1:1la. Ensimmaéinen jésen on
a1=9-7""=9-1=09, joten lukujonon rekursiivinen sdintd on siis

a1=9,a,=7a,-1.

Vastaus: a1 =9, a, = Ta, -1
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161A. a) Aritmeettisen lukujonon yleinen jidsen on a, =a; + (n — 1) - d, joten
neljasjasenonas=a1+(4—-1)-d=a1+3-(-4)=a1 — 12.

Toisaalta tehtdvanannon tietojen mukaan neljds jdsen on a4 = 13.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd ensimmaéainen jésen aj.

a —12=13
a, =25

Lukujonon ensimmaéinen jésen on siis a; = 25.

Koska ensimmadinen jésen on a; = 25 ja erotusluku d = —4, yleinen
jasenona,=25+m—1) - (-4)=25-4n+4=—4n+29.

Vastaus: a; =25, a, = —4n + 29

b) Lasketaan lukujonon 80. jésen sijoittamalla yleisen jdsenen
lausekkeeseen jarjestysluku n = 80.

aso=—4-80+29=-291
Vastaus: ago = —291

¢) Muodostetaan yleisen jdsenen avulla yhtilo ja tutkitaan sen avulla,
kuinka mones lukujonon jasen luku —163 on.

—4n+29=-163
—4n=-192 || :(—4)
n=48

Luku —163 on lukujonon 48. jéasen.

Vastaus: 48. jasen
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162B. TAPA I:
Geometrisen lukujonon yleinen jésen on a, = a; - ¢" ' ja sen periikkisten
jasenten suhde on g = 4, joten sen kolmas jésen on
a=a-¢ '=a-q¢=a-4=16a.
Toisaalta tehtivanannon mukaan kolmas jasen on a3 = 96.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd lukujonon ensimmaiinen jésen a;.

16a, =96 |:16
a, =6

Lukujonon ensimmadinen jdsen on a; = 6 ja sen perakkaisten jasenten
suhde on ¢ = 4, joten sen yleinen jisen on a, =6 - 4" .

Muodostetaan yleisen jdsenen avulla yhtild ja tutkitaan sen avulla, onko
luku 98 304 lukujonon jasen.

6-4""' =98304 |:6
4" =16384
n—1=1log,16384
n—-1=7

n=238

Luku 98 304 on lukujonon 8. jasen.
Vastaus: on

TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon jdsenid kolmannesta
jasenestd 96 eteenpdin kertomalla edellinen jasen luvulla 4. Huomataan,
ettd luku 98 304 lukujonon jésen.

A6 - Jr =A5*4
A B @ D

1 96

2 384

3 1536

4 6144

5 24576

6 98304)

7

Vastaus: on
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163A. a) Kun aritmeettisen lukujonon viidenteen termiin as = —9 lisdtaan
erotusluku 13 — 5 = 8 kertaa, saadaan 13. termi a3 = —41.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siiti erotusluku d.

—9+8d =-41
8d=-32  |:8
d=-4

Lukujonon erotusluku on d = —4.

Kun erotusluku d = —4 lisdtddn ensimmaiiseen termiin a; neljd kertaa,
saadaan 5. termi as = —9. Muodostetaan yht4lo ja ratkaistaan siitd
ensimmdinen termi a;.

a +4-(-4)=-9
a,—-16=-9
a =7

Lukujonon ensimmdinen termi on a; = 7.

Vastaus: d=-4,a,=7
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b) Kun geometrisen lukujonon neljés jasen as = 48 kerrotaan neljasti
suhdeluvulla g, saadaan kahdeksas jésen as = 768. Muodostetaan
yht&lo ja ratkaistaan siitd suhdeluku g.

48¢* =768 |:48

q* =16
g =316
qg==2

Suhdeluku on g =2 tai g = —2.

Kun lukujonon ensimmdinen jdsen a; kerrotaan suhdeluvulla ¢ = £2

kolmesti, saadaan neljds jasen a4 = 48. Muodostetaan yhtilo ja
ratkaistaan siitd ensimmaéinen jésen a;. Tutkitaan ensin tapaus g = 2.

a2 =48
8a, =48  |:8
a, =6

Jos g =2, niin ensimméinen jdsen on a; = 6. Tdlldin yleinen jésen on
ap=ar-q" '=6-2""",

Tutkitaan sitten tapaus g = —2.

a,-(-2)’ =48
—8a, =48 [ :(-8)
a,=-6
Jos g = —2, niin ensimméinen jdsen on a; = —6. Talldin yleinen jidsen

ona,=ai-q" '=—6-(-2)"".

Vastaus: g=2jaa,=6-2" '"taig=—2jaa,=—6-(-2)""".
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164A. a) Lasketaan yrityksen liikevaihto syyskuussa, joka on vuoden 9.
kuukausi.

L(9) =25 000+ 4000 - 9=61 000
Liikevaihto oli 61 000 €.
Vastaus: 61 000 euroa

b) Liikevaihdon lausekkeessa kuukauden jirjestysluku kerrotaan luvulla
4000, joten liikevaihto kasvoi kuukaudessa 4000 €.

Vastaus: 4000 euroa
¢) Tutkitaan yhtdlon avulla, missé kuussa litkevaihto ylitti 50 000 €.
25000+ 40007 =50 000
4000n =25 000 || : 4000
n=06,25
Kuudentena kuukautena eli kesdkuussa liikevaihto oli vield alle
50 000 €. Liikevaihto ylitti 50 000 € seitseméntend kuukautena eli

heindkuussa.

Vastaus: heindkuussa
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165A. a) Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmdainen
jasen on a; = 1, suhdeluku g = 4 ja yhteenlaskettavien mééra n = 15.

1(1—415)
Sis=—7—4~ =357913941

Vastaus: S15 =357 913 941

b) Lukujonon ensimmdinen jisen on a; =4 - (—3)' = —12 ja toinen jésen
a> =4 - (-3)* = 36, joten suhdeluku on ¢ = Z—z = _3—162 =-3.

1

Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmdiinen
jésen on a; = —12, suhdeluku g = —3 ja yhteenlaskettavien méaira
n=15.

—12[1-(-3)"]

) - 06724

SIS =

Vastaus: S15s =—43 046 724

¢) Kun geometrisen lukujonon ensimmaéinen jasen a; kerrotaan
suhdeluvulla ¢ = 3, saadaan toinen jésen a, = 27. Muodostetaan yhtilo
ja ratkaistaan siitd ensimmaéinen jdsen aj.

a,-3=27 [:3
a, =9

Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmaéinen
jasen on a; = 9, suhdeluku ¢ = 3 ja yhteenlaskettavien méérd n = 15.

9(1-3")

3 = 64570077

SIS =

Vastaus: Si5 = 64 570 077
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d) Kun geometrisen lukujonon neljés jdsen as = 24 kerrotaan suhdeluvulla

¢q kolmesti, saadaan seitsemis jésen a7 =192. Muodostetaan yhtdlo ja
ratkaistaan siitd suhdeluku g.

24g° =192 |:24
q' =8
q=38
q=2

Suhdeluku on siis g = 2.

Kun lukujonon ensimmadinen jasen a; kerrotaan kolmesti suhdeluvulla
q = 2, saadaan neljas jasen a4 = 24. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan
siitd ensimmaiinen jdsen a;.

a2 =24
8a, =24  |:8
a, =3

Ensimméinen jdsen on siis a; = 3.

Lasketaan summa geometrisen summan kaavalla, kun ensimmdainen
jasen on a; = 3, suhdeluku ¢ = 2 ja yhteenlaskettavien mééra n = 15.

_3(1-2)

S5 =5 = 98301

Vastaus: S15 =98 301
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166A. a) Lukujonon ensimmaiinen jdsen on a; = 5 ja erotusluku d = 6, joten
30.jasenonaz=5+30—-1)-6=179.

Lasketaan 30 ensimmdisen jdsenen summa sijoittamalla aritmeettisen
summan kaavaan yhteenlaskettavien lukumééri n = 30, ensimmaiinen
jasen a; =5 ja 30. jésen asz = 179.

5+179

= 2760

S, =30-

Vastaus: S50 = 2760

b) Lukujonon ensimmaéinen jidsen on a; = 3200 ja erotusluku on
d=3100 — 3200 =-100, joten 30. jdsen on
az =3200+ (30 — 1) - (—100) = 300.

Lasketaan 30 ensimmadisen jdsenen summa sijoittamalla aritmeettisen
summan kaavaan yhteenlaskettavien lukuméaéra » = 30, ensimméinen
jasen a; = 3200 ja 30. jasen azo = 300.

S, =3o-w=52500

Vastaus: S50 =52 500

¢) Lukujonon ensimméinen jdsen on ¢, = —2 ja erotusluku on
d = 3. Lukujonon 30. jasen on a3p=—2+ (30 — 1) - 3 =85.

Lasketaan 30 ensimmadisen jisenen summa sijoittamalla aritmeettisen
summan kaavaan yhteenlaskettavien lukuméérd n = 30, ensimmaéinen
jasen a; = —2 ja 30. jdsen a3 = 85.

—2+4385

=124
2 5

S,, =30-

Vastaus: S50 = 1245
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167A. a) Aritmeettisen jonon erotusluku on d =a, —a, =7 - 3

yleinen jdsen on siis a, =a, +(n—1)-d :%+(n—l)- 1L
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd, kuinka monta jésenti
lukujonossa on.

3 11 _ .
SHn-1)-Z =117 -2
3+11(n—1)=234

3+11ln-11=234

11n—-8=234
11n =242 ||:11
n=22

Yhteenlaskettavien méara on siis n = 22.

Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien méérd » = 22, ensimmaéinen yhteenlaskettava a, = % ja

viimeinen yhteenlaskettava a», = 117.

2+117 2607
Sy =22 25— =00

2607
>

Kysytty summa on

Vastaus: S = 2607

2
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.. . . a +a )
b) Sijoitetaan aritmeettisen summan kaavaan S, =n L1 termien

summa S, = 961, jonon ensimmdinen termi a; = 1 ja n:s termi a, = 61.
Ratkaistaan saadusta yhtélostd yhteenlaskettavien maéré n.

1+61
l=n-
961=n >
_,.02
961=n D
31ln=961 ||:31
n=31

Luku 61 on siis jonon 31. termi.

Sijoitetaan aritmeettisen jonon yleisen termin kaavaan

ap=ai+ (n—1) - d termin jérjestysluku n = 31, ensimmaéinen termi
a1 =1ja31. termi a3; = 61. Ratkaistaan saadusta yhtélosta
erotusluku d.

61=1+(31-1)d

61=1+30d
30d = 60 |:30
d=2

Jonon yleinen termi on siis @ = a; +d = 1 +2 =3, joten jonon toinen
termi on a; = 3.

Vastaus: ax =3
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168B. Koska ponnahduksen korkeus on 0,8-kertainen edelliseen ponnahdukseen
verrattuna, ponnahdusten korkeudet muodostavat geometrisen lukujonon,
jonka suhdeluku on ¢ = 0,8.

Kun pallo osuu kymmenennen kerran lattiaan, se on pudonnut alaspdin 10
kertaa ja pompannut lattiasta 9 kertaa.

Pallo kulkee alaspéin pudotessaan metreini yhteensd matkan
1+0,8+0,8+...0,8.

Lasketaan summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan
ensimmdiinen yhteenlaskettava a; = 1, yhteenlaskettavien maard n = 10 ja
suhdeluku ¢ = 0,8.

1(1-0,8")
So=—T1gg =H463..

Pallo kulkee ylospéin noustessaan metreind yhteensid matkan
0,8 +0,8"+... 0,8

Lasketaan summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan

ensimmdiinen yhteenlaskettava a; = 0,8, yhteenlaskettavien médrd n =9 ja
suhdeluku g = 0,8.

~0,8(1-0,8)

0 —W = 3,463

Pallo kulkee yhteensé 4,463... m + 3,463... m=7,926... m~ 8§ m.

Vastaus: 8 metrid
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169A. Lukujen 1000 ja 2000 vilissé olevien 13:1la jaolliset luvut muodostavat
aritmeettisen lukujonon, koska perdkkéisten jédsenten erotus on luku 13.
Pienin luvulla 13 jaollinen, lukujen 1000 ja 2000 vélissa oleva luku on
1001 =77 - 13 ja suurin 1989 = 153 - 13. Yhteenlaskettavien lukuméaara
on viimeisen yhteenlaskettavan a, - 1989 jarjestysluku.

Sijoitetaan aritmeettisen lukujonon yleisen jésenen kaavaan jonon
ensimmdinen jasen a; = 1001, erotusluku d = 13 ja n:s jasen a,=1989.
Ratkaistaan yhtdlostd viimeisen yhteenlaskettavan jérjestysluku n.

a=ar+mn—1)-d
1989=1001 +(n—1)- 13
1989=1001 + 13n— 13
13n=1001 [|: 13
n=77

Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien mééra n = 77, ensimmdinen yhteenlaskettava a; = 1001
ja viimeinen az; = 1989.

100141989

S, =777

=115115

Kysytty summa on 115 115.

Vastaus: 115 115
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170B. Rahaa siirtyy tilille euroina 100 + 100 - 3 + 100 - 3%+ ...

Joka vaiheessa tilille siirtyvien rahojen mééra kolminkertaistuu, joten
siirretyt rahaméarat muodostavat geometrisen lukujonon, jonka suhdeluku
on g = 3.

TAPA 1:

Muodostetaan n:ssé ensimmaéisesséd vaiheessa siirrettyjen rahaméérien
summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimméinen
yhteenlaskettava a; = 100 ja suhdeluku g = 3.

100(1-3") 100(1-3") \
S, =—1—3 =5 ~=-50(1-3").

Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan sen avulla, kuinka monen vaiheen
jélkeen tililld oleva rahasumma ylittda 54 100 000 000 euroa.

~50(1-3")=54100000000 ||:(-50)
1-3" =—1082 000 000
—3"=-1082000001  ||-(-1)

3" =1082 000 001
n=1log,1082 000 001
n=18,934...

Tililld oleva rahasumma ylittd4 54 100 000 000 euroa 19. vaiheen jélkeen.

Vastaus: 19 vaiheen jilkeen
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TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla tilille siirtyvdn rahan méaéra
jokaisessa vaiheessa kertomalla edellinen luku aina 3:1la. Lasketaan
viereiseen sarakkeeseen tilille kertyvan rahan méaéara.

Havaitaan, etta tilill4 oleva rahasumma ylittad 54 100 000 000 euroa 19.
vaiheen jélkeen.

B20 - Jr =B19+A20
A B C

1 100 100
2 300 400
3 900 1300
4 2700 4000
5 8100 12100
6 24300 36400
7 72900 109300
8 218700 328000
9 656100 984100
10 1968300 2952400
11 5904900 8857300
12 17714700 26572000
13 53144100 79716100
14 159432300 239148400
15 478296900 717445300
16 1434890700 2152336000
17 4304672100 6457008100
18 12914016300 19371024400
19 38742048900 58113073300
20 | 1,16226E+11| 1,74339E+11]

hS]
=

Vastaus:

19 vaiheen jilkeen
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171B. a) TAPA I:
. _ _12 5 52 52 .
Lukujonon erotuslukuon d =a, —a,=—=-2= 2§—2 =3 joten

5
2_10,2 2 2 8
) 5=5T5nTE IS
Téll6in jonon sadas termi on 4, =%-IOO+§ =40+1%=41%=¥.

lukujonon yleinen termi on a, =2+ (n—1

Lasketaan sadan ensimmaéisen termin summa sijoittamalla
aritmeettisen summan kaavaan yhteenlaskettavien mééra n = 100,
ensimmdinen yhteenlaskettava a; = 2 ja viimeinen yhteenlaskettava

208
oo =75
24 208
Si =100+ =2 =2180

Jonon sadan ensimmaisen termin summa on 2180.

Vastaus: Si00 = 2180

TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon 100 ensimmaista

jésentd ja niiden summa.

Havaitaan, ettd summa on 2180.

A2 - J =A1+2/5
A B C D E

1 2

2 24

3 2,8

4 272

A101 - fe | =SUMMA(A1:A100)
A B C D E F

99 41,2

100 41,6

101 2180

102

Vastaus: Sigo = 2180
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b) TAPA 1:

Lukujonon suhdeluku on ¢ = &b _12 2= é.
a 5 5

Lasketaan sadan ensimmadisen termin summa sijoittamalla geometrisen
summan kaavaan ensimmaéinen yhteenlaskettava a; = 2, suhdeluku

q =g ja yhteenlaskettavien maird n = 100.

=828179735,220...

Jonon sadan ensimmaisen termin summa on
828 179 735,220... = 828 000 000.

Vastaus: Sioo = 828 000 000
TAPA 2:
Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon 100 ensimmaista

jasentd ja niiden summa.

Havaitaan, ettd summa on 828 179 735,2... = 828 000 000.

A2 - fi | =A1*6/5
A B C [

1 2

2 2,4]

3 2,88

A 2 ACK

A101 - Jr | =SUMMA(AL:A100)
A B c D

97 79878447 65

98 95854137,18

99 115024964,6

100 138029957,5

101 8281797352

4nn

Vastaus: Sio0 = 828 000 000
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172A. a) Muodostetaan lukujonon (a,) analyyttinen sddnto, kun a; = 4 ja

an+1=a, — 2,5. Vahentdmailla lukujonon jasenesti 2,5 saadaan
lukujonon seuraava jésen, joten lukujono on aritmeettinen ja sen
erotusluku on d =-2,5.

Koska lisdksi lukujonon ensimméinen jésen on a; = 4, niin lukujonon
analyyttinen sdanto on

a=atm—1)-d
=4+(n—1)-(-2,5)
=4-25n+2,5
=-2.5n+6,5.

Vastaus: a, = 2,51+ 6,5

b) Muodostetaan lukujonon (a,) analyyttinen sédéntd, kun a> = 10 ja

An+1= 2an-

Kertomalla lukujonon jisen luvulla 2 saadaan lukujonon seuraava
jasen, joten lukujono on geometrinen ja sen suhdeluku on ¢ = 2.
10 = a> = a1 +1 = 2ay, joten muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siitd
lukujonon ensimmaéinen jésen a;.

2¢,=10  |:2

Koska lukujonon ensimméinen jdsen on @; = 5, niin lukujonon
analyyttinen sdintd on
an=ar-q" " '=5-2""1

Vastaus: a, =5 - 2" !

Muodostetaan lukujonon (a,) analyyttinen sdantd, kun a; = -2 ja
an+1=0dpn.

Koska lukujonon jidsen on yhtd suuri kuin seuraava jasen, lukujono on
vakiojono —2, -2, -2, ...

Lukujonon analyyttinen sdénto on siis a, = —2.

Vastaus: a, = —2
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173B. Koska lukujonon seuraava termi on 5 % edellistd termid suurempi,
lukujono on geometrinen ja sen suhdeluku on ¢ = 1,05. Koska liséksi
ensimmainen termi on 2, n:s termi on a, = aig" ' =2 -1,05" .

TAPA 1:
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan sen avulla, kuinka moni jonon termi
on pienempi kuin 1000 miljoonaa.

2-1,05"" =1000 000 000 [:2
1,05"" =500 000 000
n—1=log, ,; 500 000 000
n—1=410,535...
n=411,535...

Jonon 411 ensimmaisti termié ovat pienempid kuin 1000 miljoonaa.
Lasketaan ndiden termien summa geometrisen summan kaavalla
sijoittamalla siithen ensimmaiinen termi a; = 2, suhdeluku ¢ = 1,05 ja
yhteenlaskettavien méérd n = 411.

2(1-1,05"")

Sy = 1105 - 20457940361,2...~ 20 500000 000

Kysytty summa on kolmen numeron tarkkuudella 20 500 000 000.

Vastaus: 411 termié, S41; =20 500 000 000
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TAPA 2:

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lukujonon termeji kertomalla aina
edellinen termi luvulla 1,05, kunnes 16ydetdén termi, joka ylittdd luvun
1000 miljoonaa.

Havaitaan, ettd ensimméinen termi, joka ylittdd luvun 1000 miljoonaa, on
412.termi. Siis 411 termid ovat pienempid kuin 1000 miljoonaa.

A412 - Je | =A411*105
A B c D
409 883616905 4
410 927797750,6
411 9741876382
412| 1022897020]

A12

Lasketaan ndiden summa.

Havaitaan, ettd summa on 20 457 940 361,2... =20 500 000 000.

A412 - Jr | =SUMMA(A1:A411)
A B C D
409 8836169054
410 927797750,6
411 074187638,2
412| 20457940361 i

A1

Kysytty summa on kolmen numeron tarkkuudella 20 500 000 000.

Vastaus: 411 termid, 20 500 000 000
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174B. Tutkitaan puun médran kehitystd taulukkolaskentaohjelmalla.

Lasketaan ensin soluviittauksen avulla puun maara vuoden kuluttua. Puun
maard alkuperdiseen verrattuna on 100 % + 17 % = 117 %. Kasvun
jilkeen puun méiri vihenee 16 m’.

A1 v| & 2 = |=A10*1,17-16
. e 8 | ¢ |
100
101
102,17
103,5389
105,140513
107,0144002
109,2068482
111,7720124
114,7732546
118,2847078

i 122,3931082]

12

Kymmenen vuoden kuluttua puuta on 122,393... =~ 122.

Vastaus: 122 m?
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175B. a) Alkuperdisen janan pituus /; = 1. Seuraavassa kuviossa janan
keskimmaiinen kolmannes korvataan kahdella janalla, joista
kummankin pituus on kolmasosa alkuperdisen janan pituudesta.

Talloin kédyran kokonaispituus kasvaa yhdelld kolmasosalla ja on §

alkuperdisestd. Toisessa kuviossa kdyrin pituus on /, = 3
Kolmannessa kuviossa jokaisen janan keskimméiinen kolmannes
korvataan kahdella janalla, joista kummankin pituus on kolmasosa

edellisen kuvionjanan pituudesta. Kolmannen kuvionkokonaispituus
on %-kertainen edelliseen kuvioon verrattuna.

Nain jatkamalla kdyrien pituudet muodostavat geometrisen lukujonon
[ = 1-(%)’1_l = (%)H, missé n on kuvion jéarjestysnumero.

1 n-1

b) Kirjoitetaan soluun A1 luku 1. Soluun A2 kirjoitetaan ”=4/3-A1” ja
kopioidaan solua A2 alaspdin.

A
EREE
2| 1m
3| 178
| 4| a3
5] 318
[ 6 | 421
(7] se2

B | 740
[ 9| 999
(10| 1332
11| 1778
|12 | 2368
13| 3157
| 14| 4208
|15 | 612
|16 | 7483
|17 | gor7
| 18 [13303

Pituus on yli 100-kertainen alkuperéiseen néhden 18. kuviossa.

Vastaus: 18. kuviossa
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SYVENNA YMMARRYSTA

22
176A. a) Summamerkinté Z (3+4n) tarkoittaa summaa, jossa lasketaan
n=0
yhteen lukujonon a, =3 + 4n jésenia.

Ensimmdinen yhteenlaskettava onap =3 +4 - 0 =3.
Toinen yhteenlaskettavaonay =3 +4-1=7.
Kolmas yhteenlaskettavaona, =3 +4 -2 =11.

Viimeinen yhteenlaskettava an =3 +4 - 22 =91.

Huomataan, ettd seuraava yhteenlaskettava saadaan, kun edelliseen
lisdtdadn luku 4, joten kyseessd on aritmeettinen summa.

Koska summan laskeminen alkaa indeksistd n = 0 ja pédttyy
indeksiin 22, yhteenlaskettavien lukumééra on 22 + 1 = 23.

Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien méérd n = 23, ensimmadinen yhteenlaskettava ao = 3
ja viimeinen yhteenlaskettava ax, = 91.

3+91

Sy =235

=1081

Kysytty summa on 1081.

Vastaus: 1081
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15
b) Summassa Z (=3)" lasketaan yhteen lukujonon a, = (-3)" jdsenia.
n=2
Ensimmiinen yhteenlaskettava on a, = (-3)* =
Toinen yhteenlaskettava on a; = (-3)° = —27
Kolmas yhteenlaskettava on as = (-3)* =

Vnmelnen yhteenlaskettava ais = (—3)'° = —14348907.
Huomataan, ettd seuraava yhteenlaskettava saadaan, kun edellinen
kerrotaan luvulla —3, joten kyseessd on geometrinen summa ja

suhdeluku on g = —3.

Koska summan laskeminen alkaa indeksistd n = 2 ja pééttyy
indeksiin 15, yhteenlaskettavien lukuméird onn =15 -1 = 14.

Lasketaan summa sijoittamalla geometrisen summan kaavaan

ensimmdiinen yhteenlaskettava a, = 9, suhdeluku ¢ = -3 ja
yhteenlaskettavien méérd n = 14.

S, = 9[1__ _ ors167s

Kysytty summa on —10 761 678.

Vastaus: —10 761 678
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177B. a)

b)

Laskemalla taulukossa auton arvo edelliseen vuoden arvoon verrattuna
huomataan, etté auton arvo nayttda alenevan 20 % vuodessa.

c3 v & 2 = ||=B3/B2
AL | 0B

1 |aika arvo
2 | 0 40000

4 2 25600 0,3
5 | 3 20480 038
6 | 4 16384 038
7| 5 131072 038
8 | 6 10485,8 0,300003052
9 | 7 838861 0,799997139

10

Vastaus: Auton arvo ndyttdd alenevan 20 % vuodessa.

Koska auton arvo alenee joka vuosi 20 %:1la, on auton arvo

100 % — 20 % = 80 % edellisen vuoden arvosta eli 0,80-kertainen
edellisen vuoden arvoon ndhden. Auton arvon vuonna n noudattaa siis
geometrista lukujonoa. Lukujonon ensimmaéinen jdsen on ao-40 000 ja
suhdeluku on g = 0,8. Auton arvon vuonna 7 on

a, =40 000 - 0,8" ",

Vastaus: a, =40 000 - 0,8" !
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¢) TAPA 1
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan sen avulla, kuinka monen vuoden

jilkeen auton ostamisesta sen arvo on kaavan mukaan laskenut
alle 2000 euron.

40000-0,8"" =2000 ||-40000
0,8""=0,05
n—1=log,;0,05
n=13,425..

Auton arvo on kaavan mukaan laskenut alle 2000 euron 14 vuoden
jélkeen auton ostamisesta.

Vastaus: 14 vuoden jilkeen

TAPA 2:

Kayttdmaélld b-kohdan kaavaa ja taulukkolaskenta ohjelmaa havaitaan,
ettd auton arvo on kaavan mukaan laskenut alle 2000 euron 14 vuoden
jélkeen auton ostamisesta.

A15 v & 2 = |=a14%08
B | C

40000
32000
25600
20480
16384
13107,2
10485,76
8388,608
6710,8864
10 | 5368,70912
11 | 4294,967296
12 | 3435,973837
13 | 2748,779069
14 | 2199,023256

= 1759,218604

1A

=R NN [=a WV, N (U]

w

Vastaus: 14 vuoden jilkeen
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178A. Geometrisen lukujonon perdkkéisten jasenten suhde on vakio.
a) Lukujonon ensimmdiset jésenet ovat 3, x ja 12. Muodostetaan yhtilo ja
ratkaistaan siitd x.

—_
o

=

(o)

= = =, walk
Il Il
HH @ W

—

)

(o)
2
(o))

Kun x = 6, niin jonon suhdeluku on g = g =2.

Kun x = —6, niin jonon suhdeluku on g = %6 =-2.

Vastaus: x=6jag=2,taix=—6jag=-2
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b) Lukujonon ensimmadiset jasenet ovat 4, x + 2 ja 36. Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan siitd x.

x+2 _ 36

4 x+2
(x+2)(x+2)=4-36
¥ +2x+2x+4=144

X’ +4x-140=0
—4+J47 —4.1-(~140)
= 21
oo —4£/16+560
2
_ —4+/576
T
o —hE24
2
x=—4;24 i x=—4;24
x=10 x=-14

Kun x = 10, lukujonon toinen jisen onx +2 = 10 +2 = 12, joten

_12_
q= 4 =3.

Kun x = —14, lukujonon toinen jasen on x + 2 =—14 + 2 =—12, joten
-12
=—==-3.
4

Vastaus: x=10jag=3,taix=—14jag=-3
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¢) Lukujonon ensimmadiset jasenet ovat 8, x ja x —2. Muodostetaan yhtdlo
ja ratkaistaan siitd x.

X _x-2

8 X

x* =8(x-2)

x*=8x-16
x*—8x+16=0

_ —(-8)£+/(-8) -4-1-16

re 5 21

_8£+0

)

,=8£0

2

x=4

T S §
Koskax—4,n11nq—8—2.

Vastaus: x =4 ja q =%
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179B. a) Kun aritmeettisen lukujonon ensimmadiseen termiin a; = 4 lisdtddn
erotusluku d neljésti, saadaan viides termi as = 1. Muodostetaan yhtdlod
ja ratkaistaan siita erotusluku d.

4+4d =1
4d=-3 |:4
-_3
d==3

Lukujonon yleinen termi on
a,=a +(n-1)d

=4+W—D(—%)

_4_3,.3
=4 4n+4
__3,.0
=N+t

Lasketaan lukujonon toinen, kolmas, neljds ja kymmenes termi
ohjelman avulla.

B
P4
a3
2
i
‘4
4ol
10 4
Vastaus: a, :%, a, —%, a, =7 ja ay :—1741
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b) Kun geometrisen lukujonon ensimmaéinen termi a; = 4 kerrotaan
suhdeluvulla g neljasti, saadaan viides termi as = 1. Muodostetaan
yht&lo ja ratkaistaan siitd suhdeluku g ohjelman avulla.

Ratkaise(4™g"4=1,q)

1ﬂ{ V2 \5}

1=-759=75

V2

Suhdeluku on siis g = —% tai g = -

Jos g = —% niin lukujonon yleinen termi on

— ,,,1_ ( \/—\nl
a=ag =475

Lasketaan ohjelman avulla lukujonon toinen, kolmas, neljés ja
kymmenes termi téssa tapauksessa.

—4( 25
( \/—\31
=472
( \/—\\4] \/5
( \/—\\101_ 1
=4-%) =g

Jos g = %, niin lukujonon yleinen termi on

(2
a,=aq"” =475 .
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180A. a)

Lasketaan lukujonon toinen, kolmas, neljas ja kymmenes termi tassa
tapauksessa.

wed() 2
(\/5\3—1
a, = kT =2

Vastaus: c]:—%,a2 =2V2,a,=2,a,=-2,a, =—\/§%

taiq=ﬁ,a =2\/§’a =2’a =\/§’a =\/§l
2772 3 4 10 g

Lukujonon jasen, jonka jarjestysluku onn — 1, on
an-1=k(n—1)+b=kn—k+b.

Vastaus: a,-1=kn—k+5b

b) Lasketaan lukujonon (a,) perdkkéisten jasenten erotus.

=y 1 =(n+b)—(kn—k+b)y=kn+b—kn+k—b=k

Koska perékkiisten jédsenten erotus on vakio, lukujono (a,) on
aritmeettinen.

Vastaus: —
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4 _2x

181B. a) Geometrisen lukujonon suhdeluku on g = = 2. Lasketaan

a
lukujonon kahdenkymmenen ensimméisen jasenen summa
sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimmaéinen
yhteenlaskettava a; = x, suhdeluku g = 2 ja yhteenlaskettavien maara
n=20.

x(1-2%)
SZO = T =1048 575x

Vastaus: S» =1 048 575x

. . a
b) Geometrisen lukujonon suhdeluku on ¢ = a—2 = % = x. Lasketaan
1
lukujonon kahdenkymmenen ensimméisen jisenen summa
sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimmaéinen
yhteenlaskettava a; = 1, suhdeluku g = x ja yhteenlaskettavien mééra

n=20.

1(1=x) oy
S = I—x  I-x

l_xZO

Vastaus: S,, = T
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182A. a) Lasketaan ensin lukujonojen (a») ja (b,) toinen ja kolmas jasen.

a2=5a1=5-4=20
a3:5a2:5-20:100
b2:2b1=2'3:6
b3=2b=2-6=12

Lasketaan lukujonon (c,) kolme ensimmaéisti jasenta.

ca=abi=4-3=12
02=a2b2=20-6=120
C3=a3b3=100' 12:1200

Vastaus: ¢1 =12, ¢2 =120 ja ¢3 = 1200

b) Kertomalla lukujonon (a,) jasen luvulla 5 saadaan lukujonon (a;,)
seuraava jésen, joten lukujono (a,) on geometrinen ja sen suhdeluku
g = 5. Lukujonon (a,) analyyttinen sdant6 on siis
ap=arg" '=4-5""

Kertomalla lukujonon (b,) jdsen luvulla 2 saadaan lukujonon (b,)
seuraava jasen, joten lukujono (b,) on geometrinen ja sen suhdeluku
q = 2. Lukujonon (b,) analyyttinen sdéntd on siis

bn = bl(]"_l =3. 2n—1‘

Vastaus: a, =4 - 5" 'jab,=3-2""!

¢) Lukujonon (c,) analyyttinen sddnt6 on
ci=ab,=4-5""".3.2""1=4.3. (5.2 '=12-10""".

Vastaus: ¢, = 12 - 10",
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183B. Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen ona,=a; +(n—1) - d.
Muodostetaan lausekkeet lukujonon ensimmaisille jasenille.

a2:a1+(2—1)-d:a1+d

a=a+@-1)-d=a+2d
a4=a1+(4—1)-d=a1+3d
a5=a1+(5—1)-d=a1+4d
a6:a1+(6—1)-d:a1+5d

Kolmen ensimmadisen jédsenen summa on —9, joten
art+ (a1 +d)+ (a1 +2d)=-9.

Kolmen seuraavan jédsenen summa on 9, joten
(a1 +3d) + (a1 +4d) + (a1 + 5d) = 9.

Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan siitd erotusluku d.

a,+(a, +d)+(a, +2d)=-9
(a, +3d)+(a, +4d)+(a, +5d) =9

3a,+3d =9 I-(=1)
3a,+12d =9
L [B3a=3d=9
3a,+12d =9
9d =18 |:9
d=2

Sijoitetaan d = 2 yhtdloon 3a; + 12d = 9.

3a,+12-2=9

3a,+24=9
3a,=-15 |:3

a, =-5

1

Yhtélopari voidaan ratkaista myos ohjelman avulla.
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Merkitédén ohjelmaan a; = a.

a+{a+d)+(a+2d)=-9
-+ 3a+3d=-9

(a+3d)+(a+4d)+(a+5d)=9
-+ Ja4+12d="9

3 181, $2}
Ratkaise: {{a= —5,d = 2}}

Aritmeettisen lukujonon ensimmaéinen jésen on a; = —5 ja erotusluku
d =2, joten sen yleinen jdsen on
ap=-5+mn-1)-2=-5+2n—-2=2n—-17.

Vastaus: a,=2n—17
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184A. Luvut 1, 2, 3, ..., m muodostavat aritmeettisen lukujonon, jonka
erotusluku on 2 — 1 = 1. Muodostetaan lauseke summalle
1 +2+3+ ...+ m sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien mééra m, ensimmaéinen yhteenlaskettava a; = 1 ja
viimeinen yhteenlaskettava m.

Muodostetaan edellisen lausekkeen avulla epayhtild ja ratkaistaan sen
avulla suurin luonnollinen luku m, jolle 1 +2 +3 + ... + m <462 241.

m-”ng462241 |-2

m(1+m)< 924482
m+m* <924482
m? +m—924482<0

Ratkaistaan vastaava yhtalo.

m’ +m—924482=0
- —1+41P —4-1-(-924482)

21
123697929
= 2
141923
m=—=
m=%:—96z tai m:#:%l

Negatiivinen luku ei tule kysymykseen, koska m on luonnollinen Iuku.
Kun m =961, summa on 462 241. Summa kasvaa, kun sithen lisdtdan
positiivisia yhteenlaskettavia, joten 961 on suurin sellainen luonnollinen
lukum,ettd 1 +2+3+ ... + m<462 241.

Vastaus: m = 961
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185B. a) Ensimmdisen kuution sdrmén pituus on 1 m.
Toisen kuution sdrmén pituus on 0,5 - 1 m = 0,5 m.
Kolmannen kuution sdrméan pituus on 0,5 - 0,5 - 1 m = 0,25 m.
n:nnen kuution sirmén pituus on 0,5" ' - 1 m.

Vastaus: 1 m, 0,5m, 0,25mja0,5" ' 1m

b) Kuutioiden pituudet muodostavat geometrisen jonon, jonka suhdeluku
on g =0,5.

TAPA 1:

Lasketaan 10 ensimmdisen kuution muodostaman pinon korkeus
sijoittamalla geometrisen summan kaavaan ensimmaéinen
yhteenlaskettava a; = 1, suhdeluku ¢ = 0,5 ja yhteenlaskettavien mééra
n=10.

1(1-0,5")
0= W = 1,9980

Pinon korkeus on 1,9980... m = 1,998 m.
Vastaus: 1,998 m

TAPA 2:

Lasketaan 10 ensimmadisen kuution muodostaman pinon korkeus
taulukkolaskentaohjelman avulla.

Havaitaan, ettd pinon korkeus on 1,9980... m = 1,998 m.

10 v B = ||=A9%05
B | C

I

|

1
05

0,25

0,125

0,0625
0,03125
0,015625
0,0078125
0,00390625

1,998046875 summa

2> i

;

Vastaus: 1,998 m
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¢) TAPA 1:

Lasketaan vastaavalla tavalla niiden pinojen korkeudet, joissa on 11,
12, 13 ja 14 kuutiota.

_1(-05") =1,99902... ~1,9990
11— 1_0,5 — b R

1(1-0,5")

S]Z :W: 1,99951z 1,9995
1(1-0,5%)

S13 :W: 1’99975z 1,9998
1(1-0,5")

S14 = W = 1,99987 ~ 1,9999

Pinon korkeuden arvot ovat 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja
1,9999 m.

Kun kuutioiden lukuméiéré kasvaa rajatta, pinon korkeus néyttaa
lahestyvian lukua 2 m.

Vastaus: 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja 1,9999 m; lukua 2 m
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TAPA 2:
Lasketaan taulukkolaskentaohjelman niiden pinojen korkeudet, joissa
on 11, 12, 13 ja 14 kuutiota.

B14 v & X = |=B13+A14
] A . C
1 1 1
2 0,5 1,5
"3 | 0,25 1,75
4 | 0,125 1,875
"5 | 0,0625 1,9375
6 0,03125 1,96875
7 0,015625  1,984375
3 0,0078125 19921875
9 0,00390625 1,99609375
10 | 0,001953125 1,998046875
11 0,000976563 1,999023438
12 0,000488281 1,999511719
0,000244141 1,999755859

:q 0,00012207[_1,99987793

Pinon korkeuden arvot ovat 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja
1,9999 m.

Kun kuutioiden lukuméiéra kasvaa rajatta, pinon korkeus néyttié
lahestyvin lukua 2 m.

Vastaus: 1,9990 m; 1,9995 m; 1,9998 m ja 1,9999 m; lukua 2 m
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186B. Lasketaan luvun /9 likiarvoja taulukkolaskentaohjelmalla eli jonon

X —l[2xn+ 92
(x,)

=3 ] jdsenid.
Jonon ensimmaéinen jisen on tehtdvéinannon mukaan x; = 1.
Lasketaan toinen jisen soluviittauksia kéyttden.

A |
1
2 =1/3281+9/(A12) |

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

A
1
3.666666666666666
2.667584940312213
2.199974562694804
2.086498753023521
2.080103525508573
2.080083823238522
2.080083823051904

Indeksin arvolla n = 7 pitdd ensimmaéisen kerran paikkansa, ettd lukujen
Xn = X7ja X, +1 = Xg seitsemdn ensimmaistd desimaalia ovat samat.

Vastaus: n =7
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187B. a) Kun lddkkeestd hividd 35 %, jiljelle jaa 100 % — 35 % = 65 %.
Tutkitaan taulukkolaskentaohjelmalla, kuinka paljon laékettd on
elimistdssi toisen annoksen ottamisen jélkeen.

A
60
2 |=0.65"A1+60 |

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

AL
1 60
2 | 99
3 | 12435
4
o

140.8275
151.53788

Toisen ladkkeenottokerran ladkettd on elimistdssd 99 mg ja viidennen
kerran jalkeen 151,537... mg = 150 mg.

Vastaus: 99 mg ja 150 mg
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b) Taulukoidaan ladkkeen méédrid vélittomaésti 1adkkeen oton jilkeen.

Ladkkeenottokerta Lidkkeen médré (mg)
1 60
2 0,65 - 60 + 60
3 0,65(0,65 - 60 + 60) + 60
=0,652- 60+ 0,65 - 60 + 60
4 0,65 - (0,65% - 60 + 0,65 - 60 + 60) + 60
=0,65% - 60 + 0,65% - 60 + 0,65 - 60 + 60
n 0,65"" - 60 +0,65"2 - 60 +...+ 0,65 - 60 + 60

Taulukon viimeisell4 rivilld on vélittdmasti #:nnen ladkkeenottokerran
jalkeen elimistossd olevan ladkkeen maira ja se saadaan laskettua
geometrisena summana, jossa a1 = 60 ja ¢ = 0,65.

g _a(-¢")_60-(1-0,65")  _60-(1-0,65")
" 1-¢  1-0,65 T 0,35

n

60-(1-0,65")

t. :
Vastaus 0.35

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla lisdd lukujonon jasenia.

6 15849962
7| 163.02475

8 165 96609
9 167 87796

10 16912067
39 | 17142856
40 | 17142857

41 17142857
42 | 171.42857
43| 17142857

Ladkkeen madrd niyttda lahestyvin arvoa 171,428... mg~ 171 mg.

Vastaus: 171 mg
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188A. Yhtildissd 2 =1+ 3 ja3*=1+ 3 + 5 oikealla puolella on vasemman
puolen kantaluvun verran perédkkaisié parittomia luonnollisia lukuja, joten
vastaava yhtild luvulle 4 on 4° =1 +3 + 5+ 7.

Parittomat luvut ovat muotoa a, =2n — 1, jossan=1,2,3, ...
Todistetaan, etti n’ =1+3+5+ ...+ 2n—1).

Summassa 1 +3 +5+ ... + (2n — 1) on perédkkdisid parittomia
luonnollisia lukuja, joten summa on aritmeettinen ja sen erotusluku on
d =2. Lasketaan summa sijoittamalla aritmeettisen summan kaavaan
yhteenlaskettavien mééra n, ensimmaéinen yhteenlaskettava a; =1 ja
viimeinen yhteenlaskettava a, = 2n — 1.

S = n1+(22n—1) =n1+22n_1 = nz—znzn-n =n’, miki oli osoitettava.

Vastaus: 4°=1+3+5+7
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189B. a) Esitetdén lukujonon rekursiivinen sdant6 fi = = 1, fu+2=fa+1+/n,

n=1,2,... sanallisesti: Lukujonon kaksi ensimmadisté jdsenti ovat
molemmat 1, ja lukujonon jdsen on kahden edellisen jdsenen summa.

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla soluviittausten avulla lukujonon
kolmas jasen.

A
‘I_ 1
2 | 1
3 |

=AT+A2

Kopioidaan kaava alemmille riveille.

A
1 1
2 | 1
3 2
4| 3
5 | 5
6 | 8
7| 13
8 | 21
9 | 34
10 | 55

Kysytyt jasenet ovat =2, fa=3,fs=5,f=8, =13, s =21, fo =
jafio=>55.

Vastaus: =2, f2=3,fs=5,f=28,/7=13, =21, fo =34 ja fio =55
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b) TAPA 1:
Kun n = 1, niin kaava saa muodon

f1=%(¢‘—(—¢)’1)— - (ca— 1¢) J—(co 30)

Sijoitetaan téhén kaavaan ¢ = %(1 ++/5 ) ja sievennetéan.

S B 8 WO W
h=5 (2l 1(14+45)
("5 Y o)
«/§L 2 1+\/§J
] (1+\/§)(1+\/—) 4
T 20+45)  2(1+45)
_ 1 1+J§+J§+5+ 4
5L 2(1+45)  2(1++5)
_ 1 6+2\/— 4
\/§ (1+\/_) (1+\/§)
1 104245
V5 2 (1+«/_)
__10+25
2J5(1++5)
__10+2V5
25 +245°
_2J5+10
2/5+2-5
_2J/5+10
2J5+10
=1

Koska fi = 1, kaava pitéd paikkansa.

Kun n = 2, kaava saa muodon f, = %((oz - (—(p)_z)-
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Sijoitetaan téhén kaavaan ¢ = %(1 ++/5 ) ja sievennetéan.

=g a0 5051 |
_ L1y 2 _ 1
e ]
_ 1|1 _ 1
_6_4(1+ﬁ)(1+\/§) (—5)2(1+J§)2}
11 ) I
=5 a5 ;(1+\/§+J§+5)}
1 ["V6425 0
V5| 4 L(6+2v5)
ZL_36+12J§+12J§+20_ 16
V5| 4(6+245) 4(6+245)
_ 1 36+244/5+20-16
V5 4(6+245)
__40+24V5
45(6+2+5)
__40+245
245 + 85"
_ 245 +40
24+/5 + 40
=1

Koska f>

= 1, kaava pitdd paikkansa.
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TAPA 2:
Kun n = 1, niin kaava saa muodon

L coy )LL) L[, 1)
fl—\/g((o -9)") G\, T 5\,

Sijoitetaan téhén kaavaan ¢ = %(1 ++/5 ) ja sievennetéan.

Sievennetddn lauseke sopivalla ohjelmalla muotoon 1.

Koska f; = 1, kaava pitéd paikkansa.

Kun n =2, kaava saa muodon f, = %(gf - (—go)’z).
Sijoitetaan tdhidn kaavaan ¢ = %(1 +/5 ) ja sievennetéén.

. s 1|1 : 1 2 .
Sievennetddn lauseke f[[aﬂ + \/5)} - [—5(1 + \/g)J } sopivalla

ohjelmalla muotoon 1.
Koska f, = 1, kaava pitéd paikkansa.

Vastaus: —
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¢) TAPA 1:

Ratkaistaan yhtild x* — x — 1 = 0 toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavalla.

o 2-1
MR EN]

2
xzé(li\/g)

Yhtdlon ratkaisut ovat siis %(1 + JE) =@ ja %(1 - x/g)

) - 1
Sievennetididn lauseke ——.

2) 1

1

4 %(1+£)
1-V5) )

1++/5
2(1-+5)

(1=V3)(1+45)

jonka jo todettiin olevan yhtilén x* — x — 1 = 0 toinen ratkaisu.
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TAPA 2:
Ratkaistaan yhtild x* — x — 1 = 0 toisen asteen yhtilon
ratkaisukaavalla.

2-1
MR EN]
2
1
X = 5(1 + \/g)
Yhtdlon ratkaisut ovat siis %(1 + JE) =@ ja %(1 - x/g)
Sievennetidin lauseke —é.
2) 1
Sievennetididn lauseke — ———— sopivalla ohjelmalla muotoon
H1+45) P !
%(l NE] ) , jonka jo todettiin olevan yhtilén x* —x — 1 = 0 toinen

ratkaisu.

Vastaus: —



