Huippu Kertaus ¢ Tehtdvien ratkaisut ¢ Kustannusosakeyhti6 Otava  paivitetty 30.7.2018

2 YHTALOITA

ALOITA PERUSTEISTA

51A. Luku on yhtdlon ratkaisu, jos luku toteuttaa yhtélon.
a) Sijoitetaan luku x = 3 yhtéloon.

2:3-6=0
0=0

Yht&l6 on tosi, joten x = 3 on yhtilon ratkaisu.
Vastaus: on
b) Sijoitetaan luku x = 3 yhtaloon.

2:34+5=3+7
11=10

Yhtilo on epétosi, joten x = 3 ei ole yhtdlon ratkaisu.

Vastaus: ei ole

52A. a)
5x—25=0
5x=25 |:5
x=5

Vastaus: x =5

b)
2x+9=5x-3
2x—-5x=-3-9
—3x=-12 [:(=3)
x=4

Vastaus: x =4
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53A. a)
2(x+4)-3=3x
2x+8-3=3x
2x—-3x=-8+3
-x==5 |:(-D
x=5

Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu alkuperdiseen yhtaloon.
2(5+4)—3=3-5
2:9-3=15
15=15

Yhtilo on tosi, joten x = 5 on yhtdldn ratkaisu.

Vastaus: x =5

b)
X, 2x _ )
35 =2 [-3
xX+2x=6
3x=6 ||:3
x=2

2 .
Ly22_9

3773
2 T4
3t372

6
5_»

3
2-2

Yhtild on tosi, joten x =2 on yhtilon ratkaisu.

Vastaus: x =2
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©)
x 6x-2
il B
x—(6x—2)=32
x—6x+2=32
—5x=30 [:(=5)
x=-6

Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu alkuperdiseen yhtiloon.

=6 _6:(0)-2_

4 4 8
g+% 8

%:8

8=8

Yhtilo on tosi, joten x = —6 on yhtélon ratkaisu.

Vastaus: x = -6
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54A. a) Yhtilo on toisen asteen yhtild, jonka kertoimet ovata=2,b=1 ja
¢ =—10. Sijoitetaan kertoimet ratkaisukaavaan ja sievennetdén lauseke.

x:—bi\/b2—4ac

2a
x_—JiJV—4Q{—m)
- 22
_ —1++/81
o= —1EV3L
4
M e
4
149 _8 _ .o -1-9_-10__5
x—4—4—2 ta1x—4—4—2

Vastaus: x =2 tai x = —%

b) Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =—1, b =-3 ja
c =4. Sijoitetaan kertoimet ratkaisukaavaan ja sievennetéén lauseke.

xz—bivb2—4ac

2a
(DB 4D 4
) 2:(-D)
_3+25
x_—
-2
_3%5
-2
_3+5_8 . 3-5_-2_
=T =5" 4 tai x ) 1

Vastaus: x=—4 taix =1
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¢) Yhtild on toisen asteen yhtild, jonka kertoimet ovata=1, b=-2 ja
¢ = 0. Sijoitetaan kertoimet ratkaisukaavaan ja sievennetéén lauseke.

= —b+~b* —4dac

2a
_ —(2)£(=2)* -4-1-0
t 21
Lo24
2
NVEY)
222 4 2-2_0
+ J—
x= > —2—2 tai x= 5 —2—0

Vastaus: x=2taix=0
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x+2y=-4 yhteenlaskumenetelmalla.
2x—-y=-3

Eliminoidaan ensin muuttuja x.

a) Ratkaistaan yhtélopari

x+2y=—4 |-(-2)

2x—y=-3
—2x—-4y =38
+| 2x-y=-3
2x+2x-4y—-y=8-3
=5y=5  [l:(=9)
y=-1

Sijoitetaan y = —1 ylempéén alkuperdiseen yhtdloon x + 2y = —4 ja
ratkaistaan x.

x+2-(-1)=—-4
x-2=-4
x=-2

Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu x = -2, y = —1 molempiin
yhtiloparin yhtiloihin.

2+2-(-1)=—4 2-(-2)—-(-1)=-3
—4=—4 -3=-3

Molemmat yhtélot toteutuvat, joten yhtiloparin ratkaisu on x = -2 ja
y=-1.

Vastaus: x=—2jay=-1
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b) Ratkaistaan yhtélopari Zy_—x 1+21_: 0 sijoitusmenetelmalld.
y—x+1=0
4y=12—-x
y=x-1
4y=12—-x

Sijoitetaan ylempi yhtdlo alempaan yhtiloon ja ratkaistaan saadusta

yhtélostd muuttuja x.

4-(x-D=12—-x
4x-4=12-x
5x=16 |5
x=18
5
Sijoitetaan x = % yhtdloon y = x — 1 ja sievennetdan.
- 16 _ 1= 16 _5 — 11
5 5 5 5
Tarkistetaan sijoittamalla ratkaisu x = 1?, y= % molempiin
yhtéloparin yhtildihin.
116, _ 15, 16
55 +1=0 4 5 12 5
5o 44 _60 16
s+1=0 575 5
0=0 44 _44

5 5

Molemmat yhtélot toteutuvat, joten yhtdldparin ratkaisu on x = % ja

_u
y 5 N
Vastaus: xz% ja yz%
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56A. a) Yhtilo on verranto. Ratkaistaan se kertomalla ristiin.

x+2_x-3
5 6
6(x+2)=5(x-3)
6x+12=5x-15
x=-27

Vastaus: x = —27

b) Ratkaistaan verranto kertomalla ristiin.

o Tow|x
I
® |w

I
oo
&

Vastaus: x = +3

¢) Ratkaistaan verranto kertomalla ristiin.

1_x

27 2}
27x* =8 |:27

oo
27

8

- 3=

YTN27
c=2
3

Vastaus: x = %
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57A. a)
4x’ =32 |:4
x =8
x=x/8
x=2

Vastaus: x =2

b)
5x*=5=0
5x*=5  |:5
xt=1
x=+N
x==1

Vastaus: x = £1

©)
1 sia-0
16
%xS =2 |16
x =-32
x=:/-32
x=-2

Vastaus: x = -2
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58A. a)
x* =64

x=%v64
x=18

Vastaus: x =18

b)
2V =64
27 =2°
y=6

Koska kantaluvut (2) ovat yhtdsuuret myds eksponenttien (y ja 6)

oltava yhtisuuret
Vastaus: y =6
c)
2 =64
z=3/64
z=4

Vastaus: z=4
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S9A. a)

Kun kantaluvut ovat yhtd suuret, myos eksponenttien oltava yhta
suuret.

Vastaus: x =1

b)

Vastaus: x = —1

2" =8’
2x :(23)2
2*=2°
x=06

Vastaus: x =6

d)
3x 23—5
3 =37
x=-5

Vastaus: x =—5
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e)

10* =1000
10" =10°
x=3

Vastaus: x =3

10 =0,01
__ L
10 100
|
10 =—

10?
10°=10"
x=-2

Vastaus: x =—2
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60A. Merkitddn matkan kokonaishintaa kirjaimella x. Alkuperdinen yhden
X
11
matkustajan hinta pieneni 10 eurolla. Yhden matkustajan hinnan lauseke

matkustajan hinta oli =. Kun matkustajia tuli kaksi lisdd, yhden

on siis % —10. Toisaalta yhden matkustajan hinta saadaan lausekkeella

%. Merkitéddn ndmé lausekkeet yhté suuriksi ja ratkaistaan matkan
kokonaishinta x.
X =X
11 10= 3
13) X 1) x |
1 13
13x  11x _
143 14310
2x )
a3 10 ||-143
2x=1430 ||:2
x=715

Matkan kokonaishinta oli 715 €, joten yhden matkustajan hinta oli
715€

Vastaus: 55 euroa
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61A. a) Merkitddn osakkeen alkuperiistd arvoa kirjaimella x. Osakkeen arvo
nousi 50 %, joten se tuli 100 % + 50 % = 150 % =1,5-kertaiseksi.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd osakkeen alkuperéinen arvo x.

1,50x =12 [:1,50
x=8

Osakkeen alkuperdinen arvo oli 8 euroa.
Vastaus: 8 euroa

b) Merkitddn osakkeen alkuperiistd arvoa kirjaimella x. Osakkeen arvo
nousi ensin 20 %, eli osakkeen arvo tuli 1,20-kertaiseksi ja laski sitten
20 %, eli osakkeen arvo tuli 0,80-kertaiseksi. Muodostetaan yhtalo ja

ratkaistaan siitd osakkeen alkuperdinen arvo.

0,80-1,20x =8,30

0,96x =8,30 [:0,96
x=38,645...
x~8,65

Osakkeen alkuperéinen arvo oli 8,65 euroa.

Vastaus: 8,65 euroa
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62A. a) Merkitddn kilohintaa kirjaimella x ja kirjataan tiedot taulukkoon.

Hinta (€) | Paino (g)
8,80 450
X 1000

Kahvipapujen hinta ja paino ovat suoraan verrannolliset. Muodostetaan
verranto ja ratkaistaan siitd kilohinta x.

8,80 _ 450
x 1000
450x=8,80-1000  ||:450
x=19,555...
x~19,56

Kahvipapujen kilohinta on 19,56 €.
Vastaus: 19,56 €/kg

b) Merkitddn koulumatkaan autolla kuluvaa aikaa kirjaimella x ja
kirjataan tiedot taulukkoon.

Aika (min) | Nopeus (km/h)
15 35
X 55

Aika ja nopeus ovat kddntéen verrannolliset. Muodostetaan verranto ja
ratkaistaan siité aika x.

15_55
x 35
55x=15-35 [:55
x=9,545...
x~10

Autolla koulumatka kestdd noin 10 minuuttia.

Vastaus: 10 min
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VAHVISTA OSAAMISTA

63B. a)
3(x—-1)—x+1=5+2x
3x=3—-x+1=5+2x
3x—2x—x=5+3-1
0=7

Piirretddn alkuperdisen yhtidlon vasemmalla puolella ja oikealla
puolella olevia lausekkeita vastaavien funktioiden kuvaajat.

Suorat ndyttaisivit olevan yhdensuuntaisia, joten niilld ei ole yhteisia
pisteiti ja yhtélolla ei siten ole ratkaisua.

Vastaus: ei ratkaisua
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_1

3x+2—2
__3 )
3x=-3 [:3

x:_l

2

Piirretdén alkuperdisen yhtdlon vasemmalla puolella ja oikealla
puolella olevia lausekkeita vastaavien funktioiden kuvaajat.

Ay
4
/y=3z+2
2
/ |
= 1 =—
(-0.5, 0.5), Y B
[ x
-2 -1 0 ' 2 3 4 5
-1

Suorat ndyttavét leikkaavan kohdassa x = —%, joten ratkaisu on

oikein.

1
V t : = ——
astaus: x D
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¢)
3(x—2)-4x+1=-5—-x
3x-6—-4x+1=-5-x
~S5-x=-5-x
0=0

Piirretdén alkuperdisen yhtdlon vasemmalla puolella ja oikealla
puolella olevia lausekkeita vastaavien funktioiden kuvaajat.

m"x

3 y=3@—-2) -4z +1

Suorat yhtyvit, joten yhtélo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

Vastaus: yhtélo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla
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64A. a)
3x+2=x-4(5x-1)
3x+2=x-20x+4
3x—x+20x=4-2

22x=2 [:22
2% 1
Y= T
Vastaus: x:L
11
b)
1%) X ' X 150)
m‘l’ E: x+1
15x , 10x _ 150x ]
150 7150 = 150 T |-150
15x+10x=150x+150
-125x =150 [:(=125)
__150% _ 6
125 5

Vastaus: x = —g
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. . . . +5y=1 . .
65A. Suorien leikkauspiste on yhtdloparin i_gi _s ratkaisu. Ratkaistaan

yhtélopari.

x+5y=1
+|x-5y=5
xX+x+5y-5y=1+5
2x=6 [ :2
x=3

Ratkaistaan leikkauspisteen y-koordinaatti sijoittamalla x = 3 ylempéain
alkuperdiseen yhtaloon.

3+5y=1
5y==2 |:5
__2
=TS

Vastaus: pisteessd (3,—%)
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66A. a)
3x2x—4)=—x(1—-x)—-12

6x’ —12x=—x+x"—12
5x°=1lx+12=0
Yhtilo on toisen asteen yhtéld, jonka kertoimet ovata =5, b=-11 ja
¢ = 12. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan ja

sievennetiddn lauseke.

_ —b+~b* —4ac

X
2a
x_—(—ll)i\/(—11)2—4-5-12
N 25
oo 11121240
10
_11+4-119
T

Juurrettava on negatiivinen luku, joten yhtél6lla ei ole ratkaisua.

Vastaus: ei ratkaisua
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b)
x(x-5)=20
xP=5x-20=0

Yhtélo on toisen asteen yhtélo, jonka kertoimet ovata =1, b=-5 ja
¢ =—20. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtilon ratkaisukaavaan ja
sievennetdén lauseke.

= —b+b* —4dac

2a
~(=5) £/(=5)* —4-1-(20)
x:
21

L 25+ 80

2

_5+4/105
= 3ENV105
2

Vastaus: xzsiT V105
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<)
x2=%(4x—D
2o 1 .
X =x—y -4
4x* =4x -1
4x* —4x+1=0

Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =4, b =—4 ja
¢ = 1. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja
sievennetdén lauseke.

xz—bi\/bz—4ac

2a
Ly —aaa
2-4
L_4x16-16
4¢ i
Y=y T2

1
taus: x =~
Vastaus: x 3
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(x+2)° =4
(x+2)(x+2)=4
X 4+2x+2x+4=4
X +4x=0

Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =1, b =4 ja

¢ = 0. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja
sievennetddn lauseke.

xz—bi\/bz—4ac
2a
x=—4i\/42—4-1-0

21
x=—4i4
2
_—4+4 - _—4-4_-8_
x—2—0 tai x_2_2_4

Vastaus: x =0 tai x = —4
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67A. a)

=
|
—_
Il

N WMo W
= =
L
(98] —
i
D W B Lo W N
<

[\S]
=
I
0

=
I

5
Vastaus: x==
astaus: x =2

b)
2x  _ 2x+1
2x+3 8
16x=2x+3)2x+1)
16x=4x> +2x+6x+3

—4x* +8x-3=0

Yhtild on toisen asteen yhtdlo, jonka kertoimet ovata =—4, b =8 ja
¢ =—3. Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan ja
sievennetdén lauseke.

_ —b+~b* —4dac

X

2a
_ -8+/8°—4-(—4)-(-3)
T 2-(4)
oo —8%/64-48

-8
_-8+4

-8

_8+4_-4%_1 . -8-4_-12¢_3
=Tg T8 2 W@ YT TTg T3

W

Vastaus: x =% tai x =
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68A. a) Ratkaistaan yhtalot.

3

§X+2=1
%x=-1 |5
3x==5 |3
x:_§
3

3x*=7x-20=0
_ (D7)’ ~4:3-(220)
B 2-3
_ 7+~/49+240
6
_ 7289
6

7x17

X

Molemmilla yhtilgilld on ratkaisuna x = —

W |

Vastaus: on

b) Merkitddn lausekkeet yhtd suuriksi ja ratkaistaan saatu yhtalo.

2x+3=—(x+3)

2x+3=-x-3
3x=-6 3
x=-2

Vastaus: x =—2
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69A.

Lausekkeen nollakohdat ratkaistaan yhtdlosta (x + 1)(2 —x) —2 =0.

(x+D)2-x)-2=0
2x—x"+2-x-2=0
- +x=0

Yhtélo on toisen asteen yhtélo, jonka kertoimet ovata=—1,b=1jac=0.

Sijoitetaan kertoimet toisen asteen yhtidlon ratkaisukaavaan ja
sievennetddn lauseke.

xz—bi\/bz—4ac

2a
N ~1+1°=4-(-1)-0
2-(-1
xz—lil
-2
NI ES N S e

Lausekkeen nollakohtia ovat x =0 jax =1

Vastaus: x=0taix =1
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70A. a) Ratkaistaan yhtdlopari.

2x+y=4  |-(-2)
-x+2y=1
—4x-2y=-8
+| —x+2y=1

—4x—-x-2y+2y=-8+1
—-5x=-7 [: (=5)

_7
=%

Ratkaistaan muuttuja y yhtdlostd 2x + y = 4.

2x+y=4
y=4-2x
7
=4-2.L
Y 5
_oy 14
Y 5
_20_14
V=575

_6

=3

<
jov)
©n
s
=1
i
=
[
v
—
o
<
[
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b) Ratkaistaan yhtilopari.

1
2 iy=1
x Y

1
1_yv=2
e

1,1 _
x+x+y y=1+2
=3 |
3x=2 |:3
ng
3

1 _
x+y—1
1
y=1-=
ot 43_4.3__1
y=1 %_1 Ly=l-5=-3

<
o
&
c
z
=
Il
w|
—
©
<
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71A. a)
4x° +36=3x"-81
x =-117
x=-117

Vastaus: x=/—-117

b)
x(3x+4)=2(2x+6)
3x7 +4x=4x+12
3x* =12 [:3
x’=4
x=+/4
x=%2
Vastaus: x =£2
©)
(x*) +15=14
x=-1

Minké&én reaaliluvun parillinen potenssi ei ole negatiivinen, joten
yhtdlolla ei ole ratkaisua.

Vastaus: el ratkaisua
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72B. a) Koska kantaluvut ovat yhtd suuret, myos eksponenttien oltava yhta

suuret.
52x+4 :S—x
2x+4=—x
3x=-4 ||:3
x=-2
3
x=~-133
.. 4
Vastaus: x = -3 ~—1,33

b) Ratkaistaan yhtdlo logaritmin avulla.

10" =12
x=log,,12
x=1gl2
x=1,08

Vastaus: x = 1g12 = 1,08

¢) Koska 2* = 8, yhtilon oikealle puolelle saadaan luvun 2 potenssi.

23x+l 8
23x+l 23
3x+1=3
3x=2 || 3
L2
3
x=~0,67

Vastaus: x= % ~0,67
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d) Koska 3° =27, yhtilon vasemmalle puolelle saadaan luvun 3 potenssi.

3.277 =L
9
3-(3°) =9
3‘33)( — (32)—)(
31+3X :372)6
1+3x=-2x
5x=-1|:5
__1
5
x=-0,20

Vastaus: x = —% =-0,20

e)
5¢"=15=0
5¢"=15 |5
e" =3
x=log,3
x=In3
x=1,10

Vastaus: x=1In3 ~ 1,10

f)
10-7° +40=0
10-7=-40  |:10
7 =4

Luvun 7 potenssi ei voi olla negatiivinen, joten yhtilslld ei ole
ratkaisua.

Vastaus: ei ratkaisua
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73A. a) Esimerkiksi yhtdlon x* — 1 = 0 yksi juuri on x = 1, koska

x>=1=0
x* =1
x==1

Vastaus: esim. x> — 1 =0

b) Yhtélo toteutuu, kun x = 2. Sijoitetaan x = 2 yhtdloon ja ratkaistaan
kerroin a.

x(x—=5)+ax=2
2-(2-5)+2a=2

2-(-3)+2a=2

—6+2a=2
2a=38 ||:2

a=4

Vastaus: a =4

74B. Merkitdén Aadan ostaman kryptovaluutan méaraa kirjaimella x.
Kun valuutan arvo romahti 62 %, Aadan valuutan arvo viheni 0,62x.
Toisaalta arvo viheni 42 520 €.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siitd alkuperdinen kryptovaluutan

maara x.
0,62x=42520 || 10,62
x=68580,645...

x~ 68580,65

Aada oli ostanut kryptovaluuttaa 68 580,65 eurolla.

Vastaus: 68 580,65 eurolla
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T5A.

7T6A.

Merkitédén yhden BitCoinin kauppahintaa vuotta aiemmin kirjaimella x.
BitCoinin arvo nousi 900 %, eli se tuli
100 % + 900 % = 1000 % = 10-kertaiseksi vuodessa.

Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siitd kauppahinta x.

10x=16000  |:10
x=1600

Yhden BitCoinin kauppahinta vuotta aiemmin oli 1600 $.

Vastaus: 1600 $

a) Merkitddn aikaa kirjaimella x. Merkitéén tiedot taulukkoon.

Maalarien médrd | Aika (tyOpdivad)
2 5
1 X

Miti enemman tyontekijoitd, sitd nopeammin urakka tulee tehdyksi.
Suureet ovat siis kdéintden verrannolliset.

Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd aika x.

2_x
1 5
x=10

Yhdeltd maalarilta aikaa kuluisi 10 tyopéivaa.

Vastaus: 10 tyopaivad



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

b) Merkitddn aikaa kirjaimella x. Merkitéén tiedot taulukkoon.

Maalarien médrd | Aika (tyOpdivad)
2 5
15 X

Suureet ovat siis kdéntden verrannolliset.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siité aika x.

2 _x
155
15x=10  |:15
=10
15
=2
3

Viideltdtoista maalarilta aikaa kuluisi % tyopéivad. Tamé on

%-8 h=5,333..h =5 h 20 min.

Vastaus: 5 h 20 min
77B.  Merkitddn autojen mééraa kirjaimella @ ja mopojen maéraa kirjaimella m.
Koska yhdessi autossa on 4 rengasta, niin a:ssa autossa on 4a rengasta ja
vastaavasti m:ssd mopossa on 2m rengasta. Kulkuneuvojen ja renkaiden
madristd saadaan yhtdlot. Muodostetaan yhtdloistd yhtélopari ja

ratkaistaan siitd autojen ja mopojen maéarat.

a+m=30
da+2m=96

Symbolisen laskennan ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan a = 18
jam=12.

Parkkipaikalla on 18 autoa ja 12 mopoa.

Vastaus: 18 autoa ja 12 mopoa
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78B.

79B.

Merkitédén minun ikdéni nyt kirjaimella m ja lapseni ikdd nyt kirjaimella /.
”Nyt ikéni on 7 vuotta enemmén kuin lapseni iké kolminkertaisena”
muodostaa valituilla kirjaimilla yhtdlon m = 3/ + 7.

Minun ikéni 9 vuotta sitten oli m — 9 ja lapseni iké 1 — 9. Tuolloin lapseni

ikd 11-kertaisena oli 11(1 — 9). Muodostetaan tiedoista yhtélopari ja
ratkaistaan siitd idt m ja /.

m-9=11(-9)+1
m=3[+7

Symbolisen laskennan ohjelmalla yhtéloparin ratkaisuksi saadaan m = 43
jal=12.

Mini olen nyt 43-vuotias ja lapseni 12-vuotias.

Vastaus: 43 vuotta, 12 vuotta

Merkitdan talvinopeusrajoitusta kirjaimella x. Kirjataan tiedot taulukkoon.

Nopeus (km/h) | Aika (min)
X 15
x+20 12

Nopeus ja aika ovat kddntden verrannolliset. Muodostetaan verranto ja
ratkaistaan siitd nopeus x.

x _12
x+20 15

Symbolisen laskennan ohjelmalla yht&lon ratkaisuksi saadaan
x =80 km/h.

Talvinopeusrajoitus on 80 km/h.

Vastaus: 80 km/h
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80A. Merkitiédn varren halkaisijaa 90 vrk:n ikdiseni kirjaimella x. Merkitdan
tehtévén tiedot taulukkoon.

Halkaisija (mm) | /i (Vvrk)

2 Ji0
x 550

Varren halkaisija on suoraan verrannollinen kasvin idn neliéjuureen.
Muodostetaan verranto ja ratkaistaan siitd varren halkaisija x.

12 _ V40
x 90

J40x =12-/90 ||;m
x=18

Kasvin varsi on 18 mm paksu.

Vastaus: 18 mm
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matka _ 30 km _3y

81B. L tkaan kul ik = = B
oppumatkaan Kufuva ai aont nopeus R0 km/h g

15min=-—h

1
4
Kokouksen alkuun on aikaa (% - %) h=

Nopeudella 70 km/h loppumatkaan kuluu aikaa

_matka _ 30km _3
nopeus 70km/h 7

Herra Hoppulainen mydhéstyisi siis

(i—l) h= 0,3035..h =18,214... min ~ 18 min.

7 8

Jotta hén olisi ajoissa perilld, hdnen tulisi ajaa nopeudella

y=matka _30km _ 400
aika th

Vastaus: noin 18 minuuttia, 240 km/h
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82B.

83B.

Merkitdan Diofantoksen elinikéd kirjaimella x. Muodostetaan tarinan
avulla yhtilo ja ratkaistaan siité x.

X X X
S+ =+ +5+5+4=

6 70T

Sl

Symbolisen laskennan ohjelmalla yhtélon ratkaisuksi saadaan x = 84.
Diofantos saavutti 84 elinvuotta.

Vastaus: 84 vuotta

Merkitdan lisdttdvan veden maaraa kirjaimella x.

Suolan méérd 10-prosenttisessa liuoksessa on 0,1 - 4 kg = 0,4 kg.

Uuden liuoksen kokonaismassa on 4 + x kg, ja suolan mééra uudessa
liuoksessa on 0,08(4 + x).

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité tilavuus x.
0,4=0,08(4+x)
0,4=0,32+0,08x
0,08x=0,08
x=1

Vettd on lisdttdva 1 kg.

Vastaus: 1 kg
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84B. Merkitddn lisdttdvan kuohuviinin mééraa kirjaimella x. Kirjataan tiedot
taulukkoon.

Mansikkamehu (1) | Kuohuviini (1) | Yhteensd

Sekoitus alussa 03-40=1.2 0,7-40=28 4.0
Lisdys 0 X X

Sekoitus lopussa 1,2 2,8 +x 4+x

Lopullisessa sekoituksessa on oltava 20 % mansikkamehua, eli
0,2 - (4 +x) litraa.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan siité lisdttavén kuohuviinin méaara x.

0,2(4+x)=1,2 [:0,2
4+x=6
x=2

Kuohuviinia taytyy lisité 2 litraa.

Vastaus: 2 litraa



Huippu Kertaus ¢ Tehtavien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 30.7.2018

85B.

Merkitddan meetvurstin massaa kirjaimella a, jolloin rasvan massa on
0,36a. Merkitdén poistettavan rasvan méérdé kirjaimella x.

Uutta meetvurstia on tilldin ¢ — x ja siind on rasvaa 0,36a — x.
Muodostetaan yhtéld, kun tiedetdin, ettd uuden meetvurstin rasvapitoisuus
on 30 % = 0,3. Ratkaistaan yhtélostd ohjelman avulla poistettavan rasvan
maara x.
0,3(a—x)=0,36a—x
Ratkaise(0.3(a-x)=0.36a-x)

_3
—+ X = 35 a

2 | x=0.08571428571429a}

Lasketaan kuinka monta prosenttia vihennettévén rasvan mééri
0,0857...a on alkuperdisestd rasvan méadréstd 0,36a.

0,0857...a

0.36a =0,238...

Alkuperidisestd rasvan méaarastd on vahennettiavi 23,8...% = 24 % rasvaa.

Vastaus: 24 %
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86B. a) Sijoitetaan yhtdloon luvut kehon massa = 10, EQ-luku = 1,0 ja
ratkaistaan ohjelman avulla koiran aivojen massa x.

,0=—* —
0,012-10°

Ratkaise(1=x/(0.012*10°(2/3)))
~ {x=0.055699}

1

Koiran aivojen massa on 0,0556... kg = 0,056 kg = 56 g.
Vastaus: 56 g
b) Sijoitetaan yhtdloon luvut EQ-luku = 7,5, aivojen massa = 1,35 ja

ratkaistaan ohjelman avulla ihmisen keskiméardinen massa x.

Ratkaise(7.5=1.35/(0.0127%"(2/3)))
= {x=—58.0947501931, x = 58.0947501931}

1

Negatiivinen ratkaisu ei ole mahdollinen, joten ihmisen
keskimddraisend massana on kaytetty lukuarvoa 58,094... kg = 58 kg.

Vastaus: 58 kg
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SYVENNA YMMARRYSTA

87A. Muokataan yhtdlod muotoon, jossa yhtdlon toisella puolella on vain i

x+y _5

x—y 2
2(x+y)=5(x~y)
2x+2y=5x-5y

3x=-Ty  [:(-3y)
x_7
y 3

Vastaus: =~ = 7
y 3

88A. a) YhtilOparilla on ddreton maara ratkaisuja, jos yhtialdparin yhtalot ovat
sama yhtdlo. Muokataan alempaa yhtdl64 ja valitaan vakioille & ja b
sellaiset arvot, ettd yhtdlot ovat samat.

-12x+4y =20
{4y=kx+b

—-12x+4y =20
{ —kx+4y=>b

Huomataan, ettd, jos k= 12 ja b = 20 yhtélot ovat samat ja
yhtéloparilla on ddreton mééra ratkaisuja.

Vastaus: k=12, 5=20
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b) Yhtiloparilla ei ole ratkaisua, jos yhtdloitd vastaavat suorat ovat
yhdensuuntaiset, mutta eivit yhdy. Muutetaan molemmat yhtalot
ratkaistuun muotoon.

-12x+4y =20
{4y:kx+b

4y=12x+20 |:4
{4y=lcx+b I|: 4
y=3x+5
{ k b

Y=4tg

Jotta suorat olisivat yhdensuuntaiset, on kulmakertoimien oltava yhtd
suuret. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan siité .

ENENES
Il

3 |14
12

Jotta suorat eivét yhtyisi on suorien vakiotermien oltava eri suuret siis
b

1% 5 |4

b+#20
Yhtéloparilla ei ole yhtdén ratkaisua, jos k = 12 ja b # 20.
Vastaus: k=12, b #20

¢) Yhtiloparilla on yksi ratkaisu, jos yhtdloitd vastaavat suorat leikkaavat
toisensa eli ovat eri suuntaiset. Tdma tapahtuu a- ja b- kohtien
perusteella silloin, kun &k # 12.

Vastaus: k# 12
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89A. Yhtilo toteutuu, kun x = —1. Sijoitetaan x = —1 yhtdl66n ja ratkaistaan
vakio a.

ax’ +(a’ =1x+1=0
a(-1)* + (@’ -)(-1)+1=0
a-a’ +1+1=0

—a*+a+2=0
oAz
2-(-1)
I EL)
-2
a:%:2 tai a:_l_"2'3:_1

Sijoitetaan alkuperdiseen yhtéloon ensin a = 2 ja ratkaistaan yhtalo.
ax*> +(a* =Dx+1=0
2x* + (22 =Dx+1=0

2x* +3x+1=0
343" -4.2-1
x_
2.2
R EVi
4
_3-1_ . . _3+1_ 1
X = 7} =-1 tai x= i =%

Kun a =2, on toinen juuri x = —%.

Sijoitetaan alkuperdiseen yhtdloon ¢ = —1 ja ratkaistaan yhtalo.
ax’ +(a> -Dx+1=0

x>+ ((-1)*=Dx+1=0

-x*+1=0
-x’=-1
x* =1

x==1

Kun a = -1, on toinen juuri x = 1.

Vastaus: a = 2, xz—% jaa=-1,x=1
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90A. a) Yhtdlon juuret x; ja x> saadaan toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla.
Lasketaan juurten summa.

—b+~b* —4ac + —b—~b* —4ac

X +x,=

2a 2a

_ —b+~b* —4dac —b—~b* —4ac
B 2a
_-2
"~ 2a

_b
T a

Vastaus: —

b) Kohdan a mukaan yhtilén x* — 3x + 1 = 0 juurten summa on

b_ 3_
PR =3.
Vastaus: 3

91A. Yhtilon x* + x + a = 0 diskriminanttion D = »*> —4ac=1-4-1 - a.

Toisen asteen yhtalon juuret ovat yhtd suuret, kun diskriminantti on 0.
Muodostetaan yhtild ja ratkaistaan siité vakio a.

1-4a=0
—da=-1  |:(-4)
0l
4

Ratkaistaan toisen asteen yhtild x* + x + % =0.

Ratkaisukaavalla saadaan:

2 1
vy i SR Y
21 21 2

2a

=l o1
Vastaus: a = 4,x— 3
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92A. a) Sijoitetaan a =5 ja y = 3 muunnoskaavaan log, y = igiz Z.
o831 e
Vastaus: E—z
b) Yhtildn 4° = 6 ratkaisu on x =log, 6 = igzz 2 = E—i

Vastaus: —
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93B. Merkitddn syntymépéivad merkinnillad pvkkvv.
Muodostetaan ajatustenlukemistempun laskutoimitusten lauseke.

1.pv+18
2. (pv+18) - 25

3. ((pv + 18) - 25) — 333

4. (((pv + 18) - 25) — 333) - 8

5. ((((pv + 18) - 25) — 333) - 8) — 554
s ((pv+18)-25)~333)-8) 554

, (pv+18)- 25)2— 333)-8)-554 |

8. (((((pv+18)-25)2—333)-8)—554+kk) g

9. ((((((pVHg)'25)2—333)-8)—554 +kk) ‘5) 60

10. ((((((w”g)'zﬂz—””'8)_554+kk) .5)+692) 120
(19292399 92558 ) ) 690) 20) 4

2. ((((( (((pv+18).25)2-333).8)—554+kk),5)+692)20j+w)+32940

Sievennetddn lauseke sopivalla ohjelmalla.
» CAS
(((((((pv+18)*25)-333)*8)-554)/2) +kK)*5)+692)*20)+W)-32940

PoistaSulkeet: 100 kk + 10000 pv + vv

Tulokseksi saadaan 10 000 pv + 100 kk + vv eli luku pvkkvv.

Vastaus: —
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94A.

Vilivaiheessa B on kirjain a korvattu yhtd suurella lausekkeella 4a — 3a ja
kirjain b korvattu yhté suurella lausekkeella 46 — 3b seké kirjain ¢
korvattu yhté suurella lausekkeella 4c — 3c.

Vilivaiheessa C on termejé siirretty yhtdlon puolelta toiselle.

Vilivaiheessa D on yhtdlon vasemmalla puolella otettu yhteinen tekija 4
ja oikealla puolella yhteinen tekija 3.

Vilivaiheen D jilkeen on yhtélo jaettu puolittain lausekkeella (a + b — ¢)
ja saatu vélivaihe E.

Téssé vaiheessa on tehty virhe, koska jakajana olevan lausekkeen arvo on
nolla, silld vaiheesta A ndhdéén, ettd a + b — ¢ = 0. Nollalla ei saa jakaa.

Vastaus: Vilivaiheessa B on kirjain a korvattu yhté suurella lausekkeella
4a — 3a ja kirjain b korvattu yhti suurella lausekkeella 45 — 3b seké
kirjain ¢ korvattu yhtd suurella lausekkeella 4c — 3c.

Vilivaiheessa C on termejé siirretty yhtalon puolelta toiselle.
Vilivaiheessa D on yhtilon vasemmalla puollella otettu yhteinen tekija 4
ja oikealla puolella yhteinen tekija 3.

Vilivaiheen D jilkeen on yhtilo jaettu puolittain lausekkeella (a + b — ¢)
ja saatu vélivaihe E. Téssé vaiheessa on tehty virhe, koska jakajana olevan
lausekkeen arvo on nolla, silld vaiheesta A ndhdédéin, ettia + b—c=0.
Nollalla ei saa jakaa.
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y=x
95A. a) Esimerkiksi yhtdloryhmalld < y =2x on vain yksi ratkaisu. Ratkaistaan
y=3x
ensin yhtaoryhmén kahden ensimmaisen yhtédlon muodostama
yhtélopari.
y=x
y=2x
x=2x
-x=0
x=0

Sijoitetaan x = 0 yhtéldoryhmén ensimmaéiseen yhtdldon, jolloin saadaan
y=0. Sijoittamalla x = 0, y = 0 yhtéloryhmén viimeiseen yhtdl66n
huomataan, ettd se toteutuu, joten yhtdléryhmén ainoa ratkaisu on x = 0

jay=0.
y=x
Vastaus: esim. < y =2x
y=3x
y=x
b) Esimerkiksi yhtdloryhmilla { y =2x ei ole ratkaisua. Kahden
y=x+1

ensimmaisen yhtdlon muodostaman yhtiloparin ratkaisu on a-kohdan
perusteellax =0jay=0.

Sijoittamalla x = 0, y = 0 yhtéldryhmén viimeiseen yhtdl66n
huomataan, ettd se ei toteudu, joten yhtidldryhmalld ei ole ratkaisua.

y=x
Vastaus: esim.< y=2x
y=x+1
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¢) Kohta a:
Yhtéloryhma, jolla on yksi ratkaisu, tarkoittaa graafisesti sitd, etté
yhtéloryhmén suorilla on tdsmélleen yksi sellainen piste, jonka kautta
kaikki kolme suoraa kulkevat.

Kohta b:

Yhtiloryhma, jolla ei ole ratkaisua, tarkoittaa graafisesti sité, ettd
kaikki yhtdloryhmén suorat eivit leikkaa samassa pisteessé.

Kohdan b yhtidloryhmén kahden ylimmén suoran leikkauspiste on piste
(0, 0). Ylin suora ja alin suora eivit leikkaa toisiaan laisinkaan, koska
ne ovat yhdensuuntaiset.

Vastaus: a-kohta: kaikilla kolmella suoralla on yhteinen leikkauspiste,
b-kohta: kaikilla kolmella suoralla ei ole yhteisti leikkauspistettd
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x—y=3
96A. a) Ratkaistaan yhtaloryhmd < x+ y+z=5 .
x—=2y+z=8

Kahdesta alimmasta yhtdlosti saadaan eliminoitua muuttujat x ja z ja
ratkaistua muuttuja y.

{ x+y+z=5 ||(-1)

x=2y+z=8
—x-y—-z=-5
x—2y+z=8
-3y =3 [:(3)
y=-1

Sijoitetaan saatu muuttujan y arvo ylimpaéan yhtdloon, jolloin saadaan
x—(-D=3
x=2.

Sijoitetaan x = 2 ja y = —1 keskimmaéiseen yhtiloon, jolloin saadaan

2-1+z=5
z=4.
x=2
Yhtéloryhmén ratkaisu on siis 1 y =—1.
z=4

x=2

Vastaus: < y=-1
z=4
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2x+3y-2z=1
b) Ratkaistaan yhtidloryhmé {10x -6y —5z=—-6
~Ix+2y+5z=5

Eliminoidaan toisesta ja kolmannesta yhtidlostd muuttuja z.

10x—-6y—-5z=—-6
—Ix+2y+5z=5
3x—4y =-1

Eliminoidaan ensimmaisesti ja toisesta yhtalostd muuttuja z.

2x+3y-2z=1 ||-5
{10x—6y—52 =—6 |-(-2)
10x+15y-10z=5
{—20x+12y+102 =12

-10x+27y =17

Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan siitd muuttujat x ja y.

3x-4y=-1 I|-10
{—10x+27y=17 -3
30x—-40y=-10
{—30x+81y =51
41y =41 ||: 41
y=1

Sijoitetaan y = 1 yhtdlo6n 3x — 4y = —1, jolloin saadaan

3x—4-1=-1
3x=3
x=1
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Sijoitetaan x = 1 ja y = 1 ylimpéén yht&loon, jolloin saadaan

2:1+3-1-2z=1

5-2z=1
—2z=-4

z=2

x=1
Yhtéloryhmén ratkaisu on siis { y=1.
z=2

x=1
Vastaus: < y=1
z=2

97B. Merkitién pienempéd luonnollista lukua kirjaimella x. Seuraava

luonnollinen luku on x + 1.

Muodostetaan lukujen nelididen erotusten avulla yhtilo ja ratkaistaan
ohjelman avulla siitd luku x.

(x+1)* —x* =681

Ratkaise((x+1)"2-x"2=681)
- {x=340}

1

Luvut ovat 340 ja 340 + 1 = 341.

Vastaus: 340 ja 341
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98B. Muokataan yhtéloa.

a(x+1)" =x>+1

a(x+1)(x+1)=x>+1

a(x* +2x+1)=x"+1
ax’ +2ax+a—-x"—1=0
ax’> —x* +2ax+a—-1=0
(a-Dx*+2ax+a—-1=0

Toisen asteen yhtlolla tdsmélleen yksi juuri silloin, kun diskriminantti
D = 0. Muodostetaan diskriminantin avulla yhtilo ja ratkaistaan ohjelman

avulla siitd a.

D=b>-4ac
b* —4ac=0
(2a)y —4(a—1)(a-1)=0

Ratkaise((2a)"2-4(a-1)(a-1)=0, a)

P §
Vastaus: a = 3
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99A. a) Yhtdlon ratkaiseminen on aloitettu jakamalla yhtdlo puolittain luvulla
2, jolloin on saatu vélivaihe (F).
Vaiheen (F) jilkeen yhtildsti on viihennetty puolittain termi x%, jolloin
on saatu vélivaihe (C).
Vaiheen (C) jilkeen on avattu sulkeet, jolloin on saatu vilivaihe (E).
Vaiheen (E) jdlkeen yhtdloon on lisdtty puolittain lauseke —4 — x,
jolloin on saatu vélivaihe (D).
Vaiheen (D) jalkeen on yhdistetty samanmuotoiset termit ja kddnnetty
yhtélo ympéri, jolloin on saatu vélivaihe (B).
Vaiheen (B) jilkeen on yhtild jaettu puolittain luvulla -3, jolloin on
saatu yhtéalon ratkaisu (G).

Vastaus:

Vilivaiheen jérjestysnumero | 1 |2 |3 |4 | 5|6 | 7
Vilivaihe A|/F|C|E|D|B]|G

b) Yhtélon ratkaiseminen on aloitettu vaihtamalla yhtdlén puolet
keskenddn. Tamén jalkeen on siirretty termit 4x ja 8 puolelta toiselle,
jolloin on saatu vélivaihe (B).

Vaiheen (B) jéilkeen yhtdloon on lisdtty puolittain luku 4, jolloin on
saatu vélivaihe (E).

Vaiheen (E) jilkeen polynomi x> — 4x + 4 on muutettu muotoon

(x — 2)? ja luku 16 on muutettu potenssiksi 4, jolloin on saatu
vilivaihe (F).

Vaiheen (F) jilkeen on otettu nelidjuuri, jolloin on saatu vilivaihe (D).
Vaiheen (D) jélkeen on yhtdloon lisétty puolittain luku 2, jolloin on
saatu yhtélon ratkaisu (G).

Huomataan, etté vélivaihe (C) ei kuulu timén yhtilon ratkaisuun.

Vastaus:

Vilivaiheen jérjestysnumero | 1 | 2 |3 |4 | 5| 6
Vilivaihe A|/B|E|F|D]|G
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100A. Koska T=—Igpeli T=—logiop, niinp=107".
a) Alkoholinkdytosté johtuvan kuoleman todennékdisyys on
p=107%=0,000158...

Tapaturmaisen kuoleman todennékdisyys on
p=10"*=0,000398...

Tapaturmaisen kuoleman todennékdisyys on suurempi.
Vastaus: tapaturmaisen kuoleman

b) Tieliikenteessd loukkaantumisen todennikoisyys on
p=107%=0,000630...

Suomalaisia on noin 5,4 miljoonaa, joten suomalaisia loukkaantuu
keskiméirin tieliikenteesséd vuosittain

0,000630... - 5400 000 = 3407,169...= 3400.

Vastaus: 3400

101A. a)
2 5
—241= )
£ =5t+1=0 I
2 —5t+2=0
t__—(—S)i\/(—SY-—4'2'2
- 2.2
_ 543
4
_S5+3_8_ _5-3_-2__1
B ey e S
1

Vastaus: t=2tai t ==

\9)
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b) TAPA 1:
Yhtils [f(x)] - % f(x)+1=0, on sama kuin a-kohdan yht&lod, mutta
nyt muuttujan ¢ paikalla on funktio f(x).

Kuvassa olevan suoran yhtilo on y = %x +1, joten f(x)= %x +1.

Kohdassa a yhtdlon ratkaisuiksi saatiin 1 =2 ja ¢t = %

Nyt ¢ = f(x), joten muuttuja x saadaan ratkaistua yhtaloisté

f@=2ja f(x)=1.

Ratkaistaan yhtalot.
Jx+1=2
%le |2
x=2
ja
_1
x—i—l—2
l.__1 .
¥= 12
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TAPA 2:

Kuvassa olevan suoran yhtil6é on y = %x +1, joten f(x)= %x +1.

Sijoitetaan f(x):%x+1yht5166n [f(x)]z—%f(x)+1=0, jolloin
saadaan yhtilo
(lx+1)2—§- Lii]+1=0
2 212
1 1 5 (1 _
(2x+1)(2x+1) 5 (2x+1)+1—0
e bl 123 3 -0 |
i +2x+2x+1 1% 2+1 0 |-4
X +2x+2x+4-5x-10+4=0
¥ —x-2=0
~(=DE(-1)’ - 4-1-(-2)
X =
2-1
N N
2
L 13
2
13 o143
Xx="—5== 1 tai x > 2

Vastaus: x =2 tai x = —1



