7. Harmoninen varahdysliike
Tehtava 7.1.

Vaitteista oikein: a), c), d), e)
Vaitteista vaarin: b), f)
Korjaukset vaariin vaitteisiin:

b) Varahdysliikkeen taajuus kuvaa, kuinka monta kertaa
varahdys tapahtuu aikayksikdssa. Varahtelyn amplitudi
kuvaa varahdysliikkeen laajuutta.

f) Punnuksen nopeus ja siten myos liike-energia on
suurimmillaan varahtelijan tasapainoaseman kohdalla.

Vipu 5 e FY5 Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 14.3.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.



Tehtava 7.2

a) Kuvaajasta katsottuna yhden jakson aika on
T =4,0 sekuntia

ZL—O,ZS Hz.

. , 1
b) Varahtelyn t = _
) Varahtelyn taajuus on f =40

c) Amplitudi on maksimi poikkeama tasapainoasemasta.
Kuvaajasta luettuna varahtelyn amplitudi on A =0,15 m.
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Tehtava 7.3

a) Aidniraudan taajuus on f =440 Hz eli se tekee
440 varahdysliiketta sekunnissa.

b) Seitsemaan varahdykseen kuluu aikaa 2,56 sekuntia.

Lasketaan varahdyksen jaksonaika.
2,56s
7

T= =0,3657s~0,37s.

= ! =2,7344Hz~2,7Hz.

- i 1
Varahtelyn taajuus f==
Y J ! T 2,56s

c) Harmonisen varahtelijan jaksonaika saadaan yhtal6sta.

T=27Z'\/E.
k

Varahtelyn taajuus

1 1 |k 1 |[140N/m
f===—,—= / =2,905758 Hz~ 2,9 Hz.
T 27 \m 2x\ 0,42kg
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Tehtava 7.4

a)

= pinnan tukivoima

N

G = vaunun paino
F, = kitka

F. =ilmanvastus
F, = jousivoima

Vaunuun vaikuttaa vaakasuunnassa jousivoima, kitka ja
ilmanvastus.
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b) Jousen dariasemassa vastusvoimat voidaan olettaa

mitattomiksi. Newtonin Il lain mukaan ZF:mE.

Valitaan jousivoiman suunta positiiviseksi suunnaksi.
Kirjoitetaan liikeyhtalo.

ﬁ:ma
—kx =ma
B —kx

a
m

Jousen venyman ja vaunun kiihtyvyyden suunnat ovat
vastakkaiset.

Newtonin Il lain mukaan vaunun kiihtyvan liikkeen
aiheuttaa jousivoima ja suuruuksia tarkasteltuna

F; = ma. Jousivoima riippuu venymasta x yhtalon F; = kx
mukaan. Talloin kiihtyvyyden suuruudelle saadaan

kx
a=—.
m

Kiihtyvyys on suoraan verrannollinen venymaan
tasapainoasemasta. Kiihtyvyys on suurin, kun etaisyys
tasapainoasemasta on suurin eli jousen aariasemassa.

d) Jouseen varastoitunut potentiaalienergia muuntuu

vaunun liike-energiaksi ja edelleen jousen
potentiaalienergiaksi. Systeemin kokonaisenergia
vuorottelee loputtomasti naiden kahden energialajin
valilla eika muunnu muiksi energialajeiksi, jos
vastusvoimia ei ole.
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Tehtava 7.5

a)
Vv

Punnukseen vaikuttaa painovoima G ja jousivoima F.

b) Newtonin Il lain mukaisesti > F=ma. Punnus on
paikallaan, joten siihen vaikuttavien voimien summa on
nolla ja kiihtyvyys on nolla. Valitaan jousivoiman suunta
positiiviseksi suunnaksi. Liikeyhtdlé on Ffj— G = 0.
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Tehtava 7.6

a)
2,0-
1,5-
10-

’ y=sinx
051
0 >
[ I T T 1 I | T T T TN | T I =
o) 2 N4 8 v 14 18/ 20 2
~1,0-

-1,54
-2,0-

Sinifunktio voi saada arvoja valilla [-1, 1] eli jos
pystyakselin yksikké on metri, niin arvot ovat valilla
[-1m, 1 m].

b) Kuvaajasta luettuna amplitudin suuruus on A =1,0 m.

c) Kuvaajasta luettuna aikavalilla 0—22 sekuntia on

. . .. 22s
3,5 jaksoa. Jaksonaika on siis T=""==6,28575 ~6,3s.

7

1_32_0 1591Hz~0,16Hz.
T 22

92}

d) Varahtelyn taajuus on f=

(7]
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Tehtava 7.7.

a) Resonanssi havaitaan, jos ulkoinen voima vaikuttaa
kappaleeseen kappaleen ominaistaajuuksilla.

b) Resonanssissa kappaleen varahtelyn amplitudi kasvaa.

c) Esimerkiksi kavelysillat saattavat resonoida tuulen tai
sillalla kavelevien ihmisten takia. Jos ulkoinen voima
vaikuttaa sillan ominaistaajuudella, sillan varahtelyn

laajuus eli amplitudi kasvaa.
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Tehtava 7.8.

a) Punnuksen liike-energia on suurimmillaan silloin, kun
punnuksen nopeus on suurin. Punnuksen nopeus on
suurin systeemin tasapainoasemassa.
Tasapainoasemassa punnuksen kiihtyvyys on nolla,
koska vaikuttavien voimien summa on nolla. Nopeus
kasvaa siis tasapainoasemaan asti, jonka jalkeen se
alkaa pienentya.

b) Punnuksen potentiaalienergia on suurimmillaan
varahtelyn aariasemassa, jolloin punnus-jousisysteemin
energia on potentiaalienergiaa.

c) Jos vastusvoimia ei oteta huomioon, punnuksen
kokonaisenergia on koko ajan yhta suuri. Jos taas
systeemin vastusvoimat otetaan huomioon,
kokonaisenergia on suurimmillaan heti varahdysliikkeen
alussa.
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Tehtava 7.9.

punnuksen massa m = 0,250 kg

5 HHHHHH
RN

-0,05+

a)

0,05+

paikka (m)

aika (s)

b) Kuvaajasta luettuna 12,5 jaksoon kuluu aikaa 10,64 s.
10,64 s

12,5

Jaksonaika on 7= =0,8512s~0,85s.

c) Kuvaajasta luettuna varahtelyn amplitudi alussa on
A=4,5cm.

d) Lasketaan jousen jousivakion arvo harmonisen
varahtelijan jaksonajan avulla.

T:27z\/E
k

T2 =420
k
0,250k
k=4r’ = =4z E —13,62186N/m~14N/m.
T (0,8512s)
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Tehtdva 7.10

Tasapainoasemastaan poikkeutettu kappale paatyy
harmoniseen varahdysliikkeeseen, jos kappaleeseen
vaikuttava kokonaisvoima on harmoninen. Kokonaisvoima
on harmoninen, jos voiman suunta on aina kohti
tasapainoasemaa ja voiman suuruus on suoraan
verrannollinen etaisyyteen tasapainoasemasta.

Esimerkiksi trampoliinin paalla seisovaan lapseen
kohdistuu harmoninen voima, joten trampoliinin ja lapsen
muodostamaa systeemia voidaan pitaa harmonisena
varahtelijana. Myos esimerkiksi kitaran varahteleva kieli on
harmoninen varahtelija.
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Tehtdva 7.11

kuminauhan pituus alussa /; = 17,0 cm

kuminauhan pituus taskulampun kanssa [, =31,4 cm
kuminauhan venyma

x=hb-11=31,4cm-17,0cm =14,4 cm

taskulampun massa m = 0,202 kg

a) Tasapainoasemassa taskulamppuun vaikuttavien
voimien summa on nolla eli > F=o.

Valitaan jousivoiman suunta positiiviseksi suunnaksi ja
lasketaan kuminauhan jousivakio.

F-G=0
kx =mg
0,202kg -9,81 m/s’
k=9 _0,202kg-9,81m/s” 5 i 5cn/m
X 0,144m

Taskulampun ja kuminauhan systeemia voidaan pitaa
harmonisena varahtelijana. Lasketaan harmonisen
varahtelyn taajuus.

polo 1 1k 1 mg
T m 27z \m 2z \xm
21w, [—
\/k
1 1 [9,81m/s’
f=— L= B1m/s =1,3136Hz~1,31Hz.
27 \x 2rn\ 0,144m
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b) Harmonisen varahtelyn taajuus ja jaksonaika ei riipu
amplitudista. Taajuuden yhtalon mukaan taajuuteen
vaikuttavia suureita ovat jousen jousivakio ja punnuksen
massa.

Vipu 5 e FY5 Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 14.3.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.



Tehtava 7.12
punnuksen massa m = 0,560 kg
kahdeksaan varahdykseen kuluva aika t =11,2 s

11,2s

a) Varahtelyn jaksonaika 7= =1,4s.

b) Jousen jousivakio voidaan maarittaa harmonisen
varahtelijan jaksonajan yhtalosta.

T=27r\/E
k

724,20
k
0,560k
k=4r’ 2 =4’ =228 _11,27954N/m ~ 11N/m.
T (1,4s)

Vipu 5 e FY5 Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 14.3.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.



c) Jousivoiman suuruus on Fj = kx. Newtonin Il lain
mukaisesti Y F=ma. Punnus on paikallaan, joten siihen
vaikuttavien voimien summa on nolla ja kiihtyvyys on
nolla. Valitaan jousivoiman suunta positiiviseksi
suunnaksi. Kirjoitetaan liikeyhtalo ja ratkaistaan
venyma.

F-G=0
kx =mg
_ 0,560kg-9,81
x="9 _ NS —0,48704114 m ~ 49 cm
k 11,27954 -~
m

Jousi lyhenee 49 cm.
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Tehtdva 7.13

a)
Automaattinen sovitus: jousipunnussysteemi | paikka
x =A-sin(Bt+C) + D
A=0,04472
B=5,948
C=5,256
D =-0,000372
1  Korrelaatio: 0,9697
0,057
S 0
=
(34}
Q- ' ' ‘ ' ' ‘ ’ '
—0,05-

aika (s

b) sovitefunktio x(t) = A sin(Bt + C) + D.

Vakioiden arvot sovitekuvaajan tiedoista

A =0,04472
B =5,948
C=5,256

D =-0,0003722
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c) Sovitefunktion parametreista A kuvaa amplitudia, joten
amplitudin suuruus on 4,472 cm = 4,5 cm.

Taajuutta kuvaa parametri B. Sinifunktion riippuvuus

ajasta on ilmoitettu muodossa x(t) = A sin(2xnft).

B=2nf

fo B 59481/s
21 27

=0,94665Hz ~ 0,95 Hz.
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Tehtdva 7.14

a) Punnuksen massa vaikuttaa varahdysaikaan. Mita
suurempi punnuksen massa on, sita pidempi on

jaksonaika. Jaksonaika noudattaa yhtal6a 7=2n % Mita

suurempi punnuksen massa on, sita pidempi on
jaksonaika.

b) Varahtelyn amplitudi ei vaikuta taajuuteen, silla
varahtelijan jaksonaikaan vaikuttaa a-kohdan yhtalén
mukaan vain punnuksen massa ja jousivakio.
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Tehtava 7.15

a) Kuminauhan varassa varahtelevan punnuksen
jaksonaika noudattaa harmonisen varahtelijan yhtaloa.

T:27t\/E
k

72 =42
k

m
k:4T[2 F

Kun yhtal6on sijoitetaan mittauksissa saadut
arvot mja T, jousivakiolle saadaan arvo.

b) Punnuksen massa ei vaikuta jousivakion arvoon.
Tuloksista pitaisi tulla mittaustarkkuuden rajoissa
samat.
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c) Jousivakion suuruus riippuu punnuksen massasta seka
varahtelijan jaksonajasta. Punnitus on helppo suorittaa.
Tarkkuus on kaytannossa vaa’an tarkkuus. Jaksonajan
mittaamisessa tulee helposti virhetta. Esimerkiksi
mittaajan reaktioaika seka tulkinta aariaseman kohdasta
vaikuttavat tulokseen. Virhetta voi pienentaa
mittaamalla esimerkiksi kymmeneen varahdykseen
kulunut aika ja jakamalla saatu tulos kymmenella. Talla
keinolla jaksonajan virhe pienenee kymmenesosaan.
Virhetta aiheuttaa myos kuminauhan oma massa seka
se, etta kuminauhaa voi mallintaa jousena vain pienilla
venymilla.
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Tehtava 7.17

a) Jousen varahtely noudattaa harmonisen varahtelyn
yhtaloa.

T:271:\/E
k
m

Esitetaan varahdysajan nelié massan funktiona.

0,71 Lineaarinen sovitus: massa ja jaksonajan nelié
T =Km+8B

K =2,386 s%g

B=0,036325?

Korrelaatio: 0,9998

0* T T i T T T
0,05 0,10 0,15 0,20
m (kg)

Kuvaajasta nahdaan, etta jaksonajan nelio ja
punnuksien massa ovat suoraan verrannollisia. Suoran

: : , Am’ 2
fysikaalinen kulmakerroin on 53862

kg
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b) Varahdysajan nelid on suoraan verrannollinen

punnuksen massaan. Lasketaan suoran fysikaalisen

kulmakertoimen avulla jousivakion arvo. a-kohdassa

maaritetyn tuloksen mukaan jousivakioksi saadaan
A’

k=————-=16,5458 /m~17N/m.

2386
kg

Mittaustarkkuuteen vaikuttaa jousen oma massa seka
varahdysaika. Mittaustarkkuutta parantaa useampi
mittaus usealla eri punnuksen massan arvolla.
Varahdyksen jaksonaika saadaan tarkemmaksi, kun
mitataan esimerkiksi kymmeneen varahdykseen kulunut
aika ja jaetaan tulos kymmenella. Mita suuremmilla
massoilla mitataan, sita pidempi on jaksonaika ja sita
pienempi virhe tulee ajan mittaukseen. Myo6s isompien
massojen kaytto pienentaa massan mittauksen virhetta.
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Tehtdva 7.18.

a)

gjlli“iiiiiii;xii
A

aika (s)

b) Varahtelyyn liittyvista suureista muuttuu vain amplitudi.
Taajuus ja jaksonaika eivat muutu.

c) Pahvinpalalla on suurin kiihtyvyys dariasemissa, koska
jousen jousivoima on silloin suurin. Pahvinpalan
kiihtyvyys on suurin heti varahtelyn alussa, koska
varahtelyn amplitudi on silloin suurin. Varahtelyn
jaksonaika ei muutu varahtelyn aikana. Koska
pahvinpalan nopeus varahtelyn alussa on suurempi kuin
varahtelyn lopussa, on kiihtyvyys suurin heti varahtelyn
alussa.
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d) Punnuksen suurin nopeus saadaan kuvaajan tangentin
kulmakertoimesta. Punnuksen nopeus on suurin
tasapainoaseman kohdalla.

Lineaarinen sovitus: jousen vdrahtely | paikka
X =kt+b

k=-33,65m/s

b=5,138m

Korrelaatio: -0,9935

AAAA
Y °

aika (s)

Suurin nopeus kuvaajan mukaan on
Vmax = 33,65 m/s = 33,7 m/s
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Kiihtyvyyden maarittamiseksi maaritetaan nopeuden
kuvaaja derivoimalla paikan kuvaaja ajan suhteen.

Lineaarinen sovitus: jousen varahtely | nopeus
1 v =kt+b

40 k=2788m/s/s

b=-8519m/s

2: Lé’ " ! i 0”“0945 i i i i
e

i
aika (s)

o

nopeus (m/s)

|
[}
[=3
—

|
B
o

Nopeuden kuvaajan tangentin kulmakerroin kertoo
punnuksen kiihtyvyyden. Suurin kiihtyvyys punnuksella
on heti varahtelyn alussa. Nopeuden kuvaajasta
suurimmaksi kiihtyvyyden arvoksi saadaan

Omax = 278 m/s?.
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Tehtdva 7.19.

kappaleen massa ma =250 g = 0,250 kg
vaunun massa Myauny = 250 g = 0,250 kg
jousen jousivakio k =25 N/m

varahtelyn amplitudi A =2,2 cm = 0,022 m.

a) Punnuksen, vaunun ja jousen muodostaman systeemin
mekaaninen energia sailyy, kun systeemiin ei vaikuta
ulkoisia voimia. Tama edellyttaa esimerkiksi sita, etta
kitka ja ilmanvastus eivat vaikuta vaunun liikkeeseen ja
sita etta jousen muoto palautuu varahdysliikkeessa
ilman havioita.

b) Jotta punnus ei lilku vaunun pinnalla, lepokitkan pitaa
olla riittavan suuri. Jousen kohdistama voima
kappaleeseen on suurimmillaan aariasennoissa eli kun
amplitudi on 2,2 cm. Talldin jousi kohdistaa punnukseen
voiman, jonka suunta on kohti tasapainoasemaa ja
suuruus on

N
F =kx=kA=25—-0,022m=0,55N.
m

Jotta punnus ei liilku vaunun paalla, lepokitkan olla
vahintaan jousen kohdistaman voiman suuruinen. Nain
ollen lepokitka on F,0 > 0,55 N.
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c) Varahtelevan systeemin mekaaninen kokonaisenergia
saadaan alkutilanteessa jouseen varastoituneesta
potentiaalienergiasta.

E=1/<A2 =1-25ﬂ-(o,022 m)’>=6,05-10" J=6,1mJ.

2 2 m
Oletuksen mukaan mekaaninen energia sailyy. Kun
punnus ja vaunu liikkuvat kohti tasapainoasemaa, osa
jouseen sitoutuneesta potentiaalienergiasta muuntuu
punnuksen ja vaunun yhteiseksi liike-energiaksi.
Tasapainoaseman kohdalla mekaaninen energia on
kokonaan liike-energiaa, jolloin liike-energian suuruus

on sama kuin alkutilaan potentiaalienergia 6,1 mJ.
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Tehtdva 7.20.

a) Hooken lain mukaan venyma on € = g/E, jossa ¢ on
jannitys ja E on kimmokerroin. Timanttikiteen
kimmokerroin on teraskiteen kimmokerrointa suurempi,
joten jos timanttikiteeseen ja teraskiteeseen
kohdistetaan yhta suuri jannitys, teraksen venyma on
suurempi kuin timantin venyma.

b) Kun jannitys on pieni, venyma voidaan maarittaa
Hooken lailla o = E€. Kun jannitys poistetaan, o0 =0,
jolloin my6s venyma € = 0. Toisin sanoen kiteet
palautuvat alkuperaiseen muotoonsa.

c) Kaytetdan aineistossa annettua yhtaloa ja maaritetaan
timantin ominaistaajuus.

1 [E 1 [950-10° Pa-0,3567-10°
L ° = M _20,755-10" Hz ~ 21 THz.
2\ m 2m\ 12-1,660539040-10 ' kg

d) Edellisen kohdan ratkaisussa kaytetaan itsenaisen
harmonisen varahtelijan mallia, joka ei huomioi atomien
valisia kytkentoja. Timanttikiteen hiiliatomien valilla on
kovalenttiset sidokset, joten mallin antama tulos voi olla
erilainen kuin mitattu arvo. Fysikaalista mallia voidaan
tarkentaa esimerkiksi tarkastelemalla hiiliatomien
jonoa.
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Tehtdva 7.21

punnuksen massa m=0,312 kg

Automaattinen sovitus: jousen varahtely | paikka
x = A-sin(Bt+C) + D

A=0,028 53

B =9,307

C=3,292

D = -0,000 740

Korrelaatio: 0,9994

0,02+

0,00~

paikka (m)

INRERRE R

—~0,04-

aika (s)

(akselit oikein pain 1 p, mittauspisteet nakyvat 1 p,
sovitekuvaaja 1 p) (3 p)

b) Amplitudi on punnuksen suurin poikkeama
tasapainoasemasta. (1 p) Kuvaajan perusteella suurin
poikkeama on heti varahtelyn alussa jaseon A =2,9 cm.
(1 p, Huom! Jos amplitudin termia ei ole selitetty, ei
pistetta)

8,79s

Varahtelyn jaksonaika 7= =0,67625~0,68s. (2 p)
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c) Jousen jousivakio voidaan laskea harmonisen
varahtelijan jaksonajan yhtalosta. Maaritetaan ensin
varahdysaika kuvaajasta. Kuvaajasta katsottuna
kolmentoista varahdyksen aika t = 8,79 s.

Jousivakion arvo

T=27c\/E
k

T2 =4 (2 p)
k
0,312k
k=an’ 2=an’ —>~5 _26,9416N/m~26,9N/m.
T 8,795
13

d) Jousen potentiaalienergia on suurimmillaan varahtelyn
aariasemissa. Lasketaan potentiaalienergian maara heti
varahtelyn alussa.

Kuvaajasta mitattuna amplitudin suuruus on 0,029 m.

1 1 N

E==kA*>==.26,94159388 —-(0,029m)* =11,3289-10> J~ 11 mJ.
2 2 m

(2 p)

e) Jos punnusta vedettaisiin ensin suuremmalla voimalla,
olisi jousen venyma suurempi. (1 p) Kun jousi
paastettaisiin varahtelemaan, olisi varahtelyn amplitudi
suurempi. (1 p) Samalla myds punnuksen suurin nopeus,
energia ja suurin kiihtyvyys olisivat suurempia.

Varahtelyn taajuuteen voima ei vaikuta. (1 p)
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