4. Gravitaatiovoima

Tehtdva 4.1.

Oikeat vastaukset:
a) C
b) A
c) B
d) B
e) C
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Tehtdva 4.2.

a) Maan massa m; = 5,9723 - 10%* kg
Kuun massa m; = 7,346 - 10%? kg
Maan ja Kuun valimatka
r =384 400 km =384 400 000 m

gravitaatiovakio y = 6,674 30 - 107"

Nm?
kg’
Gravitaatiolain mukaan Maa vetaa Kuuta puoleensa

voimalla
Nm?® 5,9723-10* kg-7,346-10%* k
F =y 22 —6,67430-10 " —. & 5
r kg (384400000 m)

=1,981670776-10° N~1,982-10° N.

b) Gravitaatiolain mukaan kumpaankin kappaleeseen
vaikuttaa yhta suuri gravitaatiovoima, joten Kuu vetaa
maata puoleensa yhta suurella voimalla kuin Maa
Kuuta. Fg =1,982:10%° N
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Tehtdva 4.3.

a) Gravitaatiokentan voimakkuuteen vaikuttavat
taivaankappaleen massa ja etaisyys taivaankappaleen
keskipisteesta.

b) Phoboksen massa M = 1,066 - 10'° kg

Phoboksen keskimaarainen sade r=11,3 km =11 300 m

Nm?’

kg’

gravitaatiovakio y=6,67430-10™"

Gravitaatiokentan voimakkuus kuvaa, kuinka suuren
kiihtyvyyden gravitaatiovoima aiheuttaa kappaleelle.
Newtonin Il lain mukaan gravitaatio voima aiheuttaa
kiihtyyyden voiman suuntaan

@zma

Kun merkitaan kiihtyvyytta symbolilla g;, niin

211/
y—— =m0,
r
M
grzj/_z'
r

Gravitaatiokentan voimakkuus Phoboksen pinnalla on
noin

M Nm? 1,066-10°k m m
g, =y—=6,67430-10 " —-- zg =0,005571935 — ~0,00557 —..
r kg (11300 m) S S
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Tehtdva 4.4.

a) heilurin langan pituus /=1,5m

Heiluria voidaan tarkastella matemaattisena heilurina,
silla lanka on oletuksen mukaan massaton ja punnusta
voidaan pitaa pistemaisena langan pituuden
mittakaavassa.

Heilurin jaksonaika on

TzZng:2n Lom
g

—=2,456920 5%2,5s.
9,81
S

b) Matemaattisen heilurin jaksonaika on T=2n\P.
g

Yhtalosta nahdaan, etta poikkeutuksen suuruus ei
vaikuta jaksonaikaan.

c) Matemaattisen heilurin jaksonajan yhtalosta nahdaan,
etta punnuksen massa ei vaikuta jaksonaikaan.
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Tehtava 4.5.

a) Massa aiheuttaa aika-avaruuden kaareutumisen.

b) Gravitaatiokentan muutokset liikkuvat avaruudessa
gravitaatioaaltoina. Gravitaatioaallot etenevat
valonnopeudella. Taman vuoksi gravitaatiokentan
muutokset eivat vaikuta heti kaukana avaruudessa.

Tehtava 4.6

a) Gravitaatiovoiman voimakkuus kasvaa tasaisesti Maan
keskipisteesta kohti Maan pintaa. Kun etaisyys pinnasta
kasvaa, gravitaatiovoima heikkenee. Gravitaatiovoima
on suurin Maan pinnalla.

b) Maan keskipisteessa Maan massa on jakautunut
tasaisesti Maan keskipisteen ymparille. Siksi Maan
gravitaatiokentan voimakkuus Maan keskipisteessa on
nolla.
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Tehtava 4.7.

a) Maan vetovoima vaikuttaa Kuuhun, kuten Kuun
vetovoima Maahan. Jos Kuussa olisi meria, myds siella
havaittaisiin vuorovesi-ilmio.

b) Uuden kuun ja taysikuun aikana Maa, Kuu ja Aurinko
ovat samassa linjassa. Talléin vetovoimat vaikuttavat
samaan suuntaan. Siksi vuorovesi-ilmio on naina hetkina
voimakkaampi kuin tavallisesti.

c) Vaikka Kuun vetovoima on selvasti heikompi kuin
Auringon vetovoima, Kuun vetovoimalla on suurempi
merkitys vuorovesi-ilmioon. Kuu on lahempana Maata
kuin Aurinko ja taman vuoksi Kuun vetovoima
heikkenee suhteessa enemman Maan halkaisijan
matkalla. Kuun vetovoima on selvasti suurempi Maan
Kuun puoleisella puolikkaalla. Auringon aiheuttama
vetovoima on molemmilla puolen Maata lahes yhta
suuri. Tama voimien ero selittaa vuorovesi-ilmion.
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Tehtdva 4.8.

Kuun etdisyys Auringosta r; =1 au =1 449,5979 - 10° m

Auringon massa m; = 1,989 - 103° kg
Maan massa m; = 5,9723 - 10** kg
Maan etaisyys Kuusta r, =384 400 000 m

Lasketaan Auringon gravitaatiovoiman suhde Maan

gravitaatiovoimaan

m, gt
}/ 2 2 2 30
Fsn ~ r° r,°"m (384400 000 m)"-1,989-10"" kg
F

h

M },mzfrf r°m, (149,5979-10° m)*-5,9723 -10* kg

=2,1989~2,2.
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Tehtdva 4.9.

Rhean sade r =764 000 m

gravitaatiokentan voimakkuus g, = 0,265 m/s?
Nm’

kg®

gravitaatiovakio y=6,67430-10™

a) Kuu aiheuttaa kuun pinnalla olevalla kappaleelle
gravitaatiovoiman, jolloin kappaleen kiihtyvyys on
Newtonin Il lain mukaan F; = ma. Kiihtyvyys kuvastaa
gravitaatiokentan voimakkuutta, jolloin a = g;. Rhean
massaksi saadaan

m, a1
/4 rRz = pg,

gr’ 0,265m/s”-(764 000m)*

2

=2,3175-10* kg ~2,32-10*" kg.

m, =
17 Nm

kg’

Y 6,67430-10"

b) Rhea oletetaan palloksi, jolloin Rhean keskitiheys on

LMo m 2,2388-10*' kg

ViR =1240,7kg/m’ ~1200kg/m>.
3

nr’ :Tc(764000 m)’
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Tehtdva 4.10.

gravitaatiovoima maapallon pinnalla G1 =2 060 N
Maan sade r; =6 378 km
Kuun sader, =1 738 km

Nm?’

kg®
Maan massa m; = 5,9723 - 10%* kg
Kuun massa m, = 7,3446 - 10%% kg

gravitaatiovakio y=6,67430-10™

a) Maaritetaan gravitaatiolain avulla kuumonkijan massa,
kun ménkija on maapallon pinnalla. Kuumaonkijaan
kohdistuva gravitaatiovoima

G, =F..

Kuumonkijan massa on

mm
F=y—
R’
G,R’ 2060N- (6378 000 m)’
m=aM (N 2 m) ~210,227 k.
"™ 667430-10™ .5 9723.10% kg

2

kg
Kuun monkijaan kohdistama gravitaatiovoima

m,m  m, GR’ m,GR,’
RZ2 - }/ RZ2 }/ml - ranZ2

G — 7,346-107kg - 2060 N - (6 378 000 m)*
? 5,9723-10*kg - (1738 000 m)>

G,=F =y

=341,2N~341N.

Vipu 5 e FY5 Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtié Otava e paivitetty 14.3.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.



b) Tarkastellaan, milla etaisyydella maapallon aiheuttama
gravitaatiovoima on yhta suuri kuin Kuun aiheuttama
gravitaatiovoima.

Merkitaan etaisyytta Maan keskipisteesta tunnuksella R.
Merkitaan Maan gravitaatiokentan aiheuttama voima Fg
vhta suureksi kuin Kuun gravitaatiokentan voimakkuus
Kuun pinnalla G;. Ratkaistaan etaisyys R.

F. =G,

mpgf
}/ R? o

m, prf
RZ

2

Y

5,9723-10*k
r= Mg \/ € .1738000m=15670942,5m ~15670km.

1\ 7,346-10%kg
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Tehtdva 4.11.

kahdeksan heilahduksen aikat=13,6 s

a) Kun heilahdusaika maaritetaan useammasta
heilahduksesta, mittausvirheen vaikutus pienenee ja
mittaustuloksesta saadaan tarkempi.

b) Heilurin jaksonaika on yhden edestakaiseen
heilahdukseen kulunut aika eli

13,65
8

t
— =1,7s.
n

c) Matemaattisen heilurin jaksonajalle on voimassa

/
T=2m |—.

g

Heilurin langan pituudeksi saadaan a-kohdan tuloksen
perusteella

T=2n\/z
g

T2:47£2L
g
T> 9,81m/s*-(1,7s)
/=i’l _— mf’ L7V 7181m~720m.
7T T
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Tehtdva 4.12.

a) Merkitaan avaruusluotaimen massaa tunnuksella m.
Taivaankappaleiden massat ovat M; ja M.
Luotaimen etaisyydet taivaankappaleisiin ovat ry ja r».

Avaruusluotain liikkuu taivaankappaleiden valissa, joten
taivaankappaleiden gravitaatiokentat aiheuttavat
luotaimeen vastakkaissuuntaiset voimat.

- +

>

@ F, : F, @

Taivaankappaleen 1 ja luotaimen valisen
mM

2
rl

1

gravitaatiovoiman suuruus on f =y

Taivaankappaleen 2 ja luotaimen valisen

mM,
.
2

gravitaatiovoiman suuruus on f, =y

Vipu 5 e FY5 Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 14.3.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.



Otetaan huomioon suuntasopimus. Newtonin Il lain
mukaan

XF=ma
—F, +F, =ma
241\% 241\%
—y 5t +y = pia
rl 2
M M
=y v
r r

2 1

MZ Ml
a=y| —=-——|

2 1

Luotaimen kiihtyvyys taivaankappaleiden valissa on

b) Jos luotaimen tilalla olisi kolmas taivaankappale, sen

massa vaikuttaisi kahden muun taivaankappaleen
liikkeisiin. Tall6in kappaleen kiihtyvyyden ratkaiseminen
olisi monimutkaista.

Vipu 5 e FY5 Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtié Otava e paivitetty 14.3.2022
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.



Tehtdva 4.13.

Matemaattisen heilurin jaksonaika noudattaa yhtaléa

TzZﬂ:\/z.
g

Massa tai heilahduskulma eivat vaikuta heilurin
jaksonaikaan.
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Tehtdva 4.14.

a)

1,2 1

1,14

T (s)

1,0 1

0,9 -

0,30 035

0,20 0,25
[ (m)
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b)

1,54 Lineaarinen sovitus: heilahdusajan nelié
T’=kl+b

1,44 k=3,969 s¥m
b=0,04918 s2
Korrelaatio: 0,9996

1,3-

1,2-

1,1-

T?(s?)

1,0
0,91

0,8+

0’7 T T T T
0,20 0,25 0,30 0,35
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c) Punnusta voidaan tarkastella matemaattisena heilurina.
Matemaattisen heilurin jaksonaika noudattaa yhtal6a

T=27c\/z.
g

Muokataan yhtalda siten, etta jaksonajan nelidlle ja
langan pituudelle tulee lineaarinen riippuvuus.

r2=an !

g

T2=£.
g

(I, T?)-koordinaatiston mittauspisteisiin sovitetun suoran

fysikaalinen kulmakerroin on 4—752. b-kohdan mukaan
g

saadaan
41t 2

~3969>,
m

Putoamiskiihtyvyydeksi saadaan
AT
g=—"T_-9,94669 2 ~9,95

3,969 > >
m
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Tehtdva 4.15

Maan massa m
Maan sade r
Planeetan massa M

a) Newtonin Il lain mukaisesti gravitaatiovoiman
suunnassa F, =ma. Kiihtyvyys kuvaa gravitaatiokentan
voimakkuutta, jolloin a = g, eli

Mgt
’ 3 = pg,

Maan gravitaatiokentan voimakkuus
M
9. =7~
r
Planeetan X pinnalla gravitaatiokentan voimakkuus on

2M 2M 8M M
:7/ 3 :7/ 5 :87/r—2:8gr_

r ? r r
2 4

Toisen planeetan gravitaatiokentan voimakkuus on

8-kertainen Maan gravitaatiokenttaan verrattuna.
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b) Merkitaan, etta planeetan Y pinnalla gravitaatiokentan
voimakkuus on yhta suuri kuin Maan pinnalla.

gr :grY

M 2M
}/ rz _}/ rYz

r?=2r

r, = Jar.
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Tehtdva 4.16.

a) Amplitudi ei vaikuta heilahdusaikaan.

b) Kun lankaa lyhennetaan, heilahdusaika lyhenee.
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Tehtdva 4.17.

pienten kuulien massa m; = 1,05 kg

suurten kuulien massa m, = 22,0 kg

kiertoakselin pituus r=0,130 m

ison ja pienen kuulan valinen etaisyys re = 0,01 m

2
gravitaatiovakio y=6,67430-10™ '\Iiiz
g
Pienen ja ison kuulan valilla vaikuttaa gravitaatiosta
aiheutuva voima, joka aiheuttaa momenttia. Kiertoakselina
on kvartsitanko. Molemmat momentit alkavat kiertaa
tankoa samaan suuntaan. Gravitaatiovoimien aiheuttama

kokonaismomentti on
LM=Fr +Fn =2Fr
mlmZ

2
e

XM =2y h
Nm’ 1,05kg-22,0kg-0,13m

2

kg (0,01m)’

>M=2-6,67430-10""

=4,00858-10°Nm
~4,00-10"° Nm.
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Tehtdva 4.18.

moduulin etaisyys Marsin pinnasta h =1 500 000 m
Marsin massa M = 0,107 - 5,9723 - 10** kg
Marsin sade R = 3 390 km

a) Koska luotain lahetetdaan samalla nopeudella
taaksepain, kun se etenee ennen lahettamista, on
nopeuksien vektorisumma nolla ja luotaimen nopeus
Marsin pinnan suhteen on nolla. Luotaimeen vaikuttaa
vain Marsin paino, joten luotain on laukaisun jalkeen
kiihtyvassa liikkeessa kohti Marsin keskipistetta.

b) Newtonin Il lain mukaan luotaimeen vaikuttavat voimat,
kun luotain on liikkeessa laukaisun jalkeen

@:ma

Luotaimen kiihtyvyys on talléin

M
Y rfﬁ=ma

M
/4 rf”=ma

M Nm? 0,107-5,9723-10* k
a=y= =y ~6,67430-107 1 &

r (R+h)* kg” (3390000 m-+1500000m)
=1,783665m/s* ~1,78 m/s’.
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Tehtdva 4.19

Ceresin halkaisija d =975 km
kiven pudotusmatka s =3,0 m
kiven pudotusaika t =4,75 s
heilurin pituus /=1 m

Kiven kiihtyvyys oletetaan pysyvan vakiona. Lasketaan
kiven kiihtyvyys tasaisen kiihtyvyyden mallista.

Lasketaan gravitaatiolain avulla gravitaatiokentan
aiheuttama kiihtyvyys asteroidin pinnalla.

M
Vﬁ; = pia

Merkitaan kiihtyvyydet yhta suuriksi ja maaritetaan
Ceresin massa.

M_2s

rr t
2sr? 2.3m-(487,5km)’

M = Stg _ ( o~ ) ~9,46907-10° kg ~9,5-10% k.
Y m

6,67430-10" (4,75s)°

5 .

kg
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Tehtdva 4.20.

a) LIGO mittaa suoraan painovoima-aaltojen aiheuttamaa
ilmiota eli suhteellista venymaa jarjestelmassa kulkevien
valonsateiden kulkemassa matkassa. Vuoden 1974
havainnossa nahtiin pulsarien menettavan energiaa,
mutta havainto ei sulje pois sita mahdollisuutta, etta
tama energia poistuu jollakin muulla tavalla kuin
painovoima-aaltoina.

b) Auringon massa M = 1,989-103° kg
valon nopeus ¢ = 2,99792458-108 m/s
energian poistumisaika t = 0,015 s
Auringon sateilyteho on P=3,9 - 10%° W.

Kun kappaleet yhdistyivat, energiaa vapautui kolmen
Auringon massan verran, eli

E =mc’

2
E=3Mc*>=3-1,989-10%°kg -(2,99792458 .10° mj =5,362872-10 1.
S

Tama energia maara poistui nopeasti, 0,015 sekunnissa.
Teho on energia jaettuna ajalla, eli

p_E_ 5,362872-10"
t 0,015s

=3,5752-10” W ~3,6-10" W.

Kun tehoa verrataan Auringon tehoon, saadaan
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3,5752-10° W
3,9-10° W

=0,9167-10” =1-10%.

Gravitaatioaaltojen teho vastaa 10%3 Auringon tehoa.

Kun kappaleet kiertavat toisiaan, ajanhetkella 0,35 s
niiden valinen etaisyys on 4Rs eli nelja Schwarzschildin
sadetta. Aineiston mukaan kappaleelle, jonka massa on
noin 62 Auringon massaa, Schwarzschildin sade on
noin 180 km. Toisiaan kiertavien kappaleiden valinen
etaisyys on nain ollen vain noin 700 km. Tama sulkee
pois tavalliset tahdet ja valkoiset kaapiot, silla niiden
sateet ovat paljon tata etaisyytta suurempia. Kappaleet
voisivat olla neutronitahtia, mutta niiden massat eivat
voi olla 30 kertaa Auringon massan suuruisia, kuten
LIGO havaitsi. Kappaleiden on siis oltava mustia aukkoja.
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Tehtdva 4.21.

punnuksen massa m = 0,560 kg

a) C
b) D

c) Heilurin jaksonaika T=1,6 s.

Punnusta voidaan tarkastella matemaattisena heilurina,
jonka jaksonaika on

ream |1, (1 p)
g

Punnuksen langan pituus saadaan laskettua jaksonajan
perusteella.

T2=4n2i
g
T2 9,81m/s*-(1,65)° 2p)
/:Z = m452'(’ *) _0,6361m=~0,64m
7T 7T
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d) ISS etdisyys maanpinnalta h = 408 000 m
maapallon sade R =6 378 km

Nm?

kg®

gravitaatiovakio y=6,67430-10™

maapallon massa M =5,9723-1 024 kg

Punnuksen etaisyys maapallon keskipisteesta
r=R+h(1p)

Kun punnus on ISS:lla, vaikuttaa punnukseen
gravitaatiovoima

M M Nm®> 5,9723-10*" kg-0,560k
F =y =y— —6,67430-10 " —. d e
r (R+h) kg (6378140 m-+408000m)
=4,847N~4,8N.
(3 p)

Jos ei ole huomioitu korkeutta h, maksimissa (2 p)
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e) Punnuksen putoamiskiihtyvyys Kuussa saadaan
taulukosta

gk = 1,622 m/s? (1p)

Vastaavan matemaattisen heilurin jaksonaikan Kuun
pinnalla on c-kohdassa saadun pituuden mukaan

] 0,52129
room Lo [95H2M 5 5307623,95 (3 p)
g

1,622
S

(Jos c-kohdassa langan pituus vaarin, ei pistemenetyksia
tassa kohdassa)
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