20.12.2018 Koe (esikatselu)

Pitkan matematiikan preliminaarikoe K2019

Koe koostuu 13 tehtdvasta, joihin vastataan seuraavasti: neljdan tehtavaan A-osassa, kolmeen tehtdavaan Bl-osassa ja kolmeen
tehtdvdan B2-osassa. Kaikki tehtdvét arvostellaan pistein 0-12. Kokeen maksimipistemaara on 120. Voit vastata kaikkiin tehtaviin
kokeen alusta lahtien, mutta CAS-laskinohjelmat tulevat kayttoosi vasta, kun palautat A-osan tehtavat ja palautuksen jalkeinen

harkinta-aika on paattynyt.

A-osa: Ratkaise kaikki timéan osan tehtdvat 1-4. Apuvalineend saa kdyttaa taulukkokirjaa. Laskinohjelmistojen (CAS) ja fyysisen
laskimen kayttd ei ole sallittu sina aikana, kun A-osan tehtavat ovat palauttamatta. Koejarjestelman KCalc-laskinohjelma on kaytdssa

my0s kokeen A-osassa.

B-osa: Kokeen B-osassa ovat kaytossa kaikki koejarjestelmaan sisaltyvat ohjelmat. B1-osa Ratkaise kolme tehtavista 5-9. B2-osa
Ratkaise kolme tehtdvistd 10-13. Al jatad mitdan merkintdja sellaisen tehtivan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jattaa

arvosteltavaksi. Tarkista lopuksi, etta vastasit oikeaan maaraan tehtavista.

Aineistot

Aineistot avautuvat "Nayta aineistot"-linkista toiselle valilehdelle selaimessa. Voit liikkua aineistojen ja vastausosion valilld ylareunan
valilehtien kautta.

Nayta aineistot

A-osa/Del A
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1.
Valitse oikea vastaus.

(12p)

1.1

Kuvassa olevan suoran yhtalo on

2x+3y+6=0
2x+3y—-6=0
3x+2y+6=0
3x+2y—-6=0
y=-3x-2
y=-3x
y=—%x+2
1.2 41y
3
2
° 1
X
-7 -6 -5 -4 - -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1

Kuvassa olevan ympyran yhtalo on
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20.12.2018
x+22+@-17%=2

x-22+@+1)? =2
(x+22+( -1’ =4
x-27+@+1) =4
=27 +(+1?=0
G+ + -1 =2
x+1)2+@-22=4

x-1*+@+27 =1

1.3.

Koe (esikatselu)

21

(4, 4)

Ympyrélle piirretyn tangentin yhtalo on

y=-3x+%
y=—3x+%
y=3x+3
y=%x—2
y=%x+2
y=-3x+3
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1.4.

(zO, yO)
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flx)=x>+32% -1

M&érita pisteen (xg, yo) koordinaatit

(=2,3)
©,-1)
(-2.2)
(-3,2)
-L1

G,-D

1.5. y

f(x) = sin(x)

(0, Yo)

Maaritd pisteen (xq, Yo) koordinaatit radiaaneina.

(,0)
2r,0)
(3x,0)

z.,0)
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z,0)

(2,0)
,0)

1.6. y

(x+5)*+ (y—2)°=9

(x+5)°+(@y—2)>=4

Maarita yhtendisella viivalla piirretyn janan h pituus.

h=1
h=2
h=3
h=4
h=5
h=16

610
a) Sievenna lauseke

T
(x*)
b) Ratkaise yhtil6 15x% — 3x = 0.
. spanl=x _ 1
c) Ratkaise yhtal6 2" = 2.
d) Olkoon f (x) = e**. Maariti kiyrille y = f(x) kohtaan x = O piirretyn tangentin kulmakerroin.

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen
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Olkoot vektorita = 2i + 2j +kjab=-3i+ SJT + 4k.
a) Laske vektoreiden gja b pituudet.
b) Laske pistetulo @ - b.

c) Laske vektoreiden @ ja bvalinen kulma asteen sadasosan tarkkuudella.

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen

4. M3irits funktion f (x) = x3 (x + 4) pienin arvo. (12 p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen

Saat CAS-laskinohjelmat kayttoon palautettuasi A-osan.

B-osa/Del B
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5. Bl

Liitteend olevassa jakauma.ods -tiedostossa on Madntylan lukion matematiikan kurssikokeen pistejakauma.
Lataa pistejakauma

Halutessasi voit ladata pistejakauman myds tiedostomuotona .ggb, .tns tai .vcp.

a) Montako opiskelijaa osallistui kokeeseen? (1 p)

b) Havainnollista jakaumaa pylvaskuviolla.(2 p)

c) Laske arvosanojen suhteelliset frekvenssit f %. (3 p).

d) Madrita arvosanojen keskiarvo ja keskihajonta. (6 p)

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen

Tarkastellaan yhtil6d (@ + 1) x2 +2(@a—1)x -2 =0.
a) Osoita, ettd yhtalolla on ratkaisuja kaikilla parametrin @ arvoilla.
b) Milla parametrin g arvoilla ratkaisut ovat erimerkkiset?

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen
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7. Bl

Liitteend olevassa dynaamisessa kuviossa kuvio.ggb

1) pisteiden A ja B paikat ovat kiintedt ja niiden etdisyys on 6,
2) pisteet C ja D ovat janan AB keskinormaalilla ja

3) janan CD pituus on 4.

Lataa kuvio.ggb

Pistetta C voidaan liikutella pitkin janan AB keskinormaalia, siten ettd janan CD pituus on koko ajan 4.
a) Laske alkuperaisen kuvion eli nelikulmion ADBC ala. (4 p)
b) Liikuttele pistetta C. Miten pisteen C paikan vaihtaminen vaikuttaa kuvion alaan? (2p)

c) Todista b-kohdan véitteesi huomioiden eri vaihtoehdot. (6p).

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen
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8. Bl

fz)==a?

g(z) = |2°|

am

Kahden eri pokaalin maljaosat syntyvat, kun kdyrit f(x) = x2 ja g(x) = |x3| pyorahtivit y—akselin ympari. Maljoihin kaadetaan
yhta paljon nestetta siten, ettéd myos maljojen nestepinnat ovat yhta korkealla.

Koordinaatiston pituusyksikkona on 1 dm.
A) Maarita pokaaliin kaadetun nestemaaran tilavuus.

B) Kolmannen pokaalin maljaosa syntyy, kun kayra hA(x) = |k - x| pyorahtaa y—akselin ympéri. Pokaaliin kaadetaan sama méaéara
nestettd kuin aiempiin pokaleihin. M&arita reaaliluku k siten, ettd my6s kolmannen pokaalin maljaosan nestepinnan korkeus on

sama kuin kahden aiemman.
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y

h(z) = |k - x|

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen
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9. Bl

Jos valitset taman tehtdvan, ratkaise joko 9.1 TAI 9.2.

9.1

Fibonaccin lukujono F, = 1,1,2,3,5, 8,13, ... maaritelldén rekursiivisesti siten, ettd lukujonon seuraava jasen on kahden
edellisen summa. Lisaksi F; = F, = 1.

a) Madrittele Fibonaccin lukujonon rekursiokaava. (3p)

b) Tutki (valitsemallasi menetelmalld), mika on Fibonaccin lukujonon suurin kuusinumeroinen luku. Kuinka mones lukujonon
jdsen seon? (3p)

c) Kultainen leikkaus saadaan, kun jana jaetaan kahteen osaan niin, ettd lyhyemman osan suhde pidempaan osaan on sama kuin

1+4/5
pidemman osan suhde koko janaan. Tdma kultainen suhde on arvoltaan — Fibonaccin perédkkaisten jasenten suhde

lahetyy kultaisen leikkauksen suhdetta. Tutki, milloin jonon jasenten suhde on kolmen desimaalin tarkkuudella sama kuin
kultaisen leikkauksen suhde. (6p)

9.2.

Isaac Newton (1643-1727) kehitti nimedan kantavan menetelman ratkaista yhtald. Menetelmassa yhtalo kirjoitetaan muotoon
f(x) = 0jatutkitaan funktion f(x) nollakohtia. Newtonin menetelmén iterointikaava on

fGen)
f )’

Xntl = Xp —

missd f'(x) on funktion f(x) derivaattafunktio.

Toisinaan derivaattafunktion f” (x) muodostaminen voi olla tySlasta, jolloin Newtonin menetelmaa ei voi kayttaa.
Tietokoneohjelmien avulla yhtalon ratkaisut voidaan selvittdd numeerisesti ns. sekanttimenetelmdlld. Menetelman
erikoistapauksessa eli regula falsi -menetelmissi oletetaan, ettd funktio f(x) saa annetun valin paatepisteissa erimerkkiset
arvot.Sekanttimenetelma saadaan Newtonin menetelmén palautuskaavasta korvaamalla derivaattafunktio f” (x) kayralle
piirretyn sekantin kulmakertoimella

k= SCn)—f(xn1) .

Xpn—X-1

Sekanttimenetelman iterointikaavaksi saadaan nain ollen

Xt = Xn = f06) - Fsfary

Tarkastellaan funktiota f(x) = x** — e*.
a) Osoita, ettd funktiolla £(x) on nollakohta vélilla [1, 2]. (3p)

b) Ratkaise funktion f(x) valilla [1, 2] oleva nollakohta sekanttimenetelméan avulla. Ilmoita vastauksesi kolmen desimaalin
tarkkuudella. (9p)

(12p)
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Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen

10. B2

Tehdas valmistaa hehkulamppuja ja energiansdéstélamppuja. Hehkulamppujen kestoajan jakaumalla on tiheysfunktio f:
F = { -6 +24t-225 ki 1,5<t<25,
0 , muualla,
missa muuttuja t ilmaisee ajan tuhansina tunteina.
Energiansadstdlamppujen kestoaika noudattaa normaalijakaumaa keskiarvona 24000 tuntia ja keskihajonta 8200 tuntia. Asiakas
ostaa 5 hehkulamppua ja 5 energiasaastélamppua.

Milla todennakaisyydella

a) kaikki viisi hehkulamppua kestavat vahintdaan 2200 tuntia (4 p)

b) kaikki viisi energiasaastdlamppua kestévat vahintdan 2200 tuntia? (4 p)

c) vahintaan kolme hehkulamppua ja véhintadn kolme energiansaastélamppua kestaa yli 2200 tuntia

(4p)(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittadmiseen

11. B2

Tarkastele aineistoista |0ytyvaa videota trigonometria ja vastaa sen perusteella kaikkiin kohtiin.

a) Videolla on funktioiden f(x) ja g(x) kuvaajat. Funktioiden lausekkeet ovat muotoa A - sin(Bx) tai C « cos(Dx), missa
A, B, C, D € N. Maarita funktioiden lausekkeet. (2p)

b) Videolla piirretdén kohtaan x funktioiden f(x) ja g(x) kuvaajille tangentit, jotka muodostavat yhdessa y—akselin kanssa

b4
kolmion. Perustele, miksi kolmiota ei voida maarittaa, kun x = E (2p)

T
c) Maérita videolla esiintyneen kolmion suurin mahdollinen pinta-ala, kun x € (E’ 75). (8p).

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen
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12. B2

Osoita (esimerkiksi matemaattisella induktiolla), etta luku n® + Snon jaollinen luvulla 6, kun k on luonnollinen luku.

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittadmiseen

13. B2

Nelisivuisen pyramidin sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita ja pyramidin pohja on nelid, jonka sivun pituus on @. Pyramidin
sisdan asetetaan kuutio siten, ettd kuution nelja karkipistetta ovat pyramidin sivusarmilld ja kuution pohja on pyramidin pohjalla.
Maarita kuution sarman pituus. Piirra kuva.

(12p)

Ohje kuvien ja kaavojen liittdmiseen
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