K1

—x2 45, kun x <2
f(x) = -
x—1, kun x > 2

a) Piirretddn funktion f kuvaaja geometriaohjelmalla.

AY GeoGebrassa kuvaaja
5 saadaan piirrettyd
4 komennoilla:
/ 3 \ x*+5,x<2
2 v =f(x) x—1,x>2
(122]0) | X
b 3 fz h 12 3 4

b) Maidritetddn kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste.
Funktion f nollakohta on x ~-2.2.
¢) Ratkaistaan yhtdlo f(x) =0 erikseen vileilld x <2 ja x> 2.
Kun x <2, niin f(x)=—x>+5.
f(x)=0
—x2+5=0 |-5

—x2=-5 |(=D
2 _

=5
x:\/g tai x:—\/g

X

Vain ratkaisu x = —\/g toteuttaa ehdon x < 2.



Kun x>2,niin f(x)=x—1.

J(x)=0
x—1=0 [+1
x=1

Ratkaisu ei toteuta ehtoa x > 2.

Funktio f nollakohta on x =+/5.

Vastaus
by x=-2,2

c)x:\/g



K2
a) Ratkaistaan, milloin funktion 8 —x arvot ovat epanegatiivisia.
8—x>0 ‘—8

—x>-8 F(=1)
x <8

Funktion 8 —x arvot ovat epanegatiivisia, kun x <8,
janegatiivisia, kun x> 3.

Siis

8 —x, kun x <8
s x|=
—(8—x), kun x> 8

B 8—x, kun x <8
N x—8, kun x>8

b) Ratkaistaan, milloin funktion 4 —x* arvot ovat epinegatiivisia.

4—x2>0

Miédritetddn funktion 4 — x> nollakohdat.

4—x*=0 —4
—x?=—4 | (-]
x2=4

x:x/Z:2 tai x:—\/Z:—Z



Funktion 4 —x* kuvaaja on

ylospéin aukeava paraabeli, joka
leikkaa x-akselin kohdissa
x=-2 jax=2.

Funktion 4 —x* arvot ovat epinegatiivisia, kun 2 <x <2,
ja negatiivisia, kun x <-2 tai x> 2.

Siis
—(4—x?%), kun x < -2
‘4—x2‘: 4—x2, kin —2<x<2
—(4—x?), kun x>2
x2 —4, kun x < -2
={4—x2, kun —2<x<2
x2—4, kun x>2

Vastaus

8—x, kun x <8
a) 8—x:{

x—8, kun x>8

x2—4, kun x < -2

b) ‘47x2‘: 4—x2 kun —2<x<2
x2—4, kun x>2



Yx|

)

2)

Funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on
lim f(x)=1.
x—1—

Funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lim f(x)=1.

x—14

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhta suuret, funktiolla f* on raja-
arvo kohdassa 1: lim f(x) =1
x—1

Funktio f ei ole vasemmalta jatkuva kohdassa 1, koska
lim f(x)=1 ja f(1)=2.
x—1—

Funktio f ei ole vasemmalta jatkuva kohdassa 1, koska
lim f(x)=1 ja f(1)=2.
x—14

Funktio f ei ole jatkuva kohdassa 1, koska
lim f(x)=1 ja f(1)=2.
x—1



b)

2
y%m@
/\\ 3‘
1 1\2 3
L

1) Funktion g vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lim g(x)=1.
x—1—
Funktion g oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lim g(x)=1.

x—14
Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret, funktiolla g on raja-
arvo kohdassa 1: limg(x) =1

x—1

2) Funktiota g ei ole mééritelty kohdassa 1. Siten funktio g eiole
vasemmalta jatkuva, ei oikealta jatkuva eiké jatkuva kohdassa 1.
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1)

2)

Funktion % vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on
lim A(x)=1.
x—1—

Funktion % oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lim h(x)=2.
x—1+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla % ei ole raja-
arvoa kohdassa 1.

Funktio /2 on vasemmalta jatkuva kohdassa 1, koska
lim A(x)=1 ja A(l)=1.

x—1—

Funktio % ei ole oikealta jatkuva kohdassa 1, koska lim A(x) = 2
x—1+

ja h()=1.

Funktio # ei ole jatkuva kohdassa 1, koska funktiolla % ei ole raja-
arvoa kohdassa 1.



d)

1) Funktion i vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

2)

lim i(x)=1.

x—1—

Funktion i oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 1 on

lim i(x) = 1.
x—1+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhtd suuret, funktiolla i on raja-
arvo kohdassa 1: limi(x) =1
x—1

Funktio i on vasemmalta jatkuva kohdassa 1, koska lim i(x)=1

x—1—

ja i) =1.

Funktio i on oikealta jatkuva kohdassa 1, koska lim i(x) =1 ja

x—14

iy =1.

Funktio f on jatkuva kohdassa 1, koska limi(x) =1
x—1

ja i) =1.
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a) Kohtaan x =1 voidaan piirtda tangentti yksikésitteiselld tavalla.

Funktio f on derivoituva kohdassa 2.

b) Kohdassa x =3 kuvaajassa on terdva karki, eikd sithen voida piirtdd
tangenttia yksikasitteiselld tavalla.

Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 3.

¢) Kohdassa x =35 funktiota ei ole méiritelty, joten kohtaan x =5 ei
voida piirtdd tangenttia.

Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 5.

d) Kohdassa x =7 funktio f on epéjatkuva, eikd sen kuvaajalle voida
piirtéd tangenttia yksikésitteiselld tavalla.

Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 7.
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a) Funktio f(x)= on médritelty ja jatkuva kohdassa x = 0.

Titen lim f(x) = £(0) = o= -1,
x—0 ‘02 _1‘ 1

-1
b) Funktio f(x)= x2 1‘ ei ole madritelty kohdassa x = 1. Lasketaan
x J—
toispuoliset raja-arvot.

Kun x —1—,niin ¥*<1 eli ¥*—1<0. Télldin ‘xz—l‘:—(xz—l).

Kun x — 1—,niin x> 0. Talléin ‘x‘:x.

Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo.

fim 7L g el
x—1— ‘xz —1‘ x—l1— —(xz —1)

L x=T1
=m e (1)

= lim
x—ol-—x—1

—_1
-1-1" 2



Kun x — 14, niin ¥*>1 eli x*—1> 0. Talldin ‘xz—l‘:xz—l.

Kun x — 14, niin x> 0. Talloin ‘x‘:x.

Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo.

lim ﬁ
=l (x4 1) (e=T)

— lim —1
x—>1+x+1
1+1 2

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla f ei ole raja-
arvoa kohdassa 1.

Vastaus

a) lim f(x) = —1

x—0

b) ei raja-arvoa
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a) Epétosi.

Lisdksi tdytyy olla lim f(x) = f(3).
x—3

b) Tosi.

Funktio f on jatkuva kohdassa 3, jos lim f(x) = f(3). Tami
x—3

edellyttdd, ettd funktiolla on raja-arvo kohdassa 3 ja funktion arvo
f(3) on médritelty.

¢) Tosi.

Funktio f on jatkuva kohdassa 3, jos lim f(x)= f(3).
x—3

d) Epitosi.

Lisdksi tdytyy olla lim f(x) = f(3).
x—3

e) Tosi.

Funktio f on jatkuva kohdassa 3, jos lim f(x)= f(3).
x—3
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Tapa 1. Kiytetiin magritelmdd f’(a) = lim Jlat h}? —f(a)

h—0

2 202
iy @M =3-(22-3)
h—0 h
2
i 4 4hth? 4
h—0 h
2
= fim 2 1°
h—0 h
Y SCERD)]
h—0

= lim (4 + h)
h—0

—44+0=4

(a+b)* =a? +2ab+b?

TmmZJ@wmﬁnm%mdm%AWW):HmlL%E%EQ.

X—a
. x)— (2
1@ = tim S-S f) =22 -3
2 2 (2
T e R Ot )
x—2 x—2
2
:u%%5%1 a2 —b% = (a +b)a—b)
xX— -
_ (x+2) (x=2)
= lim
x—2 )’/ZZ
= lim(x +2)
x—2
=2+42=4

Vastaus f'(2) =4
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3x—35, kun x <3
x2 -5, kun x >3

a) f(x)=

Madritetddn funktion arvo ja toispuoliset raja-arvot kohdassa 3.

1) Kohdassa x =3 funktion lauseke on f(x) = x% —5.

Siten  f(3)=3>-5=4
2) Kohdan x =3 vasemmalla puolellaon f(x)=3x—5.

Siten lim f(x)= lim Bx—5)=3-3—5=4.
x—3—

x—3—

3) Kohdan x =3 oikealla puolellaon f(x)=x?—5.
Siten lim f(x)= lim (x2 -5 =33-5=4
x—3+ x—34+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhti suuret kuin funktion arvo,
funktio f on jatkuva kohdassa 3.

NJx+1, kun x <3
b) f(x)=
x—1, kun x>3

Funktiota f ei ole miaritelty kohdassa 3, joten se ei voi olla jatkuva
kohdassa 3.

Vastaus
a) on jatkuva b) ei ole jatkuva
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x2 41, kun x <1

) S0)= 2x, kun x >1

1) Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 1. Méaéritetddn funktion
f arvo ja toispuoliset raja-arvot.

fHy=2-1=2 f(x)=2x, kun x =1
lll’{l f(x)= hm (X2 +1)= f(x)=x*>+1 kun x <1

lim f(x)= lim (2x)=2 f(x)=2x, kun x >1

x—14 x—14+

Koska f(1)= lim f(x)= lim f(x), niin funktio f on jatkuva
x—1— x—1+

kohdassa 1 ja siten se voi olla derivoituva kohdassa 1.
2) Tutkitaan, onko funktio f derivoituva kohdassa 1. Lasketaan
funktion toispuoliset derivaatat kohdassa 1.

Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.

R K CO A ()] f(x)=x?+1, kun x <1
B

2
= lim x2+1=2 Lasketaan CAS-laskimella.



Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.

PACINAQ) S(x)=2x, kun x >1

()= lim
S+ M ol x—1 f=2
= lim 2x—2 Lasketaan CAS-laskimella.
x—1+ x—1
=2

Koska toispuoliset derivaatat ovat yhti suuret, niin  f/(1) = 2.
Funktio f on siis derivoituva kohdassa 1.

Piirretddn funktion f kuvaaja.

AY

1 /ly=fx)
I X
>
T 12




x2 41, kun x <1
b) f(x)=

x2—1, kun x> 1

1) Tutkitaan, onko funktio f jatkuva kohdassa 1. Mé&éritetddn funktion
f arvo ja toispuoliset raja-arvot.

fH=1+1=2 f(x)=x>+1, kun x =1

lim f(x)= lim (x2+1)=2 f(x)=x>+1 kun x <1

x—l— x—1—
lim f(x)= lim (x> =1)=0 f(x)=x>—1, kun x> 1
x—14 x—1+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, funktiolla f ei ole raja-
arvoa kohdassa 1. Siten funktio f ei ole jatkuva kohdassa 1, joten
funktio f ei voi olla myodskéén derivoituva kohdassa 1.

Piirretdédn funktion f kuvaaja.
'Yl
\ | =

L/
/[ x
- 12

w

No
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Funktion f maéérittelyjoukko on koko reaalilukujen joukko R.

Vileilld x <-2, -1 <x <1 ja x> 1 funktion f lauseke on polynomi,
joten funktio f on jatkuva, kun x #-2 ja x # 1.

Kohdassa x =-2 funktion f lauseke vaihtuu. On maéritettava funktio f
jatkuvaksi myos kohdassa —2. Maéritetdén funktion arvo ja toispuoliset
raja-arvot kohdassa —2.

1) Kohdassa x =-2 funktion lauseke on f(x)=ax”+b.
Siten  f(—2)=a-(-2)>+b=4a+b
2) Kohdan x =-2 vasemmalla puolellaon f(x)=a.

Siten Ilim f(x)= lim a=a.
X——2— x——2—

3) Kohdan x=-2 oikealla puolellaon f(x)=ax>+b.

Siten'®  lim f(x)= lim (ax?4+b)=a-(-2)>+b=4a+b
x——2+ x——2+

Funktio f on jatkuva kohdassa -2, jos 4a+ b =a.

Kohdassa x =1 funktion f lauseke vaihtuu. On mééritettiva funktio f
jatkuvaksi my0s kohdassa 1. Mééritetdin funktion arvo ja toispuoliset raja-
arvot kohdassa 1.

1) Kohdassa x=1 funktion lauseke on f(x)=ax> +b.

Siten f()=a-12+b=a+b



2) Kohdan x =1 vasemmalla puolellaon f(x)=ax?>+b.

Siten lim f(x)= lim (ax> +b)=a-1>+b=a+b
x—1—

x—1—

3) Kohdan x =1 oikealla puolellaon f(x)=bx—1.

Siten lim f(x)= lim (bx—1)=b-1—1=b—1
x—1+ x—1+

Funktio f on jatkuva kohdassa 1,jos a+b=5b—1.

Muodostetaan saaduista ehdoista yhtélopari ja ratkaistaan vakioiden a ja
b arvot.

da+b=a ) .
Ratkaistaan CAS-laskimella.

a+b=>b-1
a=-1 ja b=3

Funktio f on kaikkialla jatkuva, kun a=-1 ja b=3.

Vastaus
a=-1ja b=3
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ax? +b, kun x <1

X)) =
S bx—1, kun x>1

Vileilld x <1 ja x>1 funktion f lauseke on polynomi, joten funktio f
on derivoituva, kun x # 1.

Kohdassa x =1 funktion f lauseke vaihtuu. Pitdd maarittda vakiot a ja b
niin, ettd funktio on derivoituva myds kohdassa x = 1.

1) Jotta funktio f voi olla derivoituva kohdassa 1, sen pitdé olla jatkuva
kohdassa 1. Médéritetddn funktion f arvo ja toispuoliset raja-arvot
kohdassa 1.

fM)=a-124+b=a+b f(x)=ax>+b, kun x=1

lim f(x)= lim (ax* +b) f(x)=ax*>+b, kun x <1
x—1— x—1—

=a-1>+b
=a+b

lim f(x)= lim (bx —1) F(x)=bx—1, kun x > 1
x—14 x—14+

=b-1-1
=b—1

Funktio f on jatkuva kohdassa 2, kun toispuoliset raja-arvot ovat yhta
suuret kuin funktion arvo. Siten

a+b=5b—-1 ‘fb

a=—1



2) Jatkuvuuden perusteella a =—1. Médritetdéin vakio b niin, ettd funktio
f on derivoituva kohdassa 1. Koska funktion lauseke vaihtuu tdssé
kohdassa, on méaéritettiava toispuoliset derivaatat.

1y = tim LO=SD f(x)=—x%+b, kun x <1

ol x—1 D) =a+b=—-1+b
— lim —x? 4+ b—(—1+b)
_xﬂlf x—1
— limﬁ
x—l- X—
~(x2 1)

- x)=bx—1,k >1
fi(l): lim M .]i(’c) X un x

i xd Sy ==1+b
= fim X121

x—1+ x—1
= lim 2x=b

x—14 x—1

b

— limﬂ

x—1+ )x//l

=b

Funktio f on derivoituva kohdassa 1, kun toispuoliset derivaatat ovat
yhtd suuret. Siten b =-2.

Funktio f on derivoituva kohdassa 1,kun a=-1 ja b=-2.

Vastaus
a=-1ja b=-2
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a) Hahmotellaan ensin kuvaaja funktiosta, joka on kasvava ja origossa
jatkuva mutta ei derivoituva.

y

-3 -2 -1 1 2
y=flz)/-1
=2

Muodostetaan sitten funktion lauseke.

x, kun x <0

fx)= 2x, kun x>0

b) 1) Perustellaan ehto f: R - R.
Funktio f on médritelty kaikilla x <0 ja kaikilla x> 0.
Funktion f arvot ovat reaalilukuja.
Siten ehto toteutuu.
2) Perustellaan, ettd funktio on kasvava.
Olkoon x; < x, <O0.Talldin f(x;)=x; < x, = f(x5).
Olkoon 0 < x; <x,.Tilloin f(x;) =2x <2x, = f(x,).

Olkoon x; <0< x,.Tdlloin f(x)=2x <0<2x, = f(x,).

Koska f(x;) < f(x,) aina, kun Xx; < x,, niin funktio f on
kasvava.



3) Perustellaan, ettd funktio on jatkuva kohdassa 0.

Lasketaan funktion f arvo ja toispuoliset raja-arvot kohdassa 0.

f(0)=0 f(x)=x,kun x=0

lim f(x)= lim x=20 f(x)=x, kun x <0
x—0— x—0—

lim f(x)= lim 2x=0 f(x)=2x, kun x>0
x—0+ x—0+

Koska funktion toispuoliset raja-arvot ovat yhté suuret kuin funktion
arvo, niin funktio f on jatkuva kohdassa 0.

4) Perustellaan, etti funktio ei ole derivoituva kohdassa 0.

Lasketaan funktion f toispuoliset derivaatat kohdassa 0.

Fion o f(x)— £(0) f(x)=x, kun x <0
S O= xlirgi x—0 7(0)=0

= lim *
x—0— X

= lim 1
x—0—

=1

P A C A (V)] S(x)=2x, kun x>0
£1© = tim JEO=SO) P
— lim 2X
x—0+ X

= lim 2
x—0+

=2

Koska toispuoliset derivaatat ovat eri suuret, niin funktio f ei ole
derivoituva kohdassa O.
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Tehtdvind on osoittaa, ettd In f(x) =x eli In f(x) —x =0, jollakin
vilille [1, 2] kuuluvalla x:n arvolla. Tutkitaan siis funktiota

g(0) =Inf(x)—x.

Koska funktio f on jatkuva vililld [1, 2], my0s funktio
h(x) =1In f(x) —x onjatkuva vililla [1, 2].

Olkoon x; kohta, jossa funktio f saa pienimmén arvonsa vélilld [1, 2].
Siis f(x)=1.

Olkoon x, kohta, jossa funktio f* saa suurimman arvonsa vililld [1, 2].
Siis f(x,) =8.

Lasketaan funktion g arvot vidlin [x),x,] péitepisteissi.
glx)=mnf(x)—l=mhl-1=-1
g(n)=Inf(x)~2=8-2=6

Koska funktio g on jatkuva ja sen arvot vilin [x, x,] pédtepisteissd ovat

erimerkkiset, niin silld on ainakin yksi nollakohta vlilld Jx;, x,[ .

Koska sekd x; ettd x, kuuluvatvilille [1, 2], niin véli [x, x,] siséltyy
viliin [1, 2].

On osoitettu, ettd valilld |1, 2[ on ainakin yksi sellainen kohta x, jossa

Inf(x)—x=20
eli

Inf(x)=x.



On siis osoitettu, ettd vililld [1, 2] on ainakin yksi sellainen kohta «, ettid
Inf(a)=a. O
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Funktiolla f on seuraavat ominaisuudet.
e f(x+y)=f(x)+ f(¥)+2xy kaikillareaaliluvuilla x ja y
e f on derivoituva kohdassa 0

e fl(O)=1.
a) Sijoitetaan x =0 ja y =0 jaratkaistaan funktion arvo f(0).

f(0+0)= f(0)+ f(0)+2:0-0
fO=2-£0) |-/ (0
0= /(0)
f(0)=0

Siis £(0) = 0.

b) Koska funktio f on derivoituva kohdassa 0, f/(0)=1 ja f(0)=0,
niin

£/ = tim LOED SO _ g SEVZ0 i

h—0 h—0 h—0

Sy
L



Maiidritetdén funktion f derivaatta kohdassa x.

£y = lim LEXRZICD ey gy — p0+ 10+ 200

i SO+ £ 0) +23h— £(x)

h—0 h
o S () + 2xh
h—0 h
_ fim [ | 25K
h—0 h /}{
= lim AC) + lim 2x
0 h h—0
=1+2x

Koska erotusosaméérilld on raja-arvo kohdassa x, niin funktio f on
derivoituva kaikkialla. [J

¢) Koska f’(x)=1+ 2x,niin
f(x):f(1+2x)dx:x+x2 +C.

Koska lisdksi f(0) = 0, niin

0+024+C=0
C=0.

Siten f(x) = x4+ x2.
Vastaus

a) 1(0)=0
¢ f(x)=x+x?
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a) Funktion kuperuus péitellddn toisen kertaluvun derivaattafunktion
merkeistd. Madritetdan funktion f(x) = x* +2x> —12x% +3 toisen
kertaluvun derivaattafunktio.

f1(x) = 4x3 + 6x? —24x
f(x) =12x* +12x — 24

Ratkaistaan toisen kertaluvun derivaattafunktion nollakohdat.

12x2 +12x—24=0 |12

X2 4+x-2=0
11241 (-2) 143
= 21 -2
_ —1+3 _ oo —1-3_
x=—7 =1 tai x= = 2

Laaditaan funktion f* kuperuuskaavio. Toisen kertaluvun
derivaattafunktio £’/ on jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain
nollakohdissa -2 ja 1.

Piatelladn toisen kertaluvun derivaattafunktion merkit testaamalla.

f(x) =12x% +12x — 24
f"(=3)=48>0 -
f0)=-24<0 —

f'(2) =48>0 -

—2 1
ffl + | = |+
fl) v | n | U



Funktio f on ylospédin kupera vélilla -2 <x <1.

Funktio f on alaspéin kupera vélilld x <-2 ja vililld x> 1.

b) Toisen kertaluvun derivaattafunktion f’’ merkki vaihtuu sen

kummassakin nollakohdassa. Siten funktion f kd&nnekohdat ovat
x=-2jax=1.

Vastaus
a) ylospdin kupera vélilld -2 <x<1;

alaspdin kupera valilld x <-2 javalilld x> 1
b)x=-2 ja x=1
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a) Kiinteisfunktion f~!'(y) lauseke saadaan selville ratkaisemalla
muuttuja x yhtilostd f(x) = y.

fx)=y
etl=y Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=Iny—1

Kasnteisfunktion lauseke on  f~'(y)=Iny —1.
Kun muuttujaksi vaihdetaan x, saadaan f~'(x)=Inx—1.

b) Piirretddn funktioiden f(x)=e ! ja f~!(x)=Inx—1 kuvaajat
geometriaohjelmalla.

w

y=fx|/.
"/ ’é
3 -2 1 1 5 3
-1 y= f_1 X)

Funktion f maédrittelyjoukko on R ja arvojoukko 10, oo .

Kidnteisfunktion f~! madrittelyjoukko on ]0, oo[ ja arvojoukko R.



Vastaus
a) fl(x)=Inx—1.

b) Funktion f mdérittelyjoukko on R ja arvojoukko 10, oof .

Kasnteisfunktion f~! midrittelyjoukko on ]0, oo[ ja arvojoukko R.



K17.

a) Kéinteisfunktion méadrittelyjoukko on R ja arvojoukko on R.

Kianteisfunktion f~'(y) lauseke saadaan selville ratkaisemalla
muuttuja x yhtilostd f(x) = y.

fx)=y
¥ 4l=y Ratkaistaan CAS-laskimella.

y—1
Kiinteisfunktion lauseke on f~1(y) =3y —1.
Kun muuttujaksi vaihdetaan x, saadaan

fI:R-R, flx)=3x—1.

b) Piirretddn funktioiden f(x)=x>+1 ja f~!(x)=3/x—1 kuvaajat
geometriaohjelmalla.

AY / //
3 7
td
o) s~ Y=X
< ’
y = f(X) 1 // ]
/, X
= '
-2 1/, 1 2 3
_.-——v/" | y=fTx
// / =2
R

Havaitaan, ettd kuvaajat ovat toistensa peilikuvia suoran y =x suhteen.



o S/ ) =rFRx—=1)
= x—1P +1
=x—1+1

=X

Vastaus
a) /: R>R, flx)=3Ar—1
b) Kuvaajat ovat toistensa peilikuvia suoran y =x suhteen.
O S/ @)= A=)
=Rx—1)3

—x—1+1=1



K18.

a) Piitelladn funktion f monotonisuus derivaattafunktion merkeista.
Maédritetddn funktion f(x) =—e " +x+3 derivaattafunktio.

fl(x)=e"*+1
Koska e ™ +1 > 0 kaikilla x, niin funktio f on aidosti kasvava.
Siten funktiolla f on kdanteisfunktio. [J
b) Kiinteisfunktion nollakohta on se muuttujan y arvo, jolla
710N =0 eli f(0)=y.
Koska
f(0)=—-e"+0+3=2,
niin
~1(2)=0o.

Kaéaénteisfunktion nollakohta on 2.



¢) Kiinteisfunktion f~! lauseke saataisiin ratkaisemalla muuttuja x

yhtdlostd —e ™ 4 x + 3 = y. Yhtdlo4 ei ole kuitenkaan mahdollista
ratkaista, joten kdédnteisfunktiolle ei saada lauseketta.

Tehtdvand on maarittda sellainen x, etti

[T O)=x ja f(x)=0.

Ratkaistaan muuttuja x yhtélostd f(x)=0.
f(x)=0 Yhtilolld f(x) =0 on vain yksi ratkaisu,

koska f on aidosti monotoninen.

— " +x+3=0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-—0,7920...
~ —0,79

Koska f(—0,79) ~ 0, niin f~'(0) ~ —0,79.

Vastaus
b) 2
¢) £~ 10)~0,79



K19.

Kéiéinteisfunktion derivointiséiéinnén perusteella

1y, 4 - _ 4
U ER) =y missh fl0) =1,

Madritetdén funktion f(x) = 1,3 + x derivaattafunktio.

3
flx)=x*+1

Ratkaistaan kddnteisfunktion derivaatan lausekkeessa esiintyva
muuttuja xo.

__4
%x03 +x9 = —% Ratkaistaan CAS-laskimella.
XO =1
Siis
4
NH=_=
fED=-3,
—_ = (— + = X)= X +
(-1 2 +1=2 ! 241
ja
Sy A4y 1 1
Vastaus

N N |
Fyh=1



K20.

Logaritmin méairitelmdn mukaan
10" =y & x=logny=lgy.

Siis funktion f(x) =2 kadnteisfunktioon f~!(y)=Igy,
missd y > 0.

Funktion f(x)=2"* derivaattafunktio on f’(x)=10"-1nl10.

Sovelletaan kianteisfunktion derivointikaavaa funktioon f~!(y)=lgy.

-1/ _ 1
_ 1
f'dgy)
_ 1
10'¢71n10
1 -
= ini0’ missd y > 0.
.. 1 S
Siis Dlgy = 1o’ kun y > 0. Kun muuttujaksi vaihdetaan x,
1 -
saadaan D lgx = T’ Missd x> 0.
Vastaus
—1y/ 1 1 1 - .
= = = , missd y >0, joten
Dlgx = _1_ missd x> 0.

xIn10’



K21.

a) Funktion ja sen kéanteisfunktion kuvaajat leikkaavat toisensa suoralla
y = x. Leikkauspisteiden x-koordinaatit (ja samalla myos y-

koordinaatit) saadaan ratkaisemalla yhtdlé x = f(x).

—e ¥ +x+3=x Ratkaistaan CAS-laskimella.

x=—In3
Kuvaajat leikkaavat kohdassa —In 3.
b) Maédritetddn funktion f derivaatta kohdassa —In 3.

fl(x)y=e*+1
f'(~In3)=e I 4 1=4

Madritetadn funktion f~'(x) derivaatta kohdassa —In 3.

NN N 1 _ 1
ey = =g



¢) Kulma, jossa kuvaajat leikkaavat, on leikkauspisteeseen (—In 3, —In 3)
piirrettyjen tangenttien vilinen kulma.

Tangenttien kulmakertoimet ovat 4 ja %
Lasketaan tangenttien suuntakulmat.
tana, =4 _ 1
f tan Oéf—l = Z

a, = tan~!(4) = 75,963...° |
afqzztanfltz)::14,036"9

Hahmotellaan kuvaaja ja péatelldan tangenttien vélinen kulma.

Toinen suorista nousee 75,963...°:n kulmassa ja toinen nousee
14,036...°:n kulmassa. Lasketaan tangenttien viliin muodostuvan
kulman suuruus.

75,963...° - 14,036...° = 61,927...°

Suorien viliselld kulmalla tarkoitetaan niiden véliin muodostuvaa
korkeintaan 90°:n suuruista kulmaa.

Tangenttien vilisen kulman suuruus on 62°. Funktioiden f ja f~!
kuvaajat leikkaavat toisensa 62°:n kulmassa.

Vastaus

a)x=-In3

b) /'(~In3)=4 ja (f ) (~In3)=
¢) 62°



a)
. 1
3 2(x’ 2——=
lim 2X° X7 _ iy X
X—00 4x3—|—x x~>oo4_L
x2
_2-0
4—0
_1
2
b)
3 2
lim 2x° —x* — lim 2x—1
x—o0 4x?2 +x X—00 4_L
X
_ -1
4—0
=00
Vastaus
1
a) 5

b) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo on oo



b)

Vastaus
a)0
b) 1

9

Koska 5 > 1, lausekkeen 9

X
5 ) arvo

lahestyy lukua 0, kun x pienenee rajatta.

Koska 2>1, lausekkeen (9) arvo

2 2
lahestyy lukua 0, kun x pienenee rajatta.



K24.

a)
x 23—
X
. 2\/;—5 T X
lim ==~ = lim
x~>oc6\/;—|—3 XHOO6+L
Jx
_2-0
6+0
_1
3
b)
( 2
o _ £
lim 0 =2" _ |y ¢
x—oo 4e* =7 x—o00 4 _ 1
ex
_6-0
4—-0
_3
2
Vastaus
1
a) 3

3
b) 5




Vastaus
1

2

Hx‘:x, kun x>0



K26.

f(x)= —%x“ +x3 +18x% —18

Piirretddn funktion kuvaaja.

200 y

150

-100

Kuvaajan perusteella funktiolla on suurin arvo kohdassa 4, ja pieninti
arvoa ei ole.

Perustellaan havainnot laskemalla.

Piitelladn funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.
Funktion f derivaattafunktio on f'(x) = —3x3 +3x? 4 36x.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

fl(x)=0
—3x3 4+3x24+36x=0 Ratkaistaan CAS-laskimella
x=-—3taax=0 tat x=4



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on polynomifunktio,

ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa -3,
0 tai 4. Maaritetddn derivaattafunktion merkit testaamalla.

f(x) = —=3x> +3x% +36x

(=4 =96>0 I
fl(=)=-30<0 - -3 0 4
f'1H)=36>0 L SO F =+ [ =
f,(S) =—120<0 - f(X) / Efa)s /uli T \'max

Kulkukaavion perusteella funktion f suurin arvo saavutetaan
kohdassa —3 tai kohdassa 4.

Lasketaan funktion arvot naissa kohdissa.

f(=3)=56,25
f(4)=142  suurin

Funktion f suurin arvo on 142.

Madritetdédn laskimella funktion raja-arvo ddrettomyydessa.

lim f(x)= lim —%x“ T3 418x2 —18) = —oo
X— 00 X—00
Koska lim f(x) = —o0, niin funktio saa mielivaltaisen pienid arvoja, ja

X— 00

silld ei ole pienintd arvoa.

Vastaus
suuri arvo 142, pieninté arvoa ei ole



K27.

x+1
X)=—>1-—
S () x2 4+3x+2

médritetddn nimittdjén nollakohdat.

x243x4+2=0

o 33412 341 _ 341
2-1 2 2

=31 =341

X=—5— = 2 tai x = 5 =—1

Funktio f on méiritelty, kun x> +3x+2=0 elikun x= —2 ja x = —1

a)

Jim 709 = lim 2L
= lim Ty
- xlinh x+2

1
—-1+2

1




b)

x+1
xllf? f(x)_x1—1> ZX +3x+2
_ —241
(<2 +3-(=2)+2
_ =1
0

Koska osoittajan raja-arvo on —1== 0 ja nimittdjén raja-arvo on 0, niin
funktiolla f ei ole raja-arvoa kohdassa —2.

Mairitetddn epdoleelliset toispuoleiset raja-arvot kohdassa —2.
Nimittdjan kuvaaja y = x> 4+ 3x +2 on ylospiin aukeava paraabeli,

jonka nollakohdat ovat x = —2 ja x = —1. Kohdassa —2 nimittdja
siis vaihtaa merkkié positiivisesta negatiiviseksi x:n kasvaessa.
<0
lim f()= lim — T ja
X——2— x——2— x2 +3x+2
|y ——]
>0
<0
——
lim f (x)= lim xi—i—l
x——2 x——2+4 x2 +3x+2
0
<

Koska toispuoliset epdoleelliset raja-arvot kohdassa —2 ovat
erimerkkiset, niin funktiolla f ei ole kohdassa —2 myoskéén

epéoleellista raja-arvoa.

Vastaus

a) lim f(x) =1

x——1

b) ei raja-arvoa eikd epéoleellista raja-arvoa kohdassa —2



K28.

)=

Funktio f on médritelty, kun 1—x = 0 eli kun x = 1. On siis tutkittava
funktion kulkua vileilld 0 <x <1 ja 1<x<5.
Funktion f derivaattafunktio on

—8x3 +12x2
"(x) =
R e
Ratkaistaan derivaattafunktion véleille 0 < x <1 ja 1<x <5 kuuluvat
nollakohdat.

—8x3 +12x% _
(x —1)?

_ L3
x=0 talx—2

Derivaatan nollakohdista tarkasteluvaleille kuuluu vain x =

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on rationaalifunktio,

ja siksi jatkuva. Sen merkki voi muuttua vain nollakohdassa x = % sekd
kohdassa x =1, jossa funktio f ei ole méadritelty. Padtelldan

derivaattafunktion merkit testaamalla.



—8x + 12x
f/(x) =
(x 1) 0 I

3 s
2
' —
Pan-wmase 1+ SO
;/Ez,) ):__ 16 ,< 0> j f(X) lllﬁ ;Ul llla‘ I }ld mil’l
3
Lasketaan funktion f(x)= 1416 o adriarvot.
Minimiarvot: Maksimiarvo:
1(0)=0 r)=-21

f(5)=—125

3
Tutkitaan funktion f(x)= 14_% kayttaytymistd kohdan 1 lahella.

3
lim f(x) = lim *%

4 C e s
= — (el médritelt
x—l x—11=x 0 ( y)
Koska osoittajan raja-arvo on 1= 0 ja nimittijin raja-arvo on 0, niin
funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa 1.

Lasketaan toispuoliset raja-arvot kohdassa 1..

>0
—

4x3

=0

lim f(x)= lim

x—1— x—1—

>0
—~

3

lim f(x)= lim 4x
x——1+ x—l- I—x
——

<0

= —OQ.



Funktio f(x)=

3
14x S on rationaalifunktio, ja siksi jatkuva. Kulkukaavion

perusteella funktio f saa

valilla [0, 1[ kaikki arvot valiltd [0, cof,

valilla 1, %] kaikki arvot véliltd ]—oo, —27] ja
vililla [%,5] kaikki arvot vililti [—125,— 27].
Funktio f saa siis vélilli 0 <x <5 kaikki arvot

vileiltd ]— oo, —27] ja [0, oo[.

Vastaus
kaikki arvot véleiltd |—oo, —27] ja [0, oo






b)
o0 t
f X3 de= lim [ dx
4 —00
t

4
= lim /%~
t—oo4 4

T e o
_tli“;[4 4]

=o00—43

= 0

Integraali hajaantuu.

Vastaus
1
D 16

b) integraali hajaantuu



K30.

Funktio f(x)= L on maédritelty, kun x > —1.

Ix+1
Funktion kuvaaja ja x-akseli rajaavat kysytyn pinta-alan valillda [—1,0].

Funktio f saa vain positiivisia arvoja, joten kysytty pinta-ala
0

A= f £(x) dx.
-1

Koska f eiole médritelty integroimisvilin kohdassa —1, kyseessi on
epéoleellinen integraali.

0 vy 0 3
= lim (x+1) dx= Ilim /(x+1)4
t——1+ t——1+1t i
4
4 fim e =4 dim (04 1) 1yt
_g't—}?}—kt(x_l— ) -3 t—gnl—i-( * ) _<t+ )
_ 4. q_0=4
_3 (1 0)
Vastaus



K31.

6x
erz

Funktio f(x)= on méidritelty kaikilla x:n arvoilla.

Kéayrd ja x-akseli rajaavat kysytyn pinta-alan valilld ] — oco,00][ .

Funktio f saa negatiivisia arvoja kun x < 0 ja
positiivisia arvoja kun x > 0, joten kysytty pinta-ala

0 )
A=+ 4y =— [ feode+ [ fxdr.
—00 0






Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

0 00
= [ fode+ [ fx)dr
—00 0

+
W W

DN W

Vastaus



K32.

Tarkastellaan integraalia f % dx eri p:n arvoilla (p > 0).
X
0

Olkoon ensin p # 1. Télloin

= lim /—1—yp+

t—0+¢ —p+1
= xlip
t—>0+t1_p
1- 1-
= lim 177 _r7F
t—0+ l—p l—p
]7
= lim 1=
t—0+ lfp

1) Jos 0<p<1,niin 1-p>0ja lim /=7 =0 joten
t—0+

1
1oy 1-0_ 1
J

xP -p l-p

1
Siis integraali f % dx suppenee.
X
0



2) Jos p>1,niin 1 —p<0 ja lim #'=? = o0, joten
t—0+

1
[xlpdx — = 00.

P
H,_J
<0

Siis integraali f % dx hajaantuu.
X

3) Olkoon seuraavaksi p = 1. Télloin

1 1
Jolfpdxﬂ%a[idx

= lim /ln‘x‘
t—0+ ¢

= lim (In1—1In¢)
t—0+

=0—(~0)

— OQ.

1
Siis kun p = 1, niin integraali f % dx hajaantuu.
X

Vastaus
0<pxl



K33.

o0

X
_fo;(x2 -

Integroitava funktio on mééritelty kaikilla x.

Jaetaan integraali osiin kohdassa x = 0.

0 9]

_foc(xzj_l)zdx [O(x2+1)2 f (x +1)2

0

Lasketaan integraalit erikseen.

0 0

7dx— lim | —%* dx
f (x +1)2 Hfoof (x2 +1)2

= lim fx(x +1)2dx

r——00

1. 2
2 rgmoof 2x -(x2 +1)2dx

ros'(x) u(s(x))



-1
- lim /—-
r——ocor X< +1

= N~

. —1 —1
- lim —
r—>—oo[ 241 I”Z—i-l]

—1
B
[ r2+1]

.é'T:

?
8

\ |
p— p—
\ |
(@) 8 |
=+ [~
—_
_

= = N~

\S]

t
X - X
—=—dx=lim | ————dx
(x2 +1)? t%oo“([ (x% +1)?

o ~—3

t
=L fim /=1

2 t—o000 x2+1

1 . —1 —1
=—- lim —
2 }"*)OO[tz_’_l Oz-f—l]

Koska molemmat integraalit suppenevat, niin



0 0 o0
X de= [ det [ dx
f (x2 +1)2 L/o;(x2 +1)2 [(xZ _|_1)2

Vastaus
0



K34.

1
J o
T NI= x?
Integroitava funktio on médritelty, kun 1—x2 >0 elikun —1<x<1.

Koska integroitava funktio ei ole mééritelty integroimisvilin pédtepisteissa,
kyseessd on epéoleellinen integraali.

Jaetaan integraali osiin kohdassa x = 0.

1 0 1
X X X
‘_/;\/l—xz 1[;\/1—)62 “()[‘\ll—x2
Lasketaan molemmat itegraalit erikseen.

0
‘/; ljx _Vli’mlfxfl—x

= lim x(l— x?) 2dx

r——1
”

0 1
:—%- lim [ —2x-(1—x%) 2 dr

A %

0 1

L gim /21— x2)2

2 r——1r—m——r—
U(s(x)



=——- lim /2\/1—x

2r~>1r

— L jim (2J1—02 “o1-2)

:—5-(2—2«/1—(—1)2)
_ 1

__5.(2_0)

=1

= lim

1
[ s |
-1 11m/2\/1—

2 t—10

11m(2\/1 2 —2J1-02)

t—1
:—5-(2\/1—12 —-2)
_ 1
__5.(0_2)
=1

Koska molemmat integraalit suppenevat, niin




K3s.

(o]
f ‘x‘e*xzdx
—00

Integroitava funktio on mééritelty kaikilla x.

Jaetaan integraali osiin kohdassa x = 0.

o0 0 9]
f‘x‘e‘xzdx: f ‘x‘e_xzdx—i-f‘x‘e_xzdx
oo —0 0

Lasketaan molemmat integraalit erikseen.

0 0
[ Ixlede = tim [ |fedx
r——00 ;

—0Q

0
L gim [—2x. e dx
2 F——00 —_—— ——
r (0 us)
1 —
_ 1 —x?
=7 Mim /e

oor S~
U(s(x))

- lim (e —e7)

r——00

|
T
8
~
©
N—

= = N~ N~
—~ o~
— —
I I
('Dl ()
13
N

(11—

o
A
I
| —

‘|x|:—x, kunx < 0



0 t
xjeT¥dx = lim | |[x|e” " dx | x|=x, kunx >0
2 t_>oc 2
0 0
t

= lim | x-e*dx
t—00

—_ 1 lim | —2x- e ¥ dx

2t—>oc %/—’W—’

0 s'(x) u(s(x))

1 -
=——-lim/ e*
t—000 S~
U(s(x))
— L lim (e —e ")
T2 e
=L (e —
2
= —l'(e_OO —1)
2
1 1
2 0=-n= 2

Molemmat integraalit suppenevat, joten
(©¢]

[ e ar = f\x\‘xdx+f\x\_xdx 1+5=1

—00

Vastaus
1



K36.

a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x € R
2)fﬂmm:L

Ehdon 1 mukaan tulee olla

Siten a > 0.

Madritetddn vakio a ehdon 2 avulla.

?ﬂmmzl

1 00
[ 1o ax+ [ £ ax=1
—00 1

f Cop b=
(x—4)
a _
3 1
a=3

— 4 >0 kaikilla x<1.
(x—

Lasketaan epéoleellinen
integraali CAS-laskimella.

Saatu ratkaisu toteuttaa ehdon a >0, joten a = 3.



b) Lasketaan tapahtuman "0 < X < 6" todenndkdisyys.

P(0< X <6)=P(0< X <6)

6
= [ () ax
0

1 3 00
:fmdx—i-dex
0 (-

=0

1
{ o
_1
4

=0,25

Vastaus
a) a=3

b) %: 0,25



K37.

o0

a) E(X)= f X f(x) dx

—fdex+fx x5dx+fx0dx
32
2

:fx'%x_g dx
0

=12

Lasketaan maaratty

integraali CAS-laskimella.

b)
[ee]
D(X) = f Y f(x)dx  |Sijoitetaan =12,
—0Q0
' 3
_ _ 5 _
f 12) 0dx+fx 12)° o dx+f 12)° -0 dx
—00 32
32 B
f —12)° —x5dx
0
1200 20J_N961
V13
Vastaus
a) 12

b) 20*/_ (~9,61)



K38.

S = 0, kun x <0
3 _2
D 73 <
40x ,kun 0 < x <32
0, kun x > 32

t
a) Kertymifunktion arvo kohdassa ¢ on F(¢) = P(X <¢)= f f(x)dx.

1) Kun ¢ <0, niin
t
Fy= [ fxax
N

= dex:o.

2) Kun 0 < x <32, niin

t
F@oy= [ f(xax

—0Q

Lasketaan CAS-laskimella.



3) Kun x> 32, niin

t
F@ty= [ fx)ax

0 32 2 t
:dex+f4iox Sdx+ [ 0dx
—00 0 32
32 2
= f %x_gdx Lasketaan CAS-laskimella.
0

=1.

Kertyméfunktio on

F@) =
0, kun <0
3
t5
R kun 0 <1 <32
1, kun t>32
eli
F(x)=

0, kun x<0
3

%,kun 0<x<32

1, kun x> 32.

b) P(0 < X < 16)= F(16) — F(0)

3

— 165

=3 0
1

4

= =5~ 0,660

Vastaus



F =
D) FO=10 mx<o
3

%,kun 0<x<32

1, kun x>32

N
N‘uq._.

b) > ~ 0,660



K39.

F(x) =
) 0, kunx <1

1—%, kunx >1

a) Tiheysfunktio f(x)= F’(x) kaikissa niissi kohdissa, joissa F on
derivoituva.

Derivoidaan kertyméfunktio.

Kun x <1,niin f(x)=D0=0.
Kun x > 1, niin f(x):D(l—%):—
X

Arvolla rajakohdassa x =1 ei ole merkitystd. Maéritelldén

X)=
/) 0, kunx <1
is’ kunx > 1.
X

b) Lasketaan odotusarvo.

o0

E(X)= f x- f(x) dx

_fdex-l—fx—dx



Vastaus

a) f(x)=

0, kunx<1

—> kunx >1
X

b) E(x) =5



K40.

a) Ratkaistaan tehtdvd GeoGebran todennékdisyyslaskurilla.

u=21o=4 VAN
5 10 15 20 25 20 a5 40
/" Normaalijakauma v op 21 o 4

ﬁ I L P 21 X< 27 )= 0.43319 0l

P(21< X <27)~ 0,43

5 20 35 40

_/~ Normaalijakauma v op 2 o 4

(3]0 X € Poxs 2z ) = [o08319 -

P(X <27)~ 0,93



p=21o=4 N =
5 10 15 20 25 20 35 40
/" Normaalijakauma v opo21 o 4

e LEAE [pC 2y <X )= 05 ]

P(X > 21) ~ 0,50

d)

p=210=4 N =
5 10 15 20 25 30 35 40

_/~ Normaalijakauma v o po21 o 4
ﬁ IL C p 2 X< 2 )= 0 £
P(X=21)=0

Vastaus

a) 0,43

b) 0,93

¢) 0,50

d) 0,00



K41.

a) Ratkaistaan tehtdvd GeoGebran todennékdisyyslaskurilla.

Satunnaismuuttuja Z noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvo
on 0 jakeskihajonta 1.

u=0o=1 N
-4 -2 0 2 "

_/~ Normaaljgkauma v p 0 g 1

@[J I [ P(Xs ~099446 )= 016 3

P(X <a)=0,16,kun a~ —0,99

b)
u=00=1 N B
4 2 0 2 4
/7 Normaalijakauma v p 0 g 1

m DX (L P o386 <x) = 036 ‘3

P(X >a)=0,36,kun a =~ 0,36



¢) Maédritettdvén vilin ala- ja ylérajan tulee sijaita symmetrisesti
keskiarvon molemmin puolin.

Vililla tulee olla 50 % jakaumasta, joten seka vilin alapuolella ettd
ylédpuolella on 25 % jakaumasta.

Maédritetdédn vélin yldraja a.

H=00=1 N =
5 2 0 2 4
/" Normaalijakauma v pu 0 o 1

e |F1E ([P 067440 <x) = 025 o

P(X >a)=0,25,kun a~ 0,67

Vastaus
a) —0,99
b) 0,36
¢) 0,67



K42.

a) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 12 ja keskihajonta 3.
Siis ©=12 ja o =3.

Lasketaan arvoa x =9 vastaava normitettu arvo.

Oikea vaihtoehto on 2.

b) Lasketaan arvoa x =12 vastaava normitettu arvo.

X—p _12-12 —0
o 3

z =

Oikea vaihtoehto on 3.

¢) Lasketaan arvoa x =18 vastaava normitettu arvo.

X—H _ 18—12:2
o 3

z =

Oikea vaihtoehto on 5.

Vastaus
a) 2
b) 3
¢) 5



K43.

Tehtivind on médrittdd satunnaismuuttujan X keskihajonta o,
kun odotusarvo = 30.

Olkoon arvoa x =35 vastaava normitettu arvo z.
Tulee olla P(X >35)=P(Z >2z)=0,75.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0,1).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z >2z)=0,75, kun z =~ —0,67449.

pu=0o=1

/" Normaalijakauma v p 0 o 1

= [ I ([ )pc -067449 <x) = 075 3

Muodostetaan normitusyhtélo ja ratkaistaan o .

z:x;“ z~ —0,67449, x =35, u =230
—0,67449 = 30%:35 Ratkaistaan CAS-laskimella.
o~174
Vastaus

7,4



K44.

a) Merkitddn satunnaisesti valitun auton nopeutta kirjaimella X.
Nopeuksien keskiarvo on 113,0 km/h ja keskihajonta 7,9 km/h.
Siis ©=113,0 ja 0 =17,9.

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékoisyys, ettid
satunnaisesti valitun auton nopeus on yli 120 km/h.

p=1130=79 =
80 90 100 110 120 130 140 150
/7 Normaalijakauma v p 113 g 7.9

ﬁ (11 P( 120 <X ) = 018779 -
Saadaan P(X >120) ~ 0,19.

19 % autoilijoista ajoi yli 120 km/h.



b) Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennékdisyys, ettd
satunnaisesti valitun auton nopeus on alle 100 km/h.

p=1130=79 AN

80 90 100 110 120 130 140 150

/" Normaalijakauma v op 113 o 7.9

@ [] XL [ P(x< 100 ) = 0.04993 i

Saadaan P(X < 100) = 0,05.

5 % autoilijoista ajoi alle 100 km/h.

Vastaus
a) 19%
b) 5%



K45.

a) Merkitddn satunnaisesti valitun 16-vuotiaan pojan pituutta
senttimetreind kirjaimella X.

Satunnaismuuttujan X odotusarvo p =175,6
ja keskihajonta o =7,1.

Maiiéritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla sellainen pituus a,
ettdi P(X >a)=0,10.

u=17560=7.1 =
150 160 170 180 180 200
/7 Normaalijakauma v p 1756 o 7.1

ra

ﬁ [ I p( 184.60902 <X ) = 0.10) H
P(X >a)=0,10, kun a~ 184,7.

Pisimmaét 10 % pojista ovat yli 184,7 cm pitkid.



b) Jos odotusarvon suhteen symmetriselld vililld on 90 % pojista, niin
sekd vilin alapuolella etté ylédpuolella on 5 % pojista.

Maidritetdédn GeoGebran todennékdisyyslaskurilla pituusvélin alaraja a.

u=175.60=7.1 N =
150 160 170 180 190 200
/" Normaalijakauma v p 1756 g 7.1
@ [ IL [ P({Xs< 163.92154 ) = 0.05 H

P(X <a)=0,05, kun a ~163,9.

Vilin alaraja on 163,9 cm.

Mairitetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla pituusvélin ylédraja b.

u=17560="7.1 N
150 160 170 180 190 200
/" Normaalijakauma v g 175.6 g 7.1

m DX (TP 1872188 <x) = o005 &
P(X >b) = 0,05, kun b~ 187,3.

Vilin alaraja on 187,3 cm. Pituusvili on siis 163,9—-187,3 cm.



Vastaus
a) yli 184,7 cm
b) 163,9-187,3 cm.



K46.

a) Olkoon satunnaismuuttuja X television kestoikd. Satunnaismuuttujan
X odotusarvo p =5,5 vuotta ja keskihajonta o = 2,8 vuotta.

Mairitetdén, milla todenndkoisyydella televisio hajoaa alle kahdessa
vuodessa.

10 15
u=55 o=28

| Normaalijakauma s
u 5.5 o 2.8
1/H E
P(X= 2 )= 0.1056

P(X <2)~0,11



b) Tapahtuman “ainakin yksi toimii kymmenen vuoden kuluttua”
vastatapahtuma on ”yksikdén ei toimi kymmenen vuoden kuluttua”.

Lasketaan todennédkoisyys, etté televisio toimii korkeintaan kymmenen
vuotta.

-5 15

u=55 o=2.8

~ Normaalijakauma <
u 5.5 o 2.8
18 E
P(X = 10 )= 10.94599

P(X <10) ~ 0,94599

Lasketaan todenndkoisyys, ettd ainakin yksi televisio toimii kymmnen
vuoden kuluttua.

P(12 televisiosta ainakin yksi toimii 10 vuoden kuluttua)

= 1— P(12 televisiosta yksikéén ei toimi 10 vuoden kuluttua)
=1-10,94599'2

~ 0,49

Vastaus
a) 0,11
b) 0,49



K47.

Tehtdvand on maarittdad pelaajan pituuden X odotusarvo g, kun
keskihajonta o = 4,8 (cm).

Verrataan satunnaismuuttujan X jakaumaa normitettuun
normaalijakaumaan.

Olkoon arvoa x =200 (cm) vastaava normitettu arvo z.

Tulee olla P(X > 200) = P(Z > z) = 0,0480.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0,1).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd

| Normaalijakauma e

p 0 o 1
1//HE
P( 1.66456 =X)= 0.048

Muodostetaan normitusyhtélo ja ratkaistaan g

z=2"F
g
_200—p
1,66456 = =

© =192 (cm)



Pituuksien keskiarvo on 192 cm.

Vastaus
192 cm



K48.

Olkoon satunnaismuuttuja Y oikeiden veikkausten lukumiird 500:ssa
veikkauksessa.

Kyseessé on toistokoe ja satunnaismuuttuja noudattaa binomijakaumaa.

Toistojen lukumdird n = 500 ja todennékdisyys veikata oikein p = % .

Odotusarvo 1 = 500 % - 5% ~166,6667 .

Keskihajonta o = ,[500- %(1 — %) — M ~ 10,5409 .

Koska Y ~ Bin(500, %), niin satunnaismuuttujan Y todennikoisyyksid

voidaan arvioida satunnaismuuttujan X ~ N(166,6667, 10,5409) avulla.

a) Maédritetddn todennékdisyys, ettd veikkaamalla saadaan korkeintaan
150 ottelun tulos oikein.

120 140 160 180 200
u = 166.6667 o = 10.5409

| Normaalijakauma s

U 166.6667 o 10.5409
1/ HE
P(X = 150.5 )= 0.0626

P(Y <150) = P(X <150,5) ~ 0,063



b) Madritetdén todennikoisyys, ettd veikkaamalla saadaan tasan 200
ottelun tulos oikein.

TZ0 T40 T60 T80 Mo
p=166.6667 o = 10.5409

 Normaalijakauma <

p 166.6666 o 10.5409
1/ H E

P( 199.5 =X = 200.5 ) = 0.0002558¢

P(Y = 200) = P(199,5 < X < 200,5) ~ 0,00026

Vastaus
a) 0,063
b) 0,00026



K49.

a) Kéytetddn hyviksi jakauman symmetriaa odotusarvon 0 suhteen.

P(Z < —1,19)= P(Z >1,19)
=1-P(Z <1,19)
=1—3(1,19)
=1-0,8830
~0,1170

d) Ratkaistaan tehtdva vastatapahtuman avulla.

Tehtdvand on madrittdd sellainen normitettu arvo a, ettd
P(Z<a)=1-0,27=0,73.

Taulukon perusteella a = 0,61.
Vastaus

a) 0,1170
b) a= 0,61
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