Al.

a) Funktiolla on vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa x =4.
Kun muuttujan arvo ldhestyy lukua 4 vasemmalta puolelta,
funktion arvo ldhestyy lukua 1,6.
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b) Funktiolla on oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa x = 4.
Kun muuttujan arvo ldhestyy lukua 4 oikealta puolelta,
funktion arvo ldhestyy lukua 3.

¢) Funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa x =4,
koska toispuoliset raja-arvot ovat erisuuret.

d) Funktiolla on raja-arvo kohdassa x = 2, koska funktion arvo lahestyy
lukua 3, kun muuttujan arvo ldhestyy lukua 2 kummalta puolelta
tahansa.
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e) Funktio on vasemmalta jatkuva kohdassa 4, koska funktion
vasemmanpuoleinen raja-arvo ja funktion arvo kohdassa x =4 ovat
yhté suuret (= 1,6).
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f) Funktio ei ole oikealta jatkuva kohdassa 4, koska kohdassa x =4
funktion oikeanpuoleinen raja-arvo 3 on erisuuri kuin funktion arvo
1,6.

g) Funktio ei ole jatkuva kohdassa x = 4, koska funktiolla ei ole raja-arvoa
kohdassa 4.

h) Funktio on jatkuva kohdassa x =2, koska funktion arvo f(2) =3
ja funktion raja-arvo lim f(x) =3 ovat yhté suuret.
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i) Funktio on jatkuva vililla [-3, 4], koska se on jatkuva vilin jokaisessa
sisépisteessd ja oikealta jatkuva pédtepisteessd —3 ja vasemmalta
jatkuva paitepisteessd 4.
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j) Funktio ei ole jatkuva vililld [4, 8], koska se ei ole oikealta jatkuva
vilin péatepisteessd 4.
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k) Funktio ei ole derivoituva kohdassa 2. Funktion kuvaajalla on kohdassa
x =2 terdva kérki, joten siithen ei voida piirtdd yksikisitteisellé tavalla
tangenttia.
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1) Funktio on derivoituva kohdassa —1, koska kohtaan x =—1 voidaan
piirtéd tangentti yksikésitteiselld tavalla.
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“_ /i 1
= f(x)
Vastaus
a) tosi b) tosi ¢) epitosi
d) tosi e) tosi f) epétosi
g) epitosi h) tosi i) tosi

Jj) epétosi k) epitosi 1) tosi



A2.

fx) =

x2 —3x, kun x <2
x—4, kun x>2

a) Funktio f on jatkuva kohdassa 2, jos vasemman- ja oikeanpuoleinen
raja-arvo on yhté suuri kuin funktion arvo.

Kohdassa x=2 on f(x)=x%—3x,joten f(2)=22-3.2=-2.

Kohdan x =2 vasemmalla puolellaon f(x) = x? —3x, joten
lim f(x)= lim (x> —=3x)=22-3.2=-2.

x—2— x—2—

Kohdan x =2 oikealla puolellaon f(x)=x—4, joten

lim f(x)= lim (x—4)=2—4=-2.
x—2+ x—24

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhti suuret kuin funktion arvo,
funktio f on jatkuva kohdassa 2. [J



b) Koska funktio f on jatkuva kohdassa 2, se voi olla derivoituva
kohdassa 2. Koska funktion lauseke vaihtuu kohdassa 2, méiaritetdédn
toispuoliset derivaatat.

Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 2.

Py — i LR —f(2)
r@= jim LE

- f(x)=x?—3x
f(2)=-2
2 _3. (-

~ lim 24+ h)?=3-2+h)—(=2)

h—0— h

2

lim 4+4h+h>—6-3h+2

h—0— h

. h*+h
=1

hfg, h

Lasketaan funktion f* oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 2.

Ty — 1im L TR =)
= i L

f@)=x-4
f@=-2

i QM —4—(=2)
h—0+ h

Koska toispuoliset derivaatat ovat yhti suuret, niin  f'(2) =1.
Funktio f on siis derivoituva kohdassa 2. [

Vastaus
a) on jatkuva b) on derivoituva



A3.

Madritetddn funktion f(x) = % derivaatta kohdassa 2 kiyttden
X

derivaatan maaritelmaa.

Tapa 1

o SR = [(2)
/@)= lim j

4) 1 (24+h)*) 1

2 2
— lim (24 h) 2
h—0 h
4 _ 2+ h)2
2 2
~ lim 42+ h) 424 h)
h—0 h

5 4—(2+h)?
=lm-——
h—0 4h(2 + h)?
4—(4+4h+ h?)
m
h—0  4h(2 4 h)?
(h
i 4=
h—0 4h(2 + h)?
. —4—h —4
= lim = = —=
h—04(2+h)>  4.22 4

[




Tapa 2

1oy — e () — f(2)
f(2)—)}1in2 )
4“1 )
I R 1)
—;}g x—2

= lim —2>——
x—2 x—2

Vastaus

/'@)=-%



(x
a) lim [Xt25 . o
x——00 2x% — 4 Supistetaan nimittdjan
korkeimmalla potenssilla x2.
—0 —0
L125
X 2
= lim x|l 040,
X004 i 2—-0
x2
—0
(el.\
b) lim 3e ; 2e*
X—00 et Supistetaan termilli e* = (e¥)?.
-0
. e 3_1
= lim ——===
X—00 6 6 2
Vastaus
a) 0

b)%



AS.

o0

0

lim [ 1-(x41)"2dx

t—00

t—00

lim
t—00

lim

t

m [

Il L =1
(x+1)? t—00

0
t

0
t

0

(x+1)2

Yhdistetyn funktion

integroimissaanto
t
lim /—(x—i—l)_1
1
x+1
—0
1 1
— ——|=0+1=1
(+1 o+ 07

t—00

[_




2 2
1 : 1
— —dx= lim [ ——dx
j;(x+1)2 t—>—lj;(x+1)2
2
= lim [1-(x+1)2dx

t——

Yhdistetyn funktion

g integroimissaanto

2
= lim / —(x+1)7!
t—>—]t

b) t—>—1[ x+1

N U R
=3 + 0 (ei madritelty)

Koska nimittéjén raja-arvo on nolla, mutta osoittajan raja-arvo ei ole

el ole olemassa.

nolla, raja-arvoa lim
t——1 t+1

Integraali hajaantuu.

Vastaus
a) 1
b) hajaantuu



A6.

—00

lim (V4x2 +x  —[x] 7)=o00—00 (ei miiritelty)

X— 00

Koska paadytddn muotoon oo — oo, on lauseketta ensin sievennettdva, jotta
raja-arvo voidaan paatella.

Vax? +x —x

Vax*+x4x)
. 4x* +x —x
N 1

. (\/4x2 + X —x)(\/4x2 +x +X)
N 432 4 x +x (a—b)a+b) = a® — b
 (4x? 4 x)—x?
- 4x%* +x +x
3x2 +x
4x* +x +x Erotetaan x? tekijiksi

juuren sisélld ja x osoittajassa.
= xGx+1) Jx? = ‘x‘ =x, kun x>0

1
4/)c2(4—i—;) +x
x(3x+1)

1
x-1/4+; +x
_ AGx+)

A(4+L 4

3x+1

Ja+L 41
X




Maédéritetdén raja-arvo.

lim 3%+l ool _
X—00 1 241
4+ 1

Raja-arvoa ei ole olemassa, epdoleellinen raja-arvo on oo.

Vastaus
ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo oo



AT.
a) Derivoidaan funktio f(x)=e¢* 4+ x—3.
Sl =e" +1

Koska €'> 0 kaikilla x, niin f'(x) =e* +1>0 Kkaikilla x.
Funktio f on siis aidosti kasvava, joten silld on kdénteisfunktio.

b) Koska funktion f ja kiinteisfunktion f~! kuvaajat ovat peilikuvia

suoran y =x suhteen, kuvaajien leikkauspisteet sijaitsevat
suoralla y =ux.

Ratkaistaan funktion f kuvaajan ja suoran y =x leikkauspisteet.

y=e"+x-3

y=x Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=1In3

y=1In3

Kuvaajien leikkapiste on (In3,1n3).



¢) On médritettdva kddnteisfunktion derivaatta kohdassa In3.
Kéénteisfunktion derivointisddnndn perusteella.

(/71 (In3) =

1 S
————,missd f(xy)=1In3.
/') ’
b-kohdan perusteella funktion f kuvaaja kulkee pisteen (In3,1n3)
kautta, joten x; =1In3.

Siis

—1y/ . 1
(03 = i

.
1 1

T340 4

Kéénteisfunktion kuvaajalle leikkauspisteeseen piirretyn tangentin
1

kulmakerroin on

Vastaus
b) (In3,1n3)

1
c)4



AS8.

fx)= {[unknown template]

a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x € R
2) ff(x)dle.

Ehdon 1 mukaan tulee olla %(x +1)(a—x)>0 kaikilla —1<x<2.

Vililla —1<x<2 on x+1>0 ja a—x>a—2.Siten tulee olla
a>2.

Madritetddn vakio a ehdon 2 avulla.

7 f(x)dx =1
_flde+j‘é(x+l)(a—x)dx+7‘0dx —1
—c0 -1 2

=0 =0

2
f %(x +1)(a—x)dx =1 CAS-laskimella
-1

Za—->2=1 CAS-laskimella

Saatu ratkaisu toteuttaa ehdon a > 2, joten a = %



b) Lasketaan tapahtuman "X > 0" todenndkéisyys.
o)
P(X > 0)= [ f(x) dx
0

2 00
_ (1 19
_fs(x+1)(9 x) dx+ [0 dx
0 2
=0

_ 34
=35 ~0.756

Vastaus

19

9
34

b) 5 ~0.756

a) a=



A9.

Tehtdvind on mairittdéd sokeripaketin massan X odotusarvo p,
kun keskihajonta o =25 (g).

Olkoon arvoa x=1000 (g) vastaava normitettu arvo z.

Tulee olla P(X <1000) = P(Z < z) = 0,030.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z <z)=0,030, kun z~ —1,88079.

_~ Normaalijakauma o
[T o 1

1/ H/E
P(X = -1.88079 )= 0.03

Muodostetaan normitusyhtild ja ratkaistaan .

z:% 2~ —1,88079, x = 1000, o = 25
—1,88079 = 100;)75_# Ratkaistaan CAS-laskimella.
o~ 1047

Odotusarvoksi pitdisi sddtdd 1047 g.

Vastaus
1047 g



A10.

a) llmaistaan funktio ilman itseisarvomerkkeja.

f)=—t—=
1+‘x‘ — X kun x<0
1—x
X kun x>0
1+ x

Madritetddn derivaattafunktio CAS-laskimella.

[l = |
————, kun x <0
(x—1)?
1 , kun x >0
(x +1)2
Kun x<0, fl(x)=—1—>
(x—=1)
<1
Kun x>0, f'(x)= 1
S (x+1)?
>1

Siten funktio f on aidosti kasvava vililld x <0 javililld x> 0.
Koska funktio f on jatkuva kohdassa x =0, funktio f* on aidosti
kasvava koko reaalilukujen joukossa.

Lasketaan raja-arvot.

. . X (x . 1
lim f(x)= lim = lim ———=-1
X——00 x——00 1l —X x—>—ool71

(x
lim f(x)= lim -~ = lim — 1 =1
X—00 x—o0 1+ X xﬂool_i_l



Koska funktio f on jatkuva ja aidosti kasvava, se saa kaikki arvot
avoimelta valiltd ]-1, 1].

b) Kun x <0,
f)=y
; i‘ - = y Ratkaistaan CAS-laskimella.
x=-2_
1+y

Siten f~!(y)=-—2— ,kun —1<y<0.

1+y
Kun x>0,
f(x)=y
X y Ratkaistaan CAS-laskimella.
1+ x
_ )y
X=g 5

Siten f—l(y)zﬁ,kun 0<y<lI.
Funktion lauseke voidaan ilmaista itseisarvomerkkid kayttien.

Aoy =2
1—‘y

,missd —1 <y <1

Kun muuttujaksi vaihdetaan x saadaan

,missd —1 < x <1

—1 _ X
0=y




Vastaus

b) ffl(x)zl%,misséi —-I<x<1

x




B1.

a) Ratkaistaan, milloin funktio 4 — 3x on epinegatiivinen.

Ilmaistaan funktion f ilman itseisarvomerkkeja.

f(x):‘4—3x‘:

4—3x, kun x <

—4 + 3x, kun x >

Wb w|h

b) Lasketaan toispuoliset raja-arvot kohdassa % .

lim /()= lim (4-3n)=4-32-0

3
X——o— X——o—

lim f(x)= lim (-4+3x)=-4+3-2—=0
4 4 3
X*)?ﬂ’ x~>§+



¢) Funktio f on jatkuva kohdassa %, koska funktion arvo ja toispuoliset

raja-arvot ovat yhta suuret téssé kohdassa.

4y _y4 3.4 _
f=4-35=0

3
Llril, S(x)=
3
lim f(x)=0
x%iJr
3
Vastaus
a) f(x)= 4
4—3x, kun x< 3
—4 4 3x, kun x>%
b) lir? f(x)=0
X——=—
lim f(x)=0
x—>i+

3
¢) on jatkuva



B2.

Miiritetddn funktion f(x) = x> —1 derivaattafunktio kiyttien derivaatan
madritelmaa.

f/(x):;i%f(xﬂ%z—f(x)

o (G2 -D— (1)

h—0 h

— lim (X2 +2xh+h* —1)—(x% —1)
h—0 h

— lim x? 4+ 2xh+h*> —1—x* +1
h—0 h

— lim 2xh + h?
h—0 h
lim F(2x + h)
h—0 }{

= lim(2x+h)=2x
h—0

Vastaus

f(x) =2x



B3.

S = ax+b, kun x <l

—x2 4+a, kun x >1

1) Jotta funktio f voi olla derivoituva kohdassa 1, tulee sen olla jatkuva
kohdassa 1.

Funktio f on jatkuva kohdassa 1, jos funktion vasemman- ja
oikeanpuoleinen raja-arvo on yhti suuri kuin funktion arvo.

Kohdassa x=1 on f(x)=ax+b, joten
f)=a-l+b=a-+b.

Kohdan x=1 vasemmalla puolellaon f(x)=ax+ b, joten

lim f(x)= lim (ax+b)=a+b.
x—1— x—1—

Kohdan x =1 oikealla puolellaon f(x) = —x? +a, joten
lim f(x)= lim (x> 4+a)=—1+a=a—1.

x—14 x—1+4

Funktio f on siis jatkuva kohdassa 1, kun

at+b=a—1 ‘—a
b=-1.



2) Maédritetddn seuraavaksi vakio a niin, ettd funktio

J(x) =

ax—1, kun x <1
—x2+a, kun x> 1

on derivoituva kohdassa 1.

Funktio f on derivoituva kohdassa 1, jos toispuoliset derivaatat ovat
yhti suuret.

Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.

. -1
L — g L) €
/=0 e x—1 f(x)=ax—1, kun x <1
f)=a—1

— lim ax—1—(a—1)

- x—1— x—1

= lim &=4

x—1l- X —

aM

= lim ——
x—1— )’//1

= lim a=a
x—1—

Lasketaan funktion f* oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa 1.



' . —fd
710 i L=

x—1 f(x)=—x>+a
) =a—1
— lim —x>+a—(a—1)
x—1+ x—1
— lim —x2+1
r—l+ x—1
— fim — =D

xol+ x—1

fim —C DT
x—1+ )P/l

= lim —(x+1)=-2
x—1+

Funktio f on siis derivoituva kohdassa 1, kun a =-2.

Vastaus
a=-2ja b=-1



B4.

a) Madritetddn kadnteisfunktion lauseke ratkaisemalla muuttuja x
yhtdlostd f(x) =y.

fx) =y
x?+2=y
x2=y-2
X=4y—2 tai x=—y—2

Koska funktion f maédrittelyjoukossa x>0, niin x=./y—2.

Kiinteisfunktion lauseke on siis f~'(y) =y —2.
Mairitetdén seuraavaksi funktion f* arvojoukko.

Funktion f(x)= x? +2 middrittelyjoukko on [0, oo [.
Derivaattafunktio f”/(x)=2x>0,kun x>0,
ja f'(x)=2x =0 vain yksittiisessi kohdassa x = 0.
Funktio f on siis aidosti kasvava vililla [0, oo [.

Funktion f pienin arvo onsiis f(0)=0%+2=2.
Funktio saa mielivaltaisen suuria arvoja, koska
lim f(x) = lim (x> +2) = 00? +2 = 0.

X— 00

X— 00

Funktion /" arvojoukkko on A, =[2,ocf.

Titen kidinteisfunktion f~! miirittelyjoukko on [2, oo[ ja

arvojoukko [0, oof.

Kun vaihdetaan muuttujaksi x, saadaan

SH2 00— R, fTH ) =Vx-2.



b) f(/ ()= f(Ex—2)

:( x—2>2+2
=x—242
=x

Vastaus

a) f1:[2,00— R, fTl(x)=+Vx—-2



BS.

3 o
a) lim X 2% . o
x——00 2Xx° — X Supistetaan nimittdjan

korkeimmalla potenssilla x3.

—0

X —0

3
lim - —27

x—oo  3*

= lim
X—00 3x 3x

= lim |1
X— 00 3x

. ]\*
tim 1=(37

p) =l—00=—-0c0

Raja-arvoa ei ole olemassa. Epéoleellinen raja-arvo on —o0.

Vastaus
1
a) >

b) eiraja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo —oo



! 1
= lim [1-(x+1) 2dx

t—00

0

Yhdistetyn funktion

integrointisdanto

i 1
= lim /2(x+1)2

t—00 0

¢
= lim /2yx+1

a) 1—00

~ lim [_\/x—i—l N +1]

t—00

—c0—2=0

Epéoleellinen integraali hajaantuu.



0 0
f 1 dx:limf%dx
x+1 t—— =
-1 t (x+1)2
0 1
= lim [1-(x4+1) 2dx
t~>71t
0

1
= lim /2(x+1)2
t~>71t

Yhdistetyn funktion

integrointisaantd

0
= lim1 /2\/x—1—1
t——1,
— lim (2\/0+1 —2\/t+1>

t——1

=2-2J-1+1=2

b)

Vastaus
a) hajaantuu
b) 2



B7.

a) Merkitddn satunnaisesti valitun jauhopussin painoa grammoina
kirjaimella X. Pakkausten painon odotusarvo on 1000 g ja
keskihajonta 78 g.

Siis ¢ =1000 ja o =78.

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todenndkdisyys, etta
satunnaisesti valittu pakkaus painaa alle 900g.

700 800 0 1000 1100 1200 1300
p=1000 o=78
_~  Normaalijakauma <
p 1000 o 78
1/ H E
P(X = 900 )= 0.09991

Saadaan P(X < 900) =~ 0,0999 .



b) Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla sellainen
satunnaismuuttujan arvo a, ettd P(X > a) = 0,027

700 800 900 1000 1100™ 1200 1300
p=1000 o=78
o Normaalijakauma <
p 1000 o 78
18 B

P( 1150.293 =X)= 0.027

Saadaan a ~ 1150 (g).

Hylk&dmisraja on 1150 g.

Vastaus
a) 0,0999
b) 1150 g



BS8.

S = 0, kun x <0

ae™2*, kun x>0
a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava
1) f(x)>0 kaikilla x € R
0
2) f f(x)de=1.
—00

Ehdon 1 mukaan tulee olla ae=2* >0 kaikilla x> 0.
Siten tulee olla a > 0.

Madéritetddn vakio a ehdon 2 avulla.

o0
[ reode=1
— 00
0 00
f de+fae*2xdx =1
—00 0
=0
o0
fae_zxdx =1 Lasketaan CAS-laskimella.
0
a
5= 1
a=2

Saatu ratkaisu toteuttaa ehdon a >0, joten a = 2.



b) Lasketaan tapahtuman "X > 1" todenndkoisyys.

P(X 2= [ f(x) dx

2e ¥ dx Lasketaan CAS-laskimella.

_.%8 .—Sg

=e 2 ~0,135

¢) Ratkaistaan vakio k.

mxgm:%

?ﬂmM=§

o0

f 2e 2% dx = % Lasketaan CAS-laskimella.

k

e 2k = % Ratkaistaan CAS-laskimella.
_In2
k= 2

Vastaus
a) a=2
b) e 2 ~ 0,135
¢) k= n2

2



B9.

a) Nelion sivun pituus @ arvotaan vililtd [0, 3].
Nelién pinta-ala on a’.

a

Satunnaisluvun ¢ valinnalle suotuisa véli on [0, 2] ja koko
mahdollinen vili on [0, 3].

Olkoon satunnaismuuttuja X: "nelion pinta-ala".

P(X <4)= % ~ 0,667

b) Muodostetaan lauseke funktiolle F(¢) = P(X <¢).

Neli6n pinta-ala on vihintiin 0 ja enintdin 3> =9.
Nidinollen F(¢)=0, kun ¢t <0, ja F(t)=1, kun ¢>09.

Tarkastellaan tilannetta 0 <¢ <9. Tapahtuma "X <¢" toteutuu, kun
nelion pinta-ala on korkeintaan ¢. Télloin nelidn sivun pituus on
korkeintaan +/f . Suotuisa satunnaisluvun vili on siis [0, Jt ] jakoko
vali on [0, 3].

P(th):\é;

Kertyméfunktion lauseke on siis



©)

F()=
® 0, kun <0

\é;,kun 0<:<9
1, kun r>9

eli
F(x)=

0, kun x<0
\/3;, kun 0<x <9
1, kun x > 9.

Tiheysfunktio f(x)= F'(x) kaikissa niissi kohdissa, joissa F on
derivoituva.

Derivoidaan kertymafunktio.

Kun x <0 tai x>9,niin f(x)=D0=DI1=0.

Jr 1

Kun 0 < x <9, niin x)=DY== .

Arvoilla rajakohdissa x =0 ja x =9 ei ole merkitystd. Méaaritellddn
X)=
/) 0, kun x <0
L kun 0<x<9

6x

0, kun x > 9.



d) Koska tiheysfunktion arvot eroavat nollasta vélilld 0 < x <9, voidaan
odotusarvon madritelméssa esiintyva integraali rajoittaa télle vilille.

Lasketaan odotusarvo.

E(X)= f x f(x)dx
o 1
— [x- dx
o
=3

Pinta-alan odotusarvo on 3.

Vastaus
2
a) 3~ 0,667

b) F(x)=|
) FOI=10 an x <0

\/E,kun 0<x<9

1, kun x>9.

¢ f(x)=

0, kun x <0
1 ,kun 0 <x <9

6/x

0, kun x > 9.

d) 3



B10.

Funktiolla f: ]0, o[ — R on ominaisuus:
f(xy)= f(x)+ f(»y) kaikilla x>0 ja y>0.
a) Valitaan x=1 ja y = 1. Télléin

foy) = f(x)+ 1)
SA-H=fO+ D)

SO =50+ fD = /()
0=7()
Siis f(1) = 0.

b) Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva kohdassa 1.

Tehtdvind on osoittaa, ettd funktio f on jatkuva koko
madrittelyjoukossan ]0, oof .

Koska funktio f on jatkuva kohdassa 1, niin lirnl f(x)=f1=0.
X—

Olkoon a mielivaltainen positiivinen luku. Miéritetdén funktion f
raja-arvo kohdassa a.

. T x
om0 = ey x= 4 % Kakilla >0
— tim (@) + 1)

= lim f(a)+ lim f(%)
= fla)+ f()
= f(a)+0

= f(a)



Koska lim f(x) = f(a),niin f on jatkuva kohdassa a.
xXx—a

Koska a oli mielivaltainen positiivinen luku, niin f on jatkuva koko
madrittelyjoukossaan ]0, oo[. [

Oletetaan, ettd funktio f on derivoituva kohdassa 1.
Tehtidvéna on osoittaa, ettd funktio f on derivoituva koko

e . . / )
madrittelyjoukossaan 10, o[ ja f'(x)= —

Olkoon a mielivaltainen positiivinen luku. Maéritetddn funktion f
erotusosamdérd kohdassa a.

f) - f@) _ S@ )@

X—a X—a
L) + [ =f @)
- X—a
)
- X—a

Lasketaan erotusosaméérin raja-arvo kohdassa a.



1 r&

lim —%— = lim e
x—aX—a x—a a(i 1) Erotetaan nimittédjista
a tekijaksi a.
[
— lim L. —a”
xoad X Siirretiin vakio -
a a
raja-arvon eteen.
f&)
=L jim =4
a x—a i_l
a
fC)=0
=L fjm=—a” ,
a x—a X _q (=0
a
fE) =10
N S T M
4 xoa X Kun x — a, niin * — 1
a a
fE) =1
D T A Merkitiin ~ = k.
a x, X a
a a
_ 1 SR =fAD) 1
T a ]11_>n11 k—1 T a S

'

Siis  f(a) = % (1) jokaisella a > 0

eli f'(x)= % /(1) jokaisella x> 0.

Viite on ndin todistettu. [J



d) Esimerkiksi vakiofunktiolla f(x) =0 on vaadittu ominaisuus:
f(xy) =0 jatoisaalta f(x)+ f(y)=0+0=0.

My0s miké tahansa logaritmifunktio kdy esimerkiksi.
Vaikkapa f(x)=Inx:

f(xy) = lnxy = 1nx—|—lny = f(x)+f(y) kaikilla X > 0.
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