15.1

a) Normitetun normaalijakauman odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1.
Siis u=0 ja o=1.

Mairitetddn todenndkoisyys GeoGebran todenndkoisyyslaskurilla.

pu=0o=1 AN

_/~ Normaalijakauma v pu 0 o 1

@[] I [ P(X< LY ) = 093319 i

Saadaan P(Z <1,5) =~ 0,93.

b)
l‘l = 0 g= 1 A E’
2 2 0 2 4
_/~ Normaalijakauma v u 0 o 1

ﬁ (1 I P[ 0.92 <X ) = 0.17879 o

Saadaan P(Z > 0,92) ~ 0,18.



u:oa’:'l AB

/7 Normaalijakauma ~ p 0 g 1

o I [P -06 <Xs 12 )= 0.61068 o

Saadaan P(—0,6 < Z <1,2) =~ 0,61.

Vastaus
a) 0,93
b) 0,18
¢) 0,61



15.2

a) Normitetun normaalijakauman odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1.
Siis u=0 ja o=1.

Mairitetddn arvo a GeoGebran todennédkdisyyslaskurilla.

u = D g= 1 A 9
4 -2 0 2 4
/7 Normaalijakauma v p o0 o 1

Q][] T [ P(Xs -0.9%982 )= 01587 1

P(Z <a)=0,1587, kun a ~ —1,00.

b)
u = D g= 1 A E’
4 2 0 2 4
/7 Normaalijakauma v p 0 o 1

o X ([]P( ~174953 <x) = 09599 I

P(Z > a)=0,9599, kun a ~ —1,75.



¢) Viritetty alue sijaitsee symmetrisesti odotusarvon 0 molemmin puolin.
Viritetyn alueen yldpuolinen osuus jakaumasta on

L25991 — 0,20045 .

Maédritetdédn sellainen arvo a, ettd P(Z > a) = 0,20045.

u = 0 g= 1 J(\ E’
4 2 0 2 4
/| Normaalijakauma v p 0 o 1

ﬁ I P( 0.84001 <X ) = 0.20045 0
P(Z > a)=0,20045, kun a ~ 0,84.
Tarkistetaan, toteutuuko annettu ehto.

u:oo':'l AE’

/7 Normaalijakauma v p o0 o 1

] IL [ P —084 <X< 084 )= 0.5991 i

Vastaus
a) —1,00
b) —-1,75

¢) 0,84



15.3

a) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 65 ja keskihajonta 10.
Siis =065 ja o =10.

Lasketaan arvoa x = 80 vastaava normitettu arvo.

X—p  80—65
c 10 =15

z =

Arvo x =80 poikkeaa odotusarvosta 1,5 keskihajonnan verran
ylospéin.

b) Lasketaan arvoa x =45 vastaava normitettu arvo.

Xt _ 45-65 _

o 10 -2

z =

Arvo x =45 poikkeaa odotusarvosta 2 keskihajonnan verran alaspéin.

Vastaus
a) normitettu arvo 1,5; poikkeaa 1,5 keskihajonnan verran ylospéin
b) normitettu arvo —2, poikkeaa 2 keskihajonnan verran alaspdin



15.4

a) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 45 ja keskihajonta 6.
Siis =45 ja 0=6.

Lasketaan arvoa x =45 vastaava normitettu arvo.
o 6

z =

Oikea vaihtoehto on 3.

b) Lasketaan arvoa x =54 vastaava normitettu arvo.

o 6
Oikea vaihtoehto on 5.

¢) Lasketaan arvoa x =33 vastaava normitettu arvo.

X—p _33-45 — 5
o 6

zZ =

Oikea vaihtoehto on 1.

d) Lasketaan arvoa x =41 vastaava normitettu arvo.

X—p_41-45_ 2 (e

o 6 3

zZ =

Oikea vaihtoehto on 2.

Vastaus
a) 3
b) 5
c) 1
d) 2



15.5

Tehtdvind on miirittdd satunnaismuuttujan X keskihajonta o,
kun odotusarvo p = 28.

Olkoon arvoa x = 36 vastaava normitettu arvo z.
Tulee olla P(X <36)= P(Z <z)=0,80.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennikoisyyslaskurilla saadaan, etté
P(Z<2)=0,80,kun z~0,84162.

/7 Normaalijakauma v pu 0 o 1

)y = 0.4

Muodostetaan normitusyhtilo ja ratkaistaan o .

z:x;“ 2~ 0,84162, x =36, =28
0,84162 = 3 = 28 Ratkaistaan CAS-laskimella.
0=9,5
Vastaus

9,5



15.6

Tehtdvind on mairittdd myslipussin massan X odotusarvo p,
kun keskihajonta o =12 (g).

Olkoon arvoa x =400 (g) vastaava normitettu arvo z.
Tulee olla P(X > 400) = P(Z > z)=0,95.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z >z)=0,95, kun z =~ —1,64485.

~ Normaalijakauma ¢
u o o 1l
1 HIE

P( -1.64485 =<X)= 0.95

Muodostetaan normitusyhtald ja ratkaistaan .

z:x;“ z~ —1,64485, x = 400, o = 12
—1,64485 = 40(1)% Ratkaistaan CAS-laskimella.
o~ 420

Keskiméariiseksi massaksi on sdddettdva 420 g.

Vastaus
420 g



15.7

Tehtdvind on miarittdd vuorokauden keskildmpdétilan X keskihajonta o,
kun odotusarvo p = 4,0 (°C).

90 % vuorokautisista keskilampdatiloista on vélilld 2 °C—6 °C,
joten 5 % lémpotiloista on alle 2 °C ja 5 % ldampétiloista on yli 6 °C.

Olkoon arvoa x =2 (°C) vastaava normitettu arvo z.

Tulee olla P(X <2)=P(Z <z)=0,05.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennikoisyyslaskurilla saadaan, ettéd
P(Z <z)=0,05, kun z ~ —1,64485.

_/~  Normaalijakauma v p 0 g 1

@[] T [ P(X< —1.64485 ) - 005

Muodostetaan normitusyhtild ja ratkaistaan o .

z=2"F za—1,64485, x =2, =40
24,0

—1,64485 = Ratkaistaan CAS-laskimella.

o~12

Keskihajonta on 1,2 °C.

Vastaus
1,2 °C



15.8

Tehtdvind on mairittdd 7-vuotiaiden poikien pituuden X
odotusarvo u ja keskihajonta o .

Puolet pojista ovat alle 125 cm pitkia.

Normaalijakauman symmetrian perusteella pituuden odotusarvo
@ =125 (cm).

Pisimmit 7 % pojista ovat yli 132 cm pitkia.
Olkoon arvoa x =132 (cm) vastaava normitettu arvo z.

Tulee olla P(X >132)= P(Z > z)=10,07.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z >2z)=0,07, kun z ~1,47579.

_/~  Normaalijakauma v opu 0 o 1

P( 1.47579 <X )= 007
o 11 (L7 )

Muodostetaan normitusyhtild ja ratkaistaan o .
z:% 2~ 1,47579, x =132, =125

132 —-125
o

1,47579 = Ratkaistaan CAS-laskimella.

o~5
Keskihajonta on 5 cm.

Vastaus
odotusarvo 125 cm, keskihajonta 5 cm



15.9

a) Normitetun normaalijakauman odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1.
Siis u=0 ja o=1.

Mairitetddn todenndkoisyys GeoGebran todenndkoisyyslaskurilla.

u = 0 0= 1 A B
a -2 0 2 4
/7 Normaalijakauma v pu 0 o 1

Q][] T [ p(x< 119 ) = 011702 e

Saadaan P(Z < —1,19) =~ 0,12.

b)
p=00=1 AN

/7 Normaalijakauma v up 0 g 1

ra
La

ﬁ IL [ P —078 <X< 065 )= 052446

Saadaan P(—0,78 < Z <0,65) =~ 0,52.



u = 0 0= 1 A B
4 -2 0 2 4
/" Normaalijakauma v p 0 o 1

@ [1I [ Pxs 170 ) = 0.04457 “a
Saadaan P(Z < —1,70) ~ 0,04457.

Normaalijakauman symmetrian perusteella

P(Z <—-1,70 tai Z >1,70) ~ 2-0,04457 ~ 0,09.

Vastaus
a) 0,12
b) 0,52
¢) 0,09



15.10

a) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 15 ja keskihajonta 2.5.
Siis ©=15 ja o =2,5.

Lasketaan arvoa x =20 vastaava normitettu arvo.

__X—h_20-15 _,

o 2,5

Arvo x =20 poikkeaa odotusarvosta 2 keskihajonnan verran ylospéin.

b) Lasketaan arvoa x = 12,5 vastaava normitettu arvo.

Cx—p o 125-15
iy =5 1

Arvo x=12,5 poikkeaa odotusarvosta 1 keskihajonnan verran
alaspdin.

¢) Lasketaan arvoa x =13 vastaava normitettu arvo.

z =

X—p_13-15 _
c 25 0.8

Arvo x=12,5 poikkeaa odotusarvosta 0,8 keskihajonnan verran
alaspain.

Vastaus

a) normitettu arvo 2; poikkeaa 2 keskihajonnan verran ylospdin

b) normitettu arvo —1, poikkeaa 1 keskihajonnan verran alaspdin

¢) normitettu arvo —0,8; poikkeaa 0,8 keskihajonnan verran alaspdin



15.11

Tehtdvind on miirittdd kahvipaketin massan X odotusarvo p,
kun keskihajonta o =10 (g).

Olkoon arvoa x =500 (g) vastaava normitettu arvo z.

Tulee olla P(X < 500)= P(Z <z)=10,02.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z <z)=0,02, kun z ~ —2,05375.

/" Normaalijakauma v p 0 o 1

@ [1 IT [ P(X< —205375 )= 002

Muodostetaan normitusyhtild ja ratkaistaan f.

z:x;“ 2~ —2,05375, x = 500, o =10
—2,05375 = 50? 0_ K Ratkaistaan CAS-laskimella.
o~ 521

Odotusarvoksi pitdisi sddtda 521 g.

Vastaus
S21g



15.12

a) Normitetun normaalijakauman odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1.
Siis u=0 ja o=1.

Mairitetddn arvo a GeoGebran todennédkdisyyslaskurilla.

u:oo’:" A E’
4 ' 4
/7 Normaalijakauma v p 0 o 1
@ [1 I [ P(X< 164485 )= 095 -

P(Z <a)=0,95, kun a ~1,64.

b)
u = 0 O= 1 A E’
4 2 0 2 4
/7 Normaalijakauma v p 0 g 1

ﬁ 01 P( ~084162 <X ) = 0.80 o

P(Z >a)=0,80, kun a ~ —0,84.



¢) Vili —a <Z <a sijaitsee symmetrisesti odotusarvon 0 molemmin
0,60

puolin. Vilin yldpuolinen osuus jakaumasta on >

=0,30.

Maééritetdén sellainen arvo a, ettd P(Z > a) = 0,30

u = 0 = 1 A E’
4 2 0 2 4
_/~ Normaalijakauma v u 0 o 1

m X (C]r( 05244 <x)= 030 o
P(Z > a)=0,30, kun a ~ 0,52.

Tarkistetaan, toteutuuko annettu ehto.

u:oﬂ':'l J(\.E_’

—4 3 4
/7 Normaalijakauma v p 0 o 1
ﬁ I [ P —052 <X< 052 )= 0.39694 H
Vastaus
a) —1,64
b) —0,84

¢) 0,52



15.13

a) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on 36 ja keskihajonta 4.
Siis =36 ja o=4.

Lasketaan arvoa x =48 vastaava normitettu arvo.

X—H _ 48—36:3
o 4

z =

Oikea vaihtoehto on 5.

b) Lasketaan arvoa x =42 vastaava normitettu arvo.

X—p _42-36 _ s
o 4 ’

z =

Oikea vaihtoehto on 4.

¢) Lasketaan arvoa x =33 vastaava normitettu arvo.

z =

X—p_33-36__, 75
o 4 ’

Oikea vaihtoehto on 3.

d) Lasketaan arvoa x =30 vastaava normitettu arvo.

X—p _ 30—46 _
o 4

z =

1,5

Oikea vaihtoehto on 2.

Vastaus
a) 5 b) 4 )3 d)2



15.14

Terdslevyn paksuus X noudattaa normaalijakaumaa, jonka keskihajonta
o =0,70 (mm).

Sattumanvaraisesti valitun levyn paksuus poikkeaa keskiarvosta enintdén
1,0 mm alas- tai ylospéin.

Lasketaan poikkeamaa 1,0 mm vastaava normitettu arvo z.

x—p 1,0 mm
o  0,7mm

~ 1,42857

z =

Satunnaismuuttuja Z noudattaa normitettua normaalijakaumaa.
Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennédkdisyys
P(—1,42857 < Z <1,42857).

I_j:OU:'l AE’

/7 Normaalijakauma v p o0 o 1

ra

ﬁ L [ P( 142857 <Xs< 142857 )= 0.84687 i

Levyn paksuus poikkeaa keskiarvosta vihemmén kuin 1,0 mm
todennékoisyydelld 0,85.

Vastaus
0,85



15.15

Tehtdvind on miirittdd autojen nopeuden X odotusarvo p ja
keskihajonta o .

30 % autoista ajoi alle 60 km/h.

Olkoon arvoa x =60 (km/h) vastaava normitettu arvo z;.
Tulee olla P(X < 60) = P(Z < z;) = 0,30.
Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z <z)=0,30, kun z ~ —0,5244.

_/~  Normaalijakauma v p o0 o1

@U T [ P(Xs -05244 )= 030

21 % autoista ajoi yli 80 km/h.

Olkoon arvoa x =80 (km/h) vastaava normitettu arvo z,.
Tulee olla P(X > 80) = P(Z > z,) = 0,80.

GeoGebran todennikoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z > 2z,)=0,80, kun z, ~ 0,80642.

_/~  Normaalijakauma v p 0 g 1

ﬁ (1 I P( 080642 <X ) = 021



Muodostetaan normitusyhtélot ja ratkaistaan g ja o.

50 Ratkaistaan CAS-laskimella.
TR _0,5244

o
80—

= 0,80642

©=68 ja o~15

Nopeuksien keskiarvo oli 68 km/h ja keskihajonta 15 km/h.

Vastaus
keskiarvo 68 km/h, keskihajonta 15 km/h



15.16

Tehtdvind on mairittdé led-lampun kéyttéidin X odotusarvo p ja
keskihajonta o .

400
1000

= 40 % lampuista kesti enintdsdn 28 000 tuntia.
Olkoon arvoa x =28 000 (h) vastaava normitettu arvo z;.
Tulee olla P(X < 28000) = P(Z < z;) = 0,40.

Satunnaismuuttuja Z ~ N(0, ).

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z <z)=0,40, kun z; ~ —0,25335.

/7 Normaalijakauma v p 0 g 1

@[] T [ P(Xx< —025335 )= 040

50

1000 — 5 % lampuista kesti ainakin 34 000 tuntia.
Olkoon arvoa x =34 000 (km/h) vastaava normitettu arvo z,.

Tulee olla P(X >34000) = P(Z > z,) = 0,05.

GeoGebran todennékoisyyslaskurilla saadaan, ettd
P(Z > z,)=0,05, kun z, ~1,64485.



_/~  Normaalijakauma v p O g 1

ﬁ (11 P( 164485 <X ) = 0.05

Muodostetaan normitusyhtélot ja ratkaistaan g ja o.

Ratkaistaan CAS-laskimella.

% = —0.25335

g
34000 = p 0(3;) —H _1,64485

[t~ 28800 ja o~ 3160

Lamppujen kestoiéin odotusarvo on 28 800 h ja keskihajonta 3160 h.

Vastaus
odotusarvo 28 800 h, keskihajonta 3160 h



15.17

a) Funktion kulku péitellddn derivaattafunktion merkeistd. Mééritetdan
derivaattafunktio.

1 2

1 —=X
p(x) = e 2
\2Tw
1 2 1 2
/ 1 —x 1 1 —5X
”\/2’“ 2 ”\/2'7T‘ >0
<0

Derivaattafunktion merkki on positiivinen, kun x <0, ja negatiivinen,
kun x> 0. Laaditaan kulkukaavio.

0

¢)  +

max

Kulkukaavion perusteella tiheysfunktion ¢ maksimikohta on x=0
ja maksimiarvo

e

1
p(0)=—1—e 2"

1 1 1
N2 2T 2T N2



b) Lasketaan odotusarvo.

o0

E(X)= f x- p(x)dx
0 00
= fx~g0(x)dx+fx~g0(x)dx

0 t 1
) 1 1
=1 2 1 27 dx
Simwfxﬂe dx+1 {x e

1
— lim (—Lf—xe dx)+hm(—L xe 25 dy)

t—00 ’TY
0

1 0 1 t )
= lim (——==/¢ 2" )—i—hm(—i )

s——00 2T V2T

1
= lim (- ¢®—¢ 2" )+ lim (-

1 L (o 2" _ g0
§——00 \/%( t—00 \/ﬂ(e ¢ ))
— (e e =)

I D B
N N e

1 1

T on

Vastaus

.. .. 1
a) maksimikohta x = 0, maksimiarvo
) V2T

b) odotusarvo 0
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