12.1

a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x € R
2)fﬂmm:L

Ehdon 1 mukaan tulee olla % >0 kaikilla x>1.
X

Siten a > 0.

Madéritetddn vakio a ehdon 2 avulla.
o
[ reoax=1
—0o0

1 00
fﬂmm+fﬂ@m:1
—00 1

1 00
a —
f0m+f;4u_1
—00 1
o
[4 ax=1 -
1 x2 Lasketaan epéoleellinen
integraali CAS-laskimella.
a=1

Saatu ratkaisu toteuttaa ehdon a >0, joten a =1.



b) Lasketaan tapahtuman "X < 3" todennikoisyys.

P(X <3)=P(X <3)

3
= [ £ ax

1 3
= [ fG) dx+ [ () dx
—00 1

Il
—
(el
&

_|_
——
xN‘H
=

Vastaus
a) a=1
b) 0,667



12.2

a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x € R

[e.e]
2)fﬂmmzL

—00
Ehto 1 toteutuu kaikilla a, koska xe®’ >0 kaikilla x> 0.

Madritetddn vakio a ehdon 2 avulla.
o0
[ reyax=1
—0o0

0 00
fﬂmw+fﬂmm:1
—00 0

Jotta integraali suppenee,

0 00
f 0 dx+ fxe‘”‘2 dx =1 taytyy olla a < 0. Lasketaan
—00 0 integraali CAS-laskimella.

Saatu ratkaisu toteuttaa ehdon a < 0, joten a = —% .



b) Lasketaan tapahtuman "X > 2" todennikoisyys.

P(X >2)=P(X >2)

o0
= [ 1) ax
2
0 X
:fxe 2 dx
2
1
= =~0,135
2
Vastaus
__1
a) a= 5

b) 0,135



12.3

o
a) E(X)= f xf(x) dx
—00
1 00 3
= [xo0ax+ | X d
—00 1
7« 3 dr Lasketaan epéoleellinen
B 4 x3 integraali CAS-laskimella.
_3
2
b)
< 2 ..
D(X)JI (x—p) f(x) dx Sijoitetaan u — %
1 2 @0 2
- j(x—i) -0 dx+j'(x—i) 3 dx
—oo 2 1 2 x4
]-D( 3)2 3 ax Lasketaan epiolecllinen
= xXxX— -—
1 2] xt mtegraali CAS-laskimella.
_ 3 _N3
4 2
Vastaus
3
a) 5

b)\/z5



12.4

a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x€R
(o)
2) f f(x)de=1.
—00
Ehdon 1 mukaan tulee olla -% >0 kaikilla 0 < x <1.

ir

Siten a > 0.

Mairitetddn vakio a ehdon 2 avulla.

Lasketaan méaarétty

1
[=a=1 | . |
o Vx integraali CAS-laskimella.
4a
=1
3
3
4=y

Saatu ratkaisu toteuttaa ehdon a > 0, joten a =

v



[o¢]

b) E(X)= f xf (x) dx

Vastaus
a) %
b) 2
) 4\7/;’_3

3|




12.5

a) X: ’satunnaiseen aikaan pysékille saapuvan henkilon odotusaika ennen
bussin 1dht6a”

Bussi ldhtee 20 minuutin vélein, joten odotusaika on viélilld
0<X <20.

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on muotoa

SO= ] ke 0<x < 20

0, muulloin.

Mairitetdén vakio p niin, ettd tiheysfunktion mééritelmén ehdot 1 ja 2
toteutuvat.

1) Pitdd olla f(x) >0 Kkaikilla x. Tdm4 toteutuukun p > 0.

2) Funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan tulee
olla 1. Tdma alue on suorakulmio, jonka leveys on 20 ja korkeus on p.

Ratkaistaan p.

20p =1
P=20

Tiheysfunktio on

S =1

% )
0, muulloin.

kun 0 < x <20



b) Lasketaan todenndkoisyys, ettd odotusaika on yli 15 min eli 15-20
minuuttia.

P(X >15)=P(15< X < 20)

20
= [ f(xax
15

— f %dx Lasketaan CAS-laskimella.

=0,25

1
4

¢) Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

o]

E(X)= f xf(x)dx

_fdex—i—f dx+fx0dx

=0 T
20
= fx%ow Lasketaan CAS-laskimella.
0
=10

Odotusarvo on 10 minuuttia. Satunnaiseen aikaan pysékille saapuvan
matkustajan keskimédrdinen odotusaika ldhestyy 10 minuuttia, jos
saapumisia on hyvin paljon.



Vastaus

a) f(x)= {
—_— <
20° kun 0 <x <20
0, muulloin.
b) 0,25

¢) Odotusarvo on 10 minuuttia. Satunnaiseen aikaan pysékille saapuvan
matkustajan keskimiirdinen odotusaika ldhestyy 10 minuuttia, jos
saapumisia on hyvin paljon.



12.6

a) 3
Funktion arvo on 0, kun x <0.
Funktion arvoon 0,2, kun 0 <x < 5.
Funktion arvoon 0,kun x> 5.

b) 2

Todenndkoisyys P(1 < X < 3) on funktion kuvaajan ja x-akselin
viélilld 1< X <3 rajaaman alueen pinta-ala.

Pl< X <3)=2-0,2=0,4
c) 2
E(X)= fx-f(x)dx

0 5 o0
= [ x-0dv+ [x-0,2dx+ [x-0dx
—00 0 5

-

=0 =0

:j‘x‘O,de
0



12.7

a)
P(X>2)=[ f(x)dx
2

3 oD
= [£O)dx+ [ fx)dx
2 3
1S TS T
:I(§x+z)dx+I0dx
2 3
=)
9
16
5
2
b) P@sxgg):[ﬂxw
2
5
— j(1x+1)dx
—JY%8T Ty
3
_1
)
Vastaus
9
a) E

b)%



12.8

a) Piirretddn tiheysfunktion kuvaaja.

AY

=|f(x)
—0.4 y
0,2 S
X
>
| 2 3 11 5 (o) 7/
b) Lasketaan todennikoisyydet.
1
Px<h= [ flx)ax
—00
0 1
= [ f@ax+ [ fxdx
—00 0
0 1
= f Odx + f %xdx Lasketaan CAS-laskimella.
—00 0

=0
1

10



3
Pl <x§3):ff(x)dx
1

3
fOdx+ [ fx)dr
2

P(x>3) = f f(x)dx
3

SEodx+ [ f(xdx
5

2 20 [
(—15x+3)dx+[0dx

—

=0

4
15

Vastaus
1
< [ p—
b) P(x<1) = 10 =0,1

P(1<x§3):%z0,633

P(x>3) = % ~ 0,267

Lasketaan CAS-laskimella.

Lasketaan CAS-laskimella.



12.9

20 cm
10
sdde on 2 cm. Jotta tikka osuisi 9:d4n tai 10:een, sen etdisyys

keskipisteestd voi olla korkeintaan 4 cm.

a) Taulussa jokaisen renkaan leveys on =2cm ja 10-ympyrdn

Lasketaan todennakoisyys.

4
PO<r<4)= f ﬁ(mo —r2)dr Lasketaan CAS-laskimella.
0

= 0,296
~ 0,30

b) Lasketaan todenndkoisyys, ettd viidestd tikasta ainakin kolme
osuu 9:ddn tai 10:een.

Kyseessd on toistokoe, jossa on 5 toistoa.
Onnistumisen todennikoisyys on 0,296
ja epdonnistumisen 1 —0,296 =0,704.

P(ainakin 3 osuu 9:d4n tai 10:een)
= P(3 tai 4 tai 5 osuu 9:44n tai 10:een)

5 3 2 [ 4 SR 5 0
= [3]-0,296 -0,704° + [4]-0,296 -0,704" + [5] -0,296° - 0,704
=0,1578...
~ 0,16

Vastaus
a) 0,30
b) 0,16



12.10
a) Koska

f(x) =

ax+b, kun 0 <x <3
0, muualla

on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla xR

) [ fode=1.
Ehdosta 2 seuraa:
[ reac=1
0 3 _oooo
[ r@act [reas [rede=1
—00 0 3

0 3 [ee)
f 0dx + f (ax + b)dx + f 0Ode=1  Lasketaan CAS-laskimella.
—00 0 3

S —]

=0 =0

9 _
2a+3b—1



Lisdksi odotusarvon tulee olla 1.

E(X)=1
f xf(x)dx =1
0 3 _O:o
f X f(x)dx + fxf(x)dx + fxf(x)dx —1
—00 0 3

0 3 00
f x- 0dx + f x(ax + b)dx + f x-0dx =1 Lasketaan CAS-laskimella.
0 3

—00
—_—_—— [ —;

-0 =0
9a + Ly
2
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtélopari.

9 Ratkaistaan CAS-laskimella.

1,
9a+2b—1
__2 =2
Saadaan a = o Ja b—3.

Tarkistetaan, ettd myds ehto 1 toteutuu.

>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.

Koska vililld 0 < x <3 funktion f{x) arvot ovat epénegatiivisia, ehto
1 toteutuu.



b) Lasketaan todennikoéisyys, ettd satunnaismuuttujan arvo on
véhintddn 1.

P(X >1)=P1< X <3)

3
_ (2. .2
_[( Sx+D)dr

- g — 0,4444... ~ 0,444
Vastaus
a) a= —% ja b= %

4 .
b) 5~ 0,444



12.11

a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x € R
2)fﬂmm:L

Ehdon 1 mukaan tulee olla aX__ > () kaikilla x >1.
(x+ 1)

Siten a > 0.

Madéritetddn vakio a ehdon 2 avulla.
o0
[ reode=1
—0o0

0 00
fﬂﬂ®+fﬂﬂ®:1
—00 0

0 00
£ﬁ®+{ufwdﬁﬂ
o0

f ax 4. Lasketaan epéoleellinen
(x +1)* integraali CAS-laskimella.

0

=1

a s

=6

Saatu ratkaisu toteuttaa ehdon a >0, joten a =6.



b) Piirretddn tiheysfunktion kuvaaja.

AY
I~

1
I

r{x)

[<
" 1l
>

¢) Lasketaan tapahtuman "X < 5" todenndkoisyys.

P(X <5)=P(X <5)

5
= [ £ ax

0 5

:_foo()dx+[(xixl)4 d
5
e

_ 25
=57 ~ 0,926

Lasketaan integraali
CAS-laskimella.

Lasketaan tapahtuman "X >1" todenndkoisyys.

P(X >1) = [ f(x) dx
1

o0
:f 6x4 dx
1(x+1)

—1
2




Vastaus
a) a=2©6

¢) P(X <5)= % ~ 0,926

P(le):%



12.12

oo

E(X)= [ x/(x)dx

Vastaus
e—1



12.13

a) Vililtd [0, 5] arvotaan reaaliluku.

Satunnaismuuttujan X: “arvottu luku” tiheysfunktio on muotoa

X)=
/() p, kun 0 <x <5

0, muulloin.

Maédritetddn vakio p niin, ettd tiheysfunktion mééritelmén ehdot 1 ja 2
toteutuvat.

1) Pitdd olla f(x) > 0 Kkaikilla x. Tdm4 toteutuukun p > 0.

2) Funktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan tulee
olla 1. Tdma alue on suorakulmio, jonka leveys on 5 ja korkeus on p.

Ratkaistaan p.

Sp=1
_1
P=3

Tiheysfunktio on

fx) =

%, kin0<x <5

0, muulloin.



b) Lasketaan tapahtuman "X < 1,4" todennékdisyys.

P(X <1,4)=P(0< X <1,4)

1,4
o AGL:
0

1,4
f % Lasketaan CAS-laskimella.
0

=0,28

¢) Lasketaan satunnaismuuttujan X odotusarvo.

o0

E(X)= f X f(x)dx

_fdex+f dx—i—fdex

b,,—/

=0 =0

5
fx- %dx Lasketaan CAS-laskimella.
0

2,5

Odotusarvo on 2,5. Arvottujen lukujen keskiarvo 1dhestyy lukua 2,5,
jos arpomisia tehddén hyvin paljon.



Vastaus
a) f(x)= !
5 kun 0 <x <5
0, muulloin
b) 0,28
¢) Odotusarvo on 2,5. Arvottujen lukujen keskiarvo ldhestyy lukua 2,5,
jos arpomisia tehdddn hyvin paljon.



12.14

a) 2

Tiheysfunktion ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan tulee olla 1.
Vain kuvaaja 2 toteuttaa timén ehdon.

b) 3

Todenndkodisyys P(X < 2) on funktion kuvaajan ja x-akselin vililld
0 < X <2 rajaaman alueen pinta-ala.

P(X§2):%~2-0,25:0,25

c)3
o
E(X)= fx.f(x)dx
—00
0 4 0.5 00
:fx de—i-fx- "‘ xdx—l—fx‘de
—00 0 4
=0 =0




12.15

a) Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x € R
2) ff(x)dle.

>0 kaikilla a.

Ehto 1 toteutuu, silld \ax 2

_ .2
‘ax~2 ¥

f‘a‘-x-2’x2,kun x <0
‘a‘-x-zﬂ‘z,kun x>0

Madéritetddn vakio a ehdon 2 avulla.

o
[ reode=1
—00
' > T 2 Lasketaan epdoleellinen
[ ~lal-x-27" dx+ [ af-x-27 % dx =1 _ _ .
. 0 integraali CAS-laskimella.
a‘ + ‘a‘ =1 Ratkaistaan CAS-laskimella.
2In2  2In2

a=1In2 tat a=—1In2



b) Piirretddn tiheysfunktion kuvaaja.

AY

1

y =[rx) ' N
e Nl
-2 - 1 %

¢) Lasketaan tapahtuman "[X|<1" todennikdisyys.

P(X| <= P(X|<1)
=P(-1< X <)

1
= [ 1) ax
-1
0 1
= [~la|-x-27 dx+ [|a]-x-27" d@x o =12
-1 0

0 1
:f—an-x-Z_xz dx+f1n2-x-2‘x2 dx
—1 0

_ 1, 1_1
_4+4_2
Vastaus
a) a=1In2 tai a=—In2

1
c)2



12.16

a) llmaistaan funktio ilman itseisarvomerkkejé.

f(x):{x-sz-1n2y: i
—x-27" -In2, kun x <0

x-27% -In2, kun x>0

Lasketaan odotusarvo.

o0

E(X)= ]“xf(@dx

—00

= f x(—x-2*x2 -In2) dx—i—fx(x-2*x2 -In2) dx
—00 0

=0

b) Lasketaan keskihajonta.

o0

Duq—Jf P f(x)dx |Sijoitetaan ;=0
0
‘fxz(x 2*f1nmdx+1“2gx2 ¥ In2)dx
-0 0

— L _ 1

mz JIn2

Vastaus

a) 0

1




12.17

S = 0, kun x<1

%,kun x>1
x

Madéritetddn odotusarvo.

e.¢]

E(X)= [ xf(x)dx

Lasketaan CAS-laskimella.



12.18

fx)=

jsinx, kin 0 <x <=

0, muulloin.

a) P(X <2)=P(X <?2)

2
= [ fxdx

0 2
= f 0dx+f%sinxdx Lasketaan CAS-laskimella.
—00 0

=0
=0,70807...~ 0,71

4n

3
4m)
b) P(F <X <4 [ f(x)dx

3
4n

3
%sin xdx + f 0dx Lasketaan CAS-laskimella.

w3 %:1

=0

I
o
-
(9]

Vastaus
a) 0,71
b) 0,75



12.19

fx) =

2 cos(5- <x<
2cos(zx),kun 0<x<1
0,

muulloin.

a) Lasketaan odotusarvo.

)

E(X) = [ x/()dx
0 1 ~
_ . T oog(K ,
= fx de—l—fx 2cos(2x)dx+fx 0dx
=0 -0
_7m—2
™
b) Lasketaan keskihajonta.
oo
D(X) = f (x — )* f (x)dx ‘Sijoitetaan == 2.
—00

1
= \/[(X—T?z)z -%cos(%x)dx

_2ym=3
s
Vastaus
a) ™ — 2
s
p) 2NT=3

T




12.20

a) Oletetaan, ettd a>0 ja f(t)=ae “,kun t>0.

Tehtdvéani on osoittaa, ettd funktio f{¢) toteuttaa ehdon

o0

[ rwde=1,

0

jokaisella parametrin a arvolla.

Lasketaan epéoleellinen integraali.

) b
{ foydi= lim { F(t)dt

b
= lim |a-e“dt
b—oo
b
= lim f —1-(—a- e~ % )dt Yhdistetyn funktion integroimisséanto.
b—o0 o
0 s'(t) u(s(1))
b
=lim/ —e*

——
b=oo g UGy

— lim (_efwb _}_efa-O)

b—oo
. 1
= lim (———+1
b—>oo( eb )
=—04+1=1

Viite on ndin todistettu.



b) Olkoon satunnaismuuttuja X: "perékkéisten neutriinohavaintojen
vélinen aika minuutteina".

Tulee olla P(X < 46,90) = %

Madritetddn vakio a siten, ettd tiheysfunktio f{¢) kuvaa
satunnaismuuttujan X jakaumaa.

P(X < 46,90) = 0,5
46,90

f f(6)dt = 0,5
0

46]?0 —at g — 0.5 Yhtilon voi ratkaista
ae =0, .
0 myds CAS-laskimella.
46,90

/ —e 9 =0,5

0

_e—a-46,90 4 ea-O — 0’5

_e—46,90a +1= 0,5
_e—46,90a — 0,5

e—40.90a — 0,5

—46,90a = 1In0,5
_ In0,5 _
a= 46,90 ~ 0,015

Vastaus
b) a = 0,015 (kun aikaa mitataan minuutteina)



12.21

a) Luonnostellaan tiheysfunktion f kuvaaja.

markkina-arvo (€)

27 28 29

Koska f on tiheysfunktio, on oltava

1) f(x)>0 kaikilla x € R

2)7ﬂwM:L

Ehdon 2 mukaan tiheysfunktion f kuvaajan ja x-akselin rajaaman
alueen pinta-alan tulee olla 1. Alue on muodoltaan kolmio, jonka
korkeus on a ja kanta 10. Ratkaistaan vakio a.

%muﬂ
|
=3



Vililla [20,5; 25,5] suoran yhtdlo on

1
y—0= —%(x —25,5)

__ 1 .51
Y="95%T50

Tiheysfunktion lauseke on

/() 0, kun x <15,5
1 31
<
—25)6——50, kun 15,5 < x <20,5
1 51
= ~ <
25x—l—so,kun 20,5 < x <25,5

0, kun x > 25,5.

b) Lasketaan todennikdisyys, ettd markkina-arvo on alle 19 €.
19
P(x <19) = f £(x)dx
—00

19
_ 1 31
= f (35X~ 5p)dx
15,50
— 0,245



¢) Nyt tiheysfunktion kuvaajaa rajaavat pisteet (15,5; 0), (20,5, b) ja
(30,5; 0).

Kuvaajan ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alan tulee olla 1.
Ratkaistaan vakio b.

Vililla [15,5;20,5] suoran yhtdlo on

2
y—oz%(x—ls,S)
_ 231
TR

Vililla [20,5; 30,5] suoran yhtdlo on

2

_o0=_d5_
y—0= 10(x 30,5)

__ 1 .6l
V=955 150

Tiheysfunktion lauseke on

S )= 0, kun x <15,5

== <
75x 75 kun 15,5 < x <20,5
1 61
R = <
75x+150,kun 20,5 < x <30,5

0, kun x > 30,5.

Lasketaan odotusarvo.



E(X)=

- [ (—x——)dx—l—f x(—=x + 25 de

o0

f xf(x)dx

—00

30,50

f xf(x)dx
15,50
20,50 30,50

15,50 20,50

= 22,1666... ~ 22,17

Osakkeen markkina-arvon odotusarvo on 22,17 €.

Vastaus

a) f(x)=

b) 0,245
) 22,17 €

0, kun x <15,5

1 31

2 x— <

25x 50° kun 15,5 < x <20,5
25 51 ,kun 20,5 < x < 25,5

0, kun x > 25,5.
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