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a) Kohtaan x =2 voidaan piirtda tangentti yksikésitteiselld tavalla.
Funktio f on derivoituva kohdassa 2.

b) Kohtaan x =3 voidaan piirtdd tangentti yksikésitteisella tavalla.
Funktio f on derivoituva kohdassa 3.

¢) Kohdassa x =4 kuvaajassa on terdva kérki, eikd siithen voida piirtda
tangenttia yksikésitteiselld tavalla.

Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 4.

d) Kohdassa x =35 funktiota ei ole méiritelty, joten kohtaan x =5 ei
voida piirtdd tangenttia.

Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 5.

e) Kohdassa x =7 funktio f on epdjatkuva, eikd sen kuvaajalle voida
piirtdd tangenttia yksikésitteiselld tavalla.

Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 7.



3.2

Piirretddn funktion f(x)= ‘ 2 4x‘ kuvaaja.
Lisétdan kuvaajalle pisteet kohtiin x =2 ja x = 3. Piirretdén ndihin
pisteisiin tangentit ja mitataan niiden kulmakertoimet.

N

y
5

10 1234\‘56/

a) [[(2)~0 ja f/3)=-2

b) Kuvaaja néyttdd oikenevan suoraksi viivaksi, joka on kyseiseen kohtaan
piirretty tangenttisuora.

Kohdassa x = 2:

4.005

3.995

3.99

1.98 1985 1.99 1995 2 2005 201 2015 2.02



Kohdassa x = 3:

3.15
3.1

3.05

2:95
2.9

2.85

2.85 29

¢) Kuvaajassa on aina terdva karki.

0.0008
0.0006
0.0004

0.0002

X
1.9992 | 3.9996 4 4.0004 4.0008

-=0.0002

=0.0004

Huomaa, ettd kohdissa 2 ja 3 funktio /" on derivoituva ja kohdassa 4
funktio " ei ole derivoituva.



3.3

Tapa 1. Kilytetiin madritelmidd f'(a) = lim

fla+h) - f(a)
; :

—0

f/(3):%ii%f(3+h2—f(3) Fx) = x2

2 12
~ im B+h)--3
h—0 h
2
:lim9—|—6h—|—h -9
h—0 h
2
:limw
h—o h
~ pim 26
h—0

— 1im (6 + )
h—0

=6+0=6

(a+b)? =a® +2ab +b?

Tapa 2. Kiytetddn médritelmid f’(a) = lim W .

X—a

/@) =tim LSO =

li
x—3

x2 —32 2

= lim a?> —b%* = (a+b)a—Db)

x—3 x—3

_ i G DO
x—3 )’//3

= lim(x 4 3)
x—3

=3+3=6

Vastaus f'(3)=6
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Tapa 1. Kilytetiin madritelmidd f'(a) = lim
h—0

fla+h) - f(a)
; :

h—0 h

= lim
h—0
2 02 .
zlimh +3h—(0°+3-0)
h—0 h
2
= fim 2231
h—o h

— lim m
h—0

— lim (h +3)
h—0

=0+3=3

Tapa 2. Kiytetddn médritelmid f’(a) = lim W .

X—a

£100) = lim L=/ F(x)=x%+3x
x—0 x—0
x2 4+3x— (0% +3-0)

= lim

x—0 X
243

— Jim X~ 12X
x—0 X

i A+
x—0 /{

= lim(x +3)
x—0

=0+3=3

Vastaus f'(0) =3



3.5
Oletetaan, ettd —20 < g(x) <16 kaikilla x.

Pitdd osoittaa, ettd funktio x) = x2g(x) on derivoituva kohdassa x = 0.
8

Lasketaan funktion f* arvo kohdassa 0.

f(0)=0%-g(0)=0

Lasketaan funktion f derivaatta kohdassa x =0 derivaatan maaritelmaa
kéyttden.

710 = i O+ D =)

h—

= 1im JO SO = () a r0) =0

h—0
2, _
— Jim =8 =0
h—0 h
Z.
= lim h” - g(h)
h—0 }'I/
— lim /- g(h)
h—0

Koska —20 <g(x) <16 ja }}imoh =0,

niin f'(0) = lim i g(h) = 0.
—0

Il
e

On osoitettu, ettd funktio f on derivoituva kohdassa x



3.6
ry s J ()= (A
S0 = lim S
2x =241
x—1

= lim

x—1

2Vx +2)
_ lim 2/x—2

x—1 x—1

2V =2)(2Vx +2)

= (x—1)(2Vx +2)

o (@Vx)? 22

1 (x = 1)(2Vx +2)
4x—4

x—»l(x—l)(Z\f +2)

= lim 4 )
HM(ZIH)

= lim

x—1 2f+2

- 4
2-ﬁ+2

:—:1

Vastaus f'(1) =1

f(x) =2Jx

(a+b)a—b)=a’>—b>



3.7
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a) Tosi.

Funktion arvo ldhestyy arvoa 1, kun muuttujan x arvo ldhestyy lukua
1 kummalta puolelta tahansa.

b) Tosi.

Funktio on jatkuva kohdassa 1, koska lirn1 f(x)=1ja f(H)=1.
X—

¢) Epétosi.

Funktion kuvaajassa on terdvé kirki kohdassa x = 1, joten siihen ei
voida piirtdd tangenttia yksikésitteiselld tavalla.

d) Tosi.

Funktion arvo ldhestyy arvoa 0, kun muuttujan x arvo ldhestyy lukua
2 kummalta puolelta tahansa.

e) Tosi.

Funktio on jatkuva kohdassa 2, koska lim f(x)=0 ja f(2)=0.
x—2



f) Tosi.

Funktion kuvaajalle voidaan piirtdd kohtaan x =2 tangentti
yksikésitteisellé tavalla.

g) Tosi.

Funktion arvo ldhestyy arvoa 1, kun muuttujan x arvo ldhestyy lukua
3 kummalta puolelta tahansa.

h) Epitosi.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 3, koska lim f(x)=1 ja f(3)=2.
x—3

i) Epatosi.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 3, joten se ei ole mydskddn derivoituva
kohdassa 3.



3.8

a) Lauseke L:If(l) on funktion f erotusosaméird kohdassa 1.

Erotusosamaiirin arvo on appletissa nékyvin sekantin kulmakerroin.

Kun x — 1-, niin erotusosaméérén raja-arvo on 2.

Y 0.9
. . . @ . .
Muuta x:n arvoa.
3 1
@
Muuta vakion arvoa.
2 k=2
‘ 1 i F@ = 1)
1m
r—1  x—1 X
-3 -2 -1 o 1 2 3 a 5 6 7 8 9 10 1
v = f(z)
-1
2
Kun x — 1+, niin erotusosaméaérin raja-arvo on 2.
Yy 0.85
. . . @ . .
Muuta x:n arvoa.
3 1
®
Muuta vakion arvoa.
2 k=2
‘ i ) = 1)
m —7-
r—1 r—1 X
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ] 7 [} 9 10 1
y=J(x)
-1
2 ra
. . x)— f(l
Siten hmM =2.

x—1 x—1

Funktio f on siis derivoituva kohdassa 1 ja derivaatan arvo on 2.



b) Lauseke % on funktion f erotusosaméiérd kohdassa 2.

Erotusosaméirin arvo on appletissa ndkyvén sekantin kulmakerroin.

Kun x — 2—, niin erotusosamééirén raja-arvo on 2.

y 1.95
. ks ! ! .
Muuta x:n arvoa.
3 2
1 @
Muuta vakion arvoa.
2
1 -
lim o) = f2)
-2 @ —2 X
-3 -2 1 0 1 2 4 5 [ 7 8 9 10 1
v=f(x)
-1
-2
Kun x — 2+, niin erotusosamiérén raja-arvo on 1.
2.05

!
Muuta x:n arvoa.
2

@
Muuta vakion arvoa.

1o @)~ £2)
=2 p—2 X

5 6 T 8 9 10 n

Siten raja-arvoa ]m:nM ei ole olemassa.

x>l x-2

Funktio f ei siis ole derivoituva kohdassa 2.



¢) Lauseke % on funktion f erotusosamiiri kohdassa 1.

Erotusosaméirin arvo on appletissa nédkyvén sekantin kulmakerroin.

Kun x — 3—, niin erotusosaméérén raja-arvo on —1.

2.95
Muuta x:n arvoa.
3
o
Muuta vakion arvoa.

lim 7f(i) - - ®)

=3 r—23 x
7 8 ] 10 1

-1

2 -
o

Kun x — 3+, niin erotusosaméérin raja-arvo on —l.

y 3.05
. . . ‘9 .
Muuta x:n arvoa.
3 3
k=-1.05 e
. o Muuta vakion arvoa.
1 -
lim )~ 1(3)
re3  x—3 X
3 -2 1 0 1 2 3 4 5 7 8 [) 10 1
y=f(z)
-1
2 ra
N
. . x)—fQ3

x—3 x—3

Funktio f on siis derivoituva kohdassa 3 ja derivaatan arvo on —1.



3.9

fla+h) - f(a)
; .

Derivaatan méritelmi on f'(a) = lim
h—0

Koska funktiolle f pétee }Eim JC+ hz — /@ _ 0,
—0

niin f/(2)=0.
Téten funktio f on derivoituva kohdassa 2 ja derivaatan arvo on 0.

Koska funktio f on derivoituva kohdassa 2, se on my0s jatkuva
kohdassa 2.

Funktion arvosta kohdassa 2 ei voida pdételld mitdén.



3.10

Funktiolla f on seuraavat ominaisuudet.
e f(x+y)=f(x)+ f(y) kaikilla reaaliluvuilla x ja y
e f on derivoituva muuttujan arvolla 0

a) Sijoitetaan x =0 ja y =0 ja ratkaistaan funktion arvo f(0).

F(0+0)= f(0)+ 1(0)
f(0)=2-1(0) [~ /(0)

0=7(0)
f(0)=
Siis £(0) = 0.

b) Koska funktio f on derivoituva kohdassa 0 ja f(0) = 0, niin on oltava

70 = lin LOEN =IO _ yyy S

h—0 h

Madritetddn funktion f derivaatta kohdassa x.

£l = m%f”+”"f”) Fat 9 =fD+ L)
L0 10— /2

h~>0

— im L)

h—0 h

= /'(0)

Koska funktio f on derivoituva muuttujan arvolla 0, niin funktio " on
derivoituva kaikkiallaja f'(x) = f/(0). O



¢) Esimerkiksi funktio f(x)=3x

o flx+y)=3-(x+y)=3x+3y=7 )+ 1)
e Funktio f on derivoituva kaikkialla, joten se on derivoituva
erityisesti kohdassa 0.

Huomaa, ettd esimerkiksi kelpaavat kaikki muotoa f(x) = kx olevat
funktiot, koska k(x + y) = kx + ky kaikilla &, x ja y.



3.11

2 3 5

b)

©)

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 1, koska funktion raja-arvo ja funktion
arvo ovat eri suuret:

lim f(x)=2 ja f(1)=3.

Funktio ei ole jatkuva kohdassa 5, koska funktiolla ei ole raja-arvoa
kohdassa 5. Funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa 5, koska toispuoliset
raja-arvot ovat eri suuret:

lim f(x)=2,5 ja lim f(x)=0,5
x—54

x—5—

Funktio ei ole derivoituva kohdissa 1 ja 5, koska se ei ole jatkuva
niissé kohdissa.

Funktio ei ole derivoituva kohdassa 4, koska kyseisesséd kohdassa

kuvaajassa on terdva kérki, eikd sithen voida piirtdé tangenttia
yksikésitteiselld tavalla.

Funktio on jatkuva mutta ei derivoituva kohdassa 4.



d) Ei missdin kohdassa. Jos funktio on derivoituva, se on aina myos
jatkuva.

Vastaus

a) kohdissa 1 ja 5

b) kohdissa 1, 4 ja 5
¢) kohdassa 4

d) ei missddn kohdassa



3.12

Piirretddn funktion f(x) =

x—2 :
4 kuvaaja.

X
5 6 7 8 9
a) f'(1)~—0,22
5
y

o v=f)

X
5 6 7 8 9

Lisatadn kuvaajalle piste (1, f(1)). Piirretdadn pisteeseen tangentti ja
mitataan sen kulmakerroin.



b) Kohdassa x =2 kuvaajassa on terdva kérki, eikd sithen voida piirtda
tangentti yksikésitteiselld tavalla.

Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 2.

o f'B)~2

d) Funktiota f ei ole miaritelty kohdassa x = 4, joten funktio f ei ole
derivoituva kohdassa 4.

Vastaus

a) (1)~ —0,22
b) ei ole derivoituva
0 f'3)~2

d) ei ole derivoituva



3.13

Tapa 1. Kaytetiéin maritelmad /'(a) = lim £(4F hz mrAC)N

h—0

iy — i ST =2 ]
F'(@) = lim ST fn =1
2 240 4

hlf}) h

. 2 241
= GaT T 2a R
2-2-h 1

= mSGe i h

1

~h 1

o 22 +h) K

-

= G
-1 _ 1
2.2+0) 4



Tapa 2. Kéytetdin madritelmdd f'(a) = lim W :

X—a

oy S@-SQ)
SO =lim—=m S

x—2
2)l_‘f)l

:1' X 2

x1—>rr12 x—2
_ 2 x 1
_;}Lmz((bc 2x x—2)
_pea[2=x 1
—i:nlz( 2x  x—2
im| 2D

x—2 ZX }/Zf

.o —1
:1 —_—

x1—>rr122x
1 _ 1

2.2 4

Vastaus f'(2) = _%



3.14

a) Lasketaan funktion f(x)= I f ‘ ‘ erotusosamairin raja-arvo
X

kohdassa x =0.

h—0 h

IB=fO

= lim
1+ ‘x‘

h—0

On osoitettu, ettd funktio f on derivoituva kohdassa x=0. [



b) Kun x <0, niin f(x) = —= X ja

l—l—‘x‘:l—x
s Ld=x)—x- (=D _1-x+x_ 1
g == T T (=
Kun x>0, niin f(x):#‘x‘zl_i_% ja
o LOfxw-xl g
) = £ = Dl

Kun x =0, niin g(0)= f'(0)=1.

Funktion g lauseke vaihtuu kohdassa x = 0. Lasketaan
erotusosamddrin toispuoliset raja-arvot.

Lasketaan vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa 0.

lim 2 =2@0) Kun x <0, niin g(x) = ¥.
x—0— x—0 (1— x)z
1 —
. (1—x)? . - .

= lim . Sievennetdin lauseke CAS-laskimella.

x—0—
o —(x-2)

x—0— (x — 1)2

—(0-2)



Lasketaan oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa 0.

lim 2 =g Kun x > 0, niin g(x) = $.
x—0— x—0 (1+ x)?
_
2

= lim % Sievennetdin lauseke CAS-laskimella.

x—0—
= lim —**+2)

x—0— (x + 1)2
_—(0+2) _ -2

(0+1)?

Koska erotusosaméirin toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret,
erotusosamadrélld ei ole raja-arvoa kohdassa x = 0. Siten funktio g ei
ole derivoituva kohdassa x = 0.

On osoitettu, ettd funktio g ei ole derivoituva origossa. [l



3.15

Funktiolla f on seuraavat ominaisuudet.
e f(x+y)=f(x)f(y) kaikilla reaaliluvuilla x ja y
. JO)=1

e f on derivoituva muuttujan arvolla 0

Pitéid osoittaa, etti f’(x) on olemassa kaikilla x, ja etti

()= f(x0)f'(0).
Koska funktio f on derivoituva kohdassa 0, niin on olemassa

70 = i LOE D=L O _ jy SO SO

h—>0 h

Madritetdédn funktion f derivaatta kohdassa x.

1) = Jim LEERI =L St ) = S

:mnﬂﬂﬂm—ﬂm

h—0 h

=hmpwyﬂm‘ﬂ £0)=1
h—0 h

fu)ﬂm—ﬂm]

= 1im

= lim f(x)- lim 7f(h) AQ)

h—0 h—0

= f(x)- f'(0)

Koska funktio f* on derivoituva muuttujan arvolla 0, niin funktio f on
derivoituva kaikkiallaja f'(x) = f(x)f'(0). O



Esimerkiksi funktio f(x) =e* toteuttaa ehdot.

o fxty)=eV=e% = f(x)f(y)
e [ on derivoituva kaikkialla

o fl(=¢e"ja f'(0)=e"=1,joten f'(x)= f(x)f(0)
Myo6s esimerkiksi funktio f(x) =1 toteuttaa ehdot.
e fGx+y)=1=11=7x)f()

e [ on derivoituva kaikkialla

o ['(®=0ja f'(0)=0,joten f'(x)= f(x)f'(0)



3.16

i L0+ )=/ @
h—

Tapa 1. Kiytetdin masritelmdd f'(a) =

710 = lim QD=0

w £ = xlx

= lim
h—0

— lim h"h‘_ol‘o‘
0 h
o A

h—0 K

= lim ‘h‘
h—0

= ‘0‘ —
f() = f(a)
X—a

Tapa 2. Kiytetddn médritelmid f’(a) = lim

X—a

f/(()) hm M f(x) = x‘x‘

o
x—0 X

_ tim A7
x—0 //

= lim ‘x‘
x—0

_‘o‘_

Vastaus f'(0) =



3.17

i L0+ )=/ @
h—

Tapa 1. Kiytetdin masritelmdd f'(a) =

fta) = tim LEERZLD )
ﬁﬂﬁf3
e

o Wath - J—)(Jﬁw—)
=M h(Na+h ++a)
_hm(va”)z—(ﬁ)z
=0 h(\Ja+h +~a)

at+h—a

.
im0 h(a+ b +a)

= lim /
M%(W+I>

=lim—

lHO\/FJrJ—
:Va+0+Jg:2JZ

1

N

Koska f'(a) = kaikilla @ >0, niin f’(x) = kun x> 0.

1
2a



S0 =f@)
X—a

Tapa 2. Kéytetddn madritelmdd f'(a) = lim
X—a

£y = tim LOZS@ i

f+f
= lim \/7 \/7

(J}—I)(I+I)
= (x—a)(x ++a)
_m(&)%ﬁ)
x—a (x —a)x ++a)

= lim ’X//
o G (N )

ﬁﬂf#f
:JZJM/Z:%/Z

kaikilla @ >0, niin f/(x) = —— , kun x>0,

/ 1
Koska f'(a)= e e

Vastaus
[P |
f(a)—Z\/;
ey 1
f(x)_zﬁ’

kun x>0




3.18

Koska funktio f* on derivoituva erdilla nollan siséltivalla valilld, myds
funktio g(x)= x2f(x) on derivoituva eriilld nollan sisaltavalla vililla.

Tilldin g'(x) = D(x%f(x)) = 2x- f(x) +x?- f(x) tilla vililla.
Koska derivaattafunktio f’ on jatkuva kohdassa 0, niin seki

lin})f’(x) etti f’(0) ovat olemassa ja lin})f'(x) = 7'(0).

Midritetdéin funktion g’ derivaatta kohdassa 0 erotusosamiirén raja-

arvona.

flat+h) - f(a)

Tapa 1. Kiytetiin madritelmidd f'(a) = lim

h—0 h
N OEr0)
h—0
i G S () + 12 £ () —(2:0- £(0) — 0% f(0))
h—0 h
_ iy 20 S (D) £ R f ()
h—0 h
i K@)+ B f ()
h—0 }{
=2-f(0)40-1'(0)
=2£(0)

Tapa 2. Kilytetiin madritelmidd f'(a) = lim
X—a

[~ f@)
X—a



ey 1: gl(x)_g/(o)
A
= limM
x—0 X
= lim Q2x- f()+x*- f(x)—(2-0- £(0)—0*- f(0))

x—0 X

i 20 S0 6 1)

x—0 X

A2 () +x )
A

= lim
x—0

=2-f(0)+0-f'(0)
=27(0)

Siis g”'(0)=0.

Vastaus
g"(0)=0



3.19

Oletetaan, ettd funktio f* on jatkuva suljetulla vélilld [a, b] ja derivoituva
avoimella vélilld Ja, b[ jaettd f(a)= f(b).

Pitéi osoittaa, ettd vililli Ja, o[ on sellainen luku ¢, ettdi f'(c)=0.

Jos funktio f on vakio koko vélilld [a, b], niin sen derivaatta on nolla
koko vililld ]a, b[. Silloin miké tahansa piste kelpaa pisteeksi c.

Oletetaan, ettd funktio f ei ole vakiofunktio.

1) Oletetaan ensin, ettd funktio f saa vililld ]a, b[ suurempia arvoja kuin
paétepisteissa.

Koska jatkuvalla funktiolla on suljetulla vililld [a, b] aina suurin ja
pienin arvo, niin vélilld ]a, b[ on olemassa kohta c, jossa funktio f saa
suurimman arvonsa. Télléin f(x) < f(c) eli f(x)— f(c) <0

kaikilla x €[a,b].

Oletuksen mukaan funktio f on derivoituva kohdassa c. Tutkitaan

S (x) = f(c)
xX—c

erotusosamairin toispuolisia raja-arvoja.

Kun x <¢, niin x—c¢<0.

lim Mzo,koska f(x)—f(c)<0 ja x—c<0.

X—c— X —

Kun x> ¢, niin x—c¢>0.

lim Mgo,koska f(x)—f(c)<0 jax—c>0.

x—c+ xX—=c



Koska funktio f on derivoituva kohdassa ¢, erotusosaméérin raja-
arvon tulee olla maéritelty kohdassa c. Siten toispuolisten raja-arvojen
tulee olla yhté suuret. Télloin on vélttdmétta oltava

lim %(J:(C) = 0, mika tarkoittaa, ettd f'(c) =0.

X—cC

On osoitettu, ettd jos funktio f saa vélilld Ja, b[ suurempia arvoja kuin
péitepisteissd, niin on olemassa kohta c, jossa f'(c)=0.

2) Oletetaan seuraavaksi, ettd funktio f saa valilld ]a, b[ pienempid
arvoja kuin paitepisteissa.

Koska jatkuvalla funktiolla on suljetulla vélilld [a, b] aina suurin ja
pienin arvo, niin vililld Ja, b[ on olemassa kohta c, jossa funktio f saa
pienimmén arvonsa. Talloin f(x) > f(c) eli f(x)— f(c)>0
kaikilla x € [a, b].

Oletuksen mukaan funktio f on derivoituva kohdassa c. Tutkitaan

R X)— C . .. . .
erotusosamaaran w tmspuohsla raja-arvoja.

Kun x <¢,niin x—c¢<0.

lim f(x);g(c)go,koska f(x)—f(c)>0 ja x—c<D0.

X—c— X —

Kun x> ¢, niin x—c¢>0.

lim Mzo,koska f(x)—f(c)>0 jax—c>0.

x—c+ X—=c



Koska funktio f on derivoituva kohdassa ¢, erotusosaméérin raja-
arvon tulee olla madritelty kohdassa c. Siten toispuolisten raja-arvojen
tulee olla yhté suuret. Télloin on vélttdmétta oltava

lim %(J:(C) = 0, mika tarkoittaa, ettd f'(c) =0.

X—cC

On osoitettu, ettd jos funktio f saa vélilld Ja, b[ pienempid arvoja kuin
péitepisteissd, niin on olemassa kohta c, jossa f'(c)=0.

Edellisten kohtien perusteella Rollen lause on todistettu. [



3.20

Funktio f(x)=2* —x? on jatkuva kaikkialla, joten se on erityisesti
jatkuva suljetulla valilla [0, 1].

Funktio f(x)=2% —x? on derivoituva kaikkialla, joten se on erityisesti
derivoituva avoimella vélilld ]0, 1].

Lasketaan funktion arvot vélin péadtepisteissa.

£(0)=20—-02=1

fMH=21-12=1

Funktion arvot vélin [0, 1] péatepisteissd ovat yhtd suuret.

Koska tehtivassd 3.19 esitetyn Rollen lauseen ehdot ovat voimassa, niin
lauseen nojalla valilld ]0, 1[ on (ainakin yksi) sellainen luku c, ettd

fle)=0.

On osoitettu, ettd vdlilld ]0, 1[ on kohta, jossa funktion f derivaatta on
nolla. [



3.21

a) Funktio f(x)= x> —x+2 on polunomifunktio, ja siksi se on jatkuva
valilld [-1, 2] ja derivoituva vililld ]-1, 2[.

Viliarvolauseen mukaan vililld ]-1, 2[ on sellainen luku c, ettd

2— (-1

f2) - (=D
3 :

Lasketaan funktion f arvot vilin paétepisteissa.

SED =) = (=D +2=2
f(2)=23-2+2=8

Funktion f derivaattafunktio on f’(x)=3x> —1.

Funktion f derivaatta kohdassa ¢ on f'(c¢)=3c? —1.

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan c.

fio=LASED 4,
fley=e -1
8§—2

BE =3c2 -1 Ratkaistaan CAS-laskimella.

c=-1 tai c=1

fO-fCD 5o
3

Ratkaisuista vain ¢ =1 kuuluu vilille ]-1, 2].

Siis véliarvolauseen yhtilo toteutuu, kun ¢ = 1.



b) Yhtilon f(1) = f(?__({(l)_l)

e oikea puoli on pisteitd (-1, f(-1)) ja (2, (2)) eli pisteitd (-1, 2)
ja (2, 8) yhdistdvén suoran kulmakerroin
e vasen puoli on kohtaan x =1 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Yhtilo tarkoittaa sité, ettd vilin paitepisteitd (-1, 2) ja (2, 8)
yhdistdva suora ja kohtaan x =1 piirretty tangentti ovat
yhdensuuntaiset.

Piirretdédn funktion f kuvaaja, pisteiden (-1, 2) ja (2, 8) kulkeva
suora sekd funktion kuvaajalle tangentti kohtaan x = 1.

Ay

-
7

(o))
—

(%)
\
—

I
\




3.22

Oletetaan, ettd funktio f* on jatkuva suljetulla vélilld [a, b] ja derivoituva
avoimella valilld Ja, b[.

Pitéa osoittaa, etti vililld ]a, b[ on sellainen luku c, ettd

o= 1O=1@

Funktion f kuvaajan pisteiden (a, f(a)) ja (b, f (b)) kautta kulkevan
sekanttisuoran yhtalo on

y—fay=LO=LD () Y= = K — %)

y=f@+ O LD g

Tutkitaan funktiota g, joka ilmaisee kohdassa x funktion f kuvaajalla
olevan pisteen ja sekanttisuoran pisteen y-koordinaattien erotuksen.

gx)=f(x)—y
= 1)~ £y + LO LD ()

= 1)~ )~ LOLD (g

0= 1)~ f(@ - TP =L@ ()

Koska funktio f on jatkuva suljetulla vililld [a, b] ja derivoituva
avoimella vélilld Ja, b[, niin myds funktio g on jatkuva suljetulla vililla
[a, b] ja derivoituva avoimella vililld ]a, b[.



Lasketaan funktion g arvot vélin péditepisteissa.
g@ = f(@)~ fl@) - OO (g
0SB 1@

b—a
=0

gwr;ﬂm—fwr=“2zéw*g>4ﬁ

=f0)—fla)=(f(b)— f(a)

=f(0)—fla)— f(D)+ f(a)

=0
Koska tehtiavéssa 3.19 todistetun Rollen lauseen ehdot ovat voimassa
funktiolle g, Rollen lauseen nojalla vélilld ]a, o[ on sellainen luku c, ettéd

g'c)=

Funktion g(x)= f(x)— f(a)— W -(x —a) derivaattafunktio

on

g'(x)=f'(x) _O_M-l

_fw)fW)f@)

Koska g'(c) =0, niin

fio- L@=1®)
f@ﬁiﬂ2:fm.

On osoitettu, ettd valilld Ja, b[ on sellainen luku ¢, ettd

o= 1@=1®)






3.23

Sovelletaan tehtdvissd 3.21 esitettyéd differentiaalilaskennan
viéliarvolausetta.

Koska funktio f on derivoituva, se on my0s jatkuva. Néin ollen
differentiaalilaskennan viliarvolauseen oletukset toteutuvat.

Olkoon luvut a ja b reaaliluvut niin, ettd a <b.

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen perusteella vililld ]a, 5[ on
sellainen luku ¢, ettd

£y = f(b) f(a)

Koska f'(x)=0 kaikilla x, niin myds f'(c)=
Téastd seuraa, ettd

—a
f(b) —fla)= [+/(a)
S ()= f(a)

Koska funktion f arvot mielivaltaisissa kohdissa a ja b ovat yhté suuret,
funktio f on vakiofunktio.

Viite on nédin todistettu. [J
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