9.1

f(x)=x* =53 +x2 +21x—18

Piirretdan funktion kuvaaja.

20

Kuvaajan perusteella funktiolla on pienin arvo kohdassa —1, ja suurinta
arvoa ei ole.

Perustellaan havainnot laskemalla.

Paitellddn funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.
Funktion f derivaattafunktio on f’(x) = 4x3 —15x2 + 2x +21.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.
f'(x)=0
453 —15x2 +2x+21=0 Ratkaistaan CAS-laskimella

x=-—1 taix:% tal x =3



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on polynomifunktio,

ja siksi kaikkialla jatkuva. Sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa.
Madritetddn derivaattafunktion merkit testaamalla.

f(x) = 4x3 —15x2 +2x + 21 7
f(—2y=-75<0  — -1 4 3
£1(0)=21>0 + ffx -1+ - |+
/'2)=-3<0 4G RN Pl Nt
f'(4)=45>0 + min  max min

Kulkukaavion perusteella funktion f pienin arvo saavutetaan
kohdassa —1 tai kohdassa 3.

Lasketaan funktion arvot naissi kohdissa.

f(=1)=—-32  pienin
f3)=0

Funktion f pienin arvo on —32.
Madritetdén laskimella funktion raja-arvo direttomyydessa.

lim f(x) = lim (x* —5x% 4+ 21x—18) = 00

X—00 X—00

Koska lim f(x)= oo, niin funktio saa mielivaltaisen suuria arvoja, ja
X—00

silld ei ole suurinta arvoa.

Vastaus
pienin arvo —32, suurinta arvoa ei ole



y
6| y=f(2)
4
jz
X
8 -6 -4 -2 2 4 6 8
-2
-4

Kuvaajan perusteella funktiolla ndyttéisi olevan pienin ja suurin arvo.
Perustellaan havainnot laskemalla.

Paitelldaan funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.

2
Funktion f derivaattafunktio on f’(x) = M
(x* +1)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'(x)=0

—3x2 4+8x+3 _ 0

—=4 T TS -
(x> +1)

x:—% taix =3



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva, ja
sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa.
1y — —3x% +8x+3 1
fle) = =R S
(x + 1) '
f-1)=-2<0 - SO =+ | =
f1(0)=3>0 + S ™| 7™

(4~ —0,045<0 - min - mex

Kulkukaavion perusteella funktion f pienin arvo saavutetaan kohdassa

— ellei lim /(0 < f(-3).

I,_ 1
rebH=-1

2
lim f(x)= lim 4 +3x _ 4 1

X—00 X—00 x2 +1 2

Funktion f pienin arvo on —%.

Kulkukaavion perusteella funktion f suurin arvo saavutetaan kohdassa 3
ellei lim f(x)> f(3).

X——00
-9

. . 4x% 4+ 3x 9

lim = lim =2 T2t 42

x—>—oof(X) x——00 X2 +1 2

Funktion f suurin arvo on %

Vastaus suurin arvo %(: 4%) , pienin arvo —%



9.3

fn) =24

Funktio f on mééritelty, kun x —2 =0 elikun x=2.

Xx+1_ =241 _—1_1
a) lim f(x)= lim ~——>=—">="4=1%

1

Funktion raja-arvo kohdassa —2 on i

. Xt 241 _ 3
b) lim /() =lim-~—>=5"5=7

Koska osoittajan raja-arvo on 3 == 0 ja nimittdjén raja-arvo on 0, niin
funktiolla f ei ole raja-arvoa kohdassa 2.

Paatellaan funktion f(x)= ;Cj_é
kohdassa 2.

Kohdan 2 vasemmalla puolella funktion £ lausekkeen osoittajan
arvo on positiivinen ja nimittdjan arvo negatiivinen.

>0
—

x+1

Siis lim = lim
i 7f(X) i —)
<0




Kohdan 2 oikealla puolella funktion £ lausekkeen osoittajan arvo
on positiivinen ja my0s nimittdjan arvo positiivinen.
>0

i

Siis  lim f(x) = lim ——"2 = o0.
x—24 x—2+4 &—_%
>0

Koska toispuoliset epdoleelliset raja-arvot kohdassa 2 ovat eri
merkkiset, funktiolla f ei ole kohdassa 2 mydskdidn epdoleellista raja-

arvoa.
Vastaus
a) raja-arvo lim f(x) = 1
x——2 4

b) ei raja-arvoa eikéd epéoleellista raja-arvoa



9.4

_1—x
TO= 1y

Funktio f on mééritelty, kun (x + 3)2 =0 elikun x=-3.

a) Lasketaan raja-arvo raja-arvo kohdassa 1.

. . 1—x 1-1 0
lim f(x) = lim = == =0
¥l =l (x437  (143)7 16

Funktion raja-arvo kohdassa 1 on O.



b) Lasketaan raja-arvo raja-arvo kohdassa —3.

l-x _ 1-(=3) 4

= A 37 (o) 0

X——

Koska osoittaja # 0 ja nimittdjd = 0, funktiolla ei ole raja-arvoa
kohdassa 3.

Lasketaan toispuoleiset raja-arvot kohdassa —3.

>0
—

lim f()= lm =% —co ja
x——3— x——3— (X + 3)
[ ——";
>0

>0
—
. . . 1—x o
lim f(x)= lim ——5 =
x——=3+ x——3+ (x_|_3)
—————
>0

Koska toispuoliset epdoleelliset raja-arvot kohdassa —3 ovat
samanmerkkiset, niin funktiolla f on kohdassa —3 epéoleellinen

raja-arvo oo.

Vastaus
a) lim1 f(x)=0
X—

b) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo lim f(x) = oo
x—-=3



9.5

S = xx—i 1

Funktio f on méiéritelty, kun x+1=0 eli kun x = —1.
Funktion f derivaattafunktio on

x(x+2)

Fo =

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x(x+2)
(x—i—l)2
x=—2taix=0

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on rationaalifunktio,

ja siksi jatkuva. Sen merkki voi muuttua vain nollakohdissa
x =—2 ja x =0 sekd kohdassa x = —1. Piitelladn derivaattafunktion

merkit testaamalla.

o X(x+2)
S = (x +1)2 5 -2 -1 0 3
f1(=3)=0,75>0 + x|+ | - = | +
fi(=15)=-3<0 - f) [T > a7
f(-0,5=-3<0 - min max ei.m min  max

fiH)=0,75>0  +



2
Lasketaan funktion f(x) = —* adriarvot.

x+1
Minimiarvot: Maksimiarvot:
f=5=-2 e
£(0)=0 SO =7

2
Tutkitaan funktion f(x)= xLH kayttaytymista
kohdan —1 lahella.

¥2
x+1

lim f(x)= lim — L (ci maritelty)
1 x——1 0

X——

Koska osoittajan raja-arvo on 1= 0 ja nimittdjdn raja-arvo on 0, niin
funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa —1.

y

-8 6 4 -20 2 4 6 8




Kuvaajan perusteella epioleelliset toispuoleiset raja-arvot ovat

lim f(x)=—o0
x——1-
lim f(x)= oco.
x——14
2
Funktio f(x)= xx+ [ on rationaalifunktio, ja siksi jatkuva.

Kun x < —1, funktio saa arvot vililtd |— oco,—4].
Kun x> —1, funktio saa arvot véliltd [0,00] .

Vastaus
kaikki arvot véleiltd | —oo,—4] ja [0,00[



9.6

8
S = x2 +4

Koska x? +4 >0 aina, funktio f on méiritelty kaikilla x.

Funktion f derivaattafunktio on

1oy —8x2 432
SO =" ay

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f(x)=0
2
W =0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
X

x=-2 tai x=2

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio f’ on jatkuva, joten

sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa —2 ja 2. Pédtelldén
derivaattafunktion merkit testaamalla.

roon_ —8x2 432
f (x) - (x2 +4)2 _2 2
f1(=3)=-023<0 - )y =T F =
f10)y=2>0 + S N\
f'3)=-0,23<0 —

I max

) .. 8-(—2) .
Funktion f minimarvo on —-2)=——"F—=-2ja
f f(=2) 27 14 ]
.. 8-2
maksimiarvo D=—"F=-=2
A 22 +4



Lasketaan funktion f raja-arvot dérettdmyydessé ja miinus-
ddrettomyydessa.

. . 8x

lim x)= lim —/——=
x—>—oof( ) x——00 X2 + 4

. . 8x
lim f(x)= lim =0
x—»oof( ) x—o0 X2 + 4

Koska f(=2)< lim f(x)< f(2) ja f(=2)< lim f(x)< f(2),niin

kulkukaavion perusteella funktion f pienin arvo on f(—2) = —2 ja suurin
arvo f(2) =2.Koska funktio f on jatkuva, se saa myos kaikki arvot
pienimmaén ja suurimman arvonsa valilta.

Funktio f arvojoukko on suljettu vili [-2, 2].

Vastaus
[-2,2]



9.7
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a) Kohdassa x =1 funktio on jatkuva. Siis funktiolla on raja-arvo
kohdassa x = 1. Oikea vastaus on 1.

b) Kohdassa x =2 funktio ei ole mééritelty ja sillé on toispuoliset
epdoleelliset raja-arvot. Koska epéoleelliset raja-arvot ovat eri
merkkiset, funktiolla f ei ole kohdassa x =2 raja-arvoa eikd
epéoleellista raja-arvoa. Oikea vastaus on 3.

¢) Kohdassa x =3 funktio ei ole méiritelty ja silld on toispuoliset
epéoleelliset raja-arvot. Koska epéoleelliset raja-arvot ovat saman
merkkiset, funktiolla f ei ole kohdassa x =3 raja-arvoa, mutta silld on
epéoleellinen raja-arvo. Oikea vastaus on 2.

Vastaus
ayl b3 ¢)2



Koska x? +1> 0 aina, funktio f/ on médritelty kaikilla x.

Derivoidaan funktio f.

f(x) =

X =

D(3x? +4x)-(x* +1) — (3x% +4x)- D(x* +1)

(x* +1)7
~(6x+4)-(x? +1)— (3x? + 4x)-2x
(x2 +1)2
_ 6x3 + 6x +4x2 +4— 6x3 — 8x2
(x2 +1)2
_ —4x* +6x+4
(x2 +1)2

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'x)=0
—4x> 4+ 6x+4 -0
(x2 +1)2

—4x2 4+ 6x+4=0

(2 +D? (=0)

662 —4.(—4)-4 —6i«/36+6 —6i\/10
- 2-(—4)
_ —6=£10
-8
—6-10 _ =16 _ 5 . . —64+10_ 4 _ |1

-8 -8 =8



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva ja voi
vaihtaa merkkidén vain nollakohdissa —% ja 2. Médritetddn

derivaattafunktion merkit testaamalla.

2
f/(x) — —4x + 6x+4

(x2 +1)2 _% 2
/
(-Hh=-3<0 —
r O
f(0)=4>0 + F(x) .
f/(3) — _1’4 < O . ITIIT max
Kulkukaavion perusteella funktion f
L3P ()
minimiarvo on f(_j) = I =—1 ja
(—5 ) +1
2
L 3.22+4.2
maksimiarvo f(2)=—="—"—""==4
/@ 22 +1

Madritetdén funktion f raja-arvo ddrettomuudessé ja miinus-
ddrettomyydessa.

2 4 4
2 x*(3+-) 342
Y=o x——oc0 x7 +1 xﬂ*ooxz(l_l_L) x—>foo1_‘_L 140
x2 x2
2 4 4
2 x*(3+-) 342
lim f(x)= lim 3'3627+4x: lim X — lim x _340_ 5
£ oo AL oo 2 g Ly e Lo 1O
x2 x2

Koska —1< lim f(x)<4 ja —1< lim f(x) <4, niin kulkukaavion

X——00 X— 00

perusteella funktion f pienin arvo on —1 ja suurin arvo 4.

Vastaus
suurin arvo 4, pienin arvo —1



Koska x? +1> 0 aina, funktio f on médritelty kaikilla —2 <x <4.

Derivoidaan funktio f.

£ = D(3x? +4x)-(x* +1) — (3x% +4x)- D(x* +1)
(xz +1)2
_ (6x +4)- (x> +1) — (3x% + 4x)-2x
(x2 +1)2
_ 6x3 + 6x +4x2 +4— 6x3 — 8x2
(x2 +1)2

_ —4x> +6x+4

(x2 +1)2

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'x)=0
—4x> 4+ 6x+4 -0
(x2 +1)2

—4x2 4+ 6x+4=0

_ —6++/62 —4.(—4)-4 —6i«/36+6 —6i\/10

(2 +D? (=0)

2-(—4)
_ —6=£10
-8
_ —6-10 _ —16 _ . . _—6410_ 4 _ 1
X = 3 —_8—2 tat x= 8§ — g~ 3

Derivaattafunktion nollakohdat kuuluvat méérittelyvélille -2 <x < 4.



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva ja voi

vaihtaa merkkidén vain nollakohdissa —% ja 2. Médritetddn

derivaattafunktion merkit testaamalla ja muiodostetaan vilille -2 <x <4

rajattu kulkukaavio.

2
'(x :—4x +6x+4
S (%) TR o

% 2 4
f/(—l) =-3<0 PO T
f0)=4>0 + F(x) . '
f/(3) — _ 1,4 < 0 _ ITIdXx TITITI TIax min

Kulkukaavion perusteella funktion f
minimiarvot ovat

Mg+ ()

3-(-2)2 +4-(-2) o

)=
72 (2% +1

) 1,
R
2

sekd maksimiarvot

3.224+4.2 : 3-42+4-4
N=22 TX2 g gy fa)y=22T%4% 33,
f@=>24 ja fey=2701

Koska —1< f(—2)<4 ja —1< f(4) <4, niin kulkukaavion

—1

perusteella funktion f pienin arvo on —1 ja suurin arvo 4. Koska funktio
f on jatkuva, se saa my0s kaikki arvot suurimman ja pienimmén arvonsa

valistd. Funktio saa siis kaikki arvot suljetulta véliltd [-1, 4].

Vastaus
kaikki arvot véliltd [—1, 4]



9.10

_5-3x2
1 (6x—3a)2

Funktio f on mééritelty, kun (6x — 3a)2 =0 elikun x= <.

2

a)

4

Appletin avulla havaitaan, ettd a =4 ja epéoleellinen raja-arvo
lim f(x)=—o00.

x—2



b) Tarkastellaan raja-arvoa kohdassa 2.

5—3x2

lim f(x) = lim .
x—2

xHZ(6x—3a)
_ 5-3.2?
(6-2—3a)’
I A
9-(51—4)2

Funktiolla on epéoleellinen raja-arvo, kun 9-(a — 4)2 =0
elikun @ = 4. Funktio f on tillin

— 352 _ 12,2 2.2
f(x) — 5 3x _ 5 3x _ 5 3x

(6x—3a)” (6x—3-4) (6x—12)°

Maiidritetddn funktion f toispuoliset raja-arvot kohdassa 2.

<0
2
lim f(x)= lim =3 =
x—2- r=2- (6x—12)
=0
ja
<0
2
lim f(x)= lim —2=3% —
x—2+ x—2+ (6x—12)
[ ——
>0

Koska toispuoliset epdoleelliset raja-arvot kohdassa 2 ovat saman
merkkiset, niin funktiolla ' on kohdassa 2 epéoleellinen raja-arvo

—oo eli lim f(x) = —o0.

x—2
Vastaus
a)a=4, lim f(x)=—o0
x—2

b)a=4, lim f(x) =—o0
x—2



9.11

F(x) = —12x* + 4x3 +9x2 +%

a) Hahmotellaan funktion kuvaaja.

y

3 y=f(x)

Kuvaajan perusteella nayttdisi, ettd funktion suurin arvo on 3 ja ettd
funktiolla ei ole pieninti arvoa.

Perustellaan havainnot laskemalla.

Paatelladn funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.



Funktion f derivaattafunktio on f'(x) = —48x> +12x2 4+18x.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f(x)=0

—48x3 +12x2 +18x=0
1 .3
X = 2tal)c_Otalx—4

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on
polynomifunktio, ja siksi jatkuva. Sen merkki voi vaihtua vain
nollakohdissa x = —% tai x =0 ja x = % Péaitelldan
derivaattafunktion merkit testaamalla.

f(x) = —48x3 +12x% 4+ 18x 3
fl=1)=42>0 - R

fl(-0h~—-1,6<0 — flx + | — | +

@ AT N

70,1y ~1,9> 0 +
Fly=—18<0 -

max min max

Kulkukaavion perusteella funktion f suurin arvo saavutetaan

kohdassa —% tai kohdassa %

Lasketaan funktion arvot néissi kohdissa.

_1) 67
f( 2)_64N1,o47

f (%) =3 suurin



Funktion f suurin arvo on 3.

Madritetddn funktion f raja-arvo ddrettdmyydessa.

lim f(x) = lim [—12x% +4x3 +9x2 + 3| = —o0
X— 00 X— 00 64
Koska lim f(x) = —oo, niin funktio f'saa mielivaltaisen pienié arvoja,
X—00

jasillé ei ole pieninté arvoa.

b) Funktio f on jatkuva, joten se saa myds kaikki arvot suurimman ja
pienimmaén arvonsa vililtd. Siis funktion f arvojoukko on ]—o0,3].

Vastaus
a) suurin arvo 3, pienintd arvoa ei ole
b) arvojoukko ]—00,3]



9.12
F) = V100x2 +1

2x2 +1

a) Piirretddn funktion kuvaaja.

y

4 y:f(x)

8 6 4 20 2 4 6 8
-0.5

Kuvaajan perusteella ndyttéisi, ettd funktiolla on suurin arvo ja
ettd funktiolla ei ole pienintd arvoa.

Perustellaan havainnot laskemalla.
Paitelldan funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.

Funktion f derivaattafunktio on

8x- (25x2 - 12)

S0 =~ .
(2x2 + 1)2 J100x2 + 1




Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

/() =0
8x - (25x2 —12)

- (2x2 + 1)2 \J100x2 +1

x=0 tai x =

i—z\f

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva.
Sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa x =0 tai x = i2\5/§_

Piitellddn derivaattafunktion merkit testaamalla.

8x- (25x2 - 12)

S =~
(2x2 +1)2 J100x2 +1
f1(=2)=~1,2>0 +
=0 ~—6,4<0 —
£1(0,1) ~ 6,4 > 0 +
fl2)=-12<0 —
B 23
5 0 5
fl(x) + — + -

fx) A I T ™

min max min




Kulkukaavion perusteella funktion f suurin arvo saavutetaan

kohdassa —2\55 tai kohdassa 2\55 Lasketaan funktion arvot

néissi kohdissa.

7 7

o)5-

7

ENTEN

Funktion f* suurin arvo on % = 3% .

Lasketaan funktion arvo kohdassa 0.
f(0)=1

Maédritetddn funktion f raja-arvo dérettdmyydessd ja miinus-
ddrettomyydessa.

2
lim f(x)= lim MO 1 _ 4

X—00 X—00 2)62 +1
2
lim f(x)= lLm Y00"+1_,
X——00 X——00 2x2 —|—1

Koska lim f(x)=0<1 ja lim f(x)=0<1,niin funktiolla f

X— 00

ei ole pienintd arvoa.



b) Koska funktio f* on jatkuva, se saa kaikki arvot suurimman
arvonsa ja raja-arvon 0 viéliltd. Funktion f arvojoukko on

puoliavoin véli ]0, %] .

Vastaus

a) suurin arvo % (= 3%), pienintd arvoa ei ole

b) arvojoukko ]0,%]



9.13

_ x2—4
= P ey

Funktio f on médritelty, kun x-(x — 3)2 (x—2)=0 eli kun

x=0,x=2 jax=3.

a) Lasketaan rahja-arvo kohdassa —2.

lim XZ —2 4 _ (_2)2 _24
=2y (x=3)"(x=2) (=2)-(-2-3)7(-2-2)
_4-4
~ 200
=0

b) Lasketaan rahja-arvo kohdassa 0.

2 2
lim x2—4 _ 024

=0y (x=3(x=2) 0-(0-3)(0-2)

Koska osoittajan raja-arvo on —4 = 0 ja nimittdjan
raja-arvo on 0, niin funktiolla f* ei ole raja-arvoa kohdassa 0.

Lasketaan toispuoliset epédoleelliset raja-arvot kohdassa 0.



lim 3 = —00
=0 x (x=3)"-(x—2)

lim 3 =00
=0+ x (x=3)"(x—2)

Koska toispuoliset epdoleelliset raja-arvot kohdassa 0 ovat eri
merkkiset, niin funktiolla f* ei ole kohdassa 0 myoskédn epédoleellista

raja-arvoa.
Lasketaan rahja-arvo kohdassa 3.

x> —4 3?4
(3-37(0-2)

lim 3
)H3x-(x—3) (x—2)

=
=2
0

Koska osoittajan raja-arvo on —4 = 0 ja nimittdjan
raja-arvo on 0, niin funktiolla f* ei ole raja-arvoa kohdassa 0.

Lasketaan toispuoliset epéoleelliset raja-arvot kohdassa 0.
>0
. x2—4
lim : =00
=3 x o (x=3)"(x—2)
e S S S W —
>0 >0 >0

lim 3 =00
=3+ x (x=3)"-(x—2)




Koska toispuoliset epdoleelliset raja-arvot kohdassa 3 ovat saman
merkkiset, niin funktiolla f on kohdassa 3 epéoleellinen raja-arvo oo.

Vastaus
a) raja-arvo lim f(x) =10
x——2

b) ei raja-arvoa eiké epdoleellista raja-arvoa
¢) epdoleellinen raja-arvo lim f(x) = oo
x—3



9.14

_ 3x—x2
f (x) - X — 4
Funktio on médéritelty ja jatkuva, kun x —4 =0 elikun x = 4.
Paitellddn funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.

x> —8x+12

Funktion f derivaattafunktio on f'(x) = ( ) 5
x—4

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f(x)=0
X2 =8x+12
(x—4)

x=2tax=6

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva, joten sen
merkki voi vaihtua ainoastaan nollakohdissa x = 2 tai x = 6 tai funktion
epdjatkuvuuskohdassa x = 4. Péétellddn derivaattafunktion merkit
testaamalla.

2
f/(x):_x —8x+12

(x—4)°
£1(0) = —0,75 < 0 — z " S
eSS

£1(7)=-0,55<0 +



a) Tarkasteluvili on |4,c0].

Kulkukaavion perusteella funktion suurin arvo on

_3.6-6% _
f(6)—ﬁ—*9-

Lasketaan toispuoliset raja-arvot tarkasteluvilin péditepisteissa.

2
xgril+ f(x)= xhrilJr% = _T4 ei raja-arvoa
<0
2
lim f(x)= lim sX=*" _
x—4+ x—dt X—4
>0
2 _
lim f(x)= lim 3X=X" _ lim XB—x) _ lim 2—=X _3—00 _
X—00 X—00 x—4 X—00 X(l—i) x—>ool_i 1-0
x x

Kulkukaavion ja edellé laskettujen raja-arvojen epéoleellisten raja-
arvojen perusteella funktio f saa mielivaltaisen pienid arvoja
tarkasteluvalilla.

Koska funktio f on jatkuva, se saa kaikki arvot vililtd ]— oo,—9].



b) Tarkasteluvili on |— o00,4].

Kulkukaavion perusteella funktion pienin arvo on

_3.2-22
f@="5 ="

Lasketaan toispuoliset raja-arvot tarkasteluvilin paétepisteissa.

. . 3x—x2 -4 . .
lim = lim — —— el raja-arvoa
x—>4—f(X) x—4— x—4 0 /
<0
2
lim f(x)= lim 2X=%" — &
x—4— x—d— Xx—4
<0
. . 3x — x2 . 3—x 3—(—00)
lim x)= lim = lim = =00
xﬂfoof( ) X——00 x—4 xﬂfool_i 1-0

X
Kulkukaavion ja edellé laskettujen raja-arvojen epdoleellisten raja-
arvojen perusteella funktio f saa mielivaltaisen suuria arvoja
tarkasteluvélilla.

Koska funktio f on jatkuva, se saa kaikki arvot valiltd ]—1, oo].



¢) Tarkasteluvdlion ]—1,9].
Funktio ei ole médritelty tarkasteluvilin kohdassa x = 4.

a- ja b-kohtien perusteella funktion f

maksimiarvo on f(6)=-9,
minimiarvo on f(2)=—1,

ja toispuoleiset epdoleelliset raja-arvot ovat

lim f(x)=o00

x—4—

ja lim f(x)=—o0.
x—4+

Kulkukaavion perusteella jatkuva funktio f saa
valilld ]—1, 4[ kaikki arvot valiltd ]—1, oco[ ja
valilla 14, 9] kaikki arvot valiltd ]— oo, —9].

Vilillda 1—1,9[ funktio f saa kaikki arvot véleiltd ]—o00,—9] ja
[—1o0q[.

Vastaus

a) kaikki arvot valiltd | — co,—9]

b) kaikki arvot valiltd [—1,00[

¢) kaikki arvot vileiltd ]—o00,—9] ja [—1,00[



Graafinen havainnollistus:

25
20
15
10

10

20

N/



9.15
f(x)=+x*+3x —x, x>0

Ratkaistaan funktion f maédrittelyehto.

x2+3x>0 Ratkaistaan CAS-laskimella.
x<-3tai x>0

Derivoidaan funktio f kun x> 0.

e %-(2x—2\/x2 +3x +3)
Y Vx? +3x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f(x)=0
%-(2x—2\/x2 1 3x 43)
\x? +3x B

ei ratkaisuja

0

Havaitaan, ettd derivaatalla ei ole nollakohtia. Koska derivaattafunktio on
jatkuva, se ei vaihda merkkiéén missdé kohdassa. Koska esimerkiksi

Loa—2diz43143 |
2 = — > 0, niin derivaattafunktio on

JI2 431 4
positiivinen kaikilla x > 0. Funktio f on siis aidosti kasvava vililld x> 0.

f'my=

Funktion f pieninarvoon f(0)=+0%>+3-0—-0=0.



Madritetdén funktion f raja-arvo ddrettomyydessa.

lim f(x) = lim (vx2 +3x —x) = %

X— 00

Aidosti kasvava ja jatkuva funktio f saa kaikki arvot vililtd [0, é[ .

2

Vastaus

kaikki arvot vililta [0, %[

Graafinen tarkistus:

'




9.16

=2

Funktio f on médéritelty, kun x >0 ja Jx —2=0celi
kun x >0 jax=4.

Lasketaan funktion f raja-arvo kohdassa 4.

-5 _ 8-5 _3

lim ==
x~4f—2 Ja—2 0

Koska osoittajan raja-arvo on 3 = 0 ja nimittdjdn raja-arvo on 0, niin
funktiolla f* ei ole raja-arvoa kohdassa 0.

Lasketaan epéoleelliset toispuoleiset raja-arvot kohdassa 4.

>0
—tr—

lim f(x)= lim 2X=2

x—4— x—4—~/x —

=—00 ja

o

<0

>0
/——"—

2x —
lim X lim =00
()= lim 2E=3. oS

x—44

0

Koska toispuoliset epdoleelliset raja-arvot kohdassa 4 ovat eri merkkiset,
niin funktiolla f ei ole kohdassa 4 myd&skéén epéoleellista raja-arvoa.



Vastaus
Funktio f ei ole méiritelty kohdassa x =4.
Funktiolla f on tdssd kohdassa toispuoliset epéoleelliset

raja-arvot lim f(x)=o00 ja lim f(x)=—o0.
x—4— x—4+

Funktiolla f ei ole raja-arvoa, eikd epédoleellista raja-arvoa
kohdassa 4.



9.17

a)
1 ) 1 1
lim | F=dx= lim [2x 2 dx
s—0+ \/; s—0+
s s

|
L
— lim /22
s—0+s l
2

1
— lim /4Jx
s—0+s

lim (431 —4s)

s—0+
—4-0
=4



b)

1 1
. 2 . 3
Iim | % dx= lim | 2x° dx

s—0+ s—0+
S
1
= lim /Lx*2
s—0+s5 —
b
s—0+s X
. 1 1
= lim |[—= —(——
s~>0+[ 12 Sz)]
. 1 1
= lim |—=5 4+ —-
s%0+[ 12 SZ]
=—-1+00
=00

Vastaus
a)4
b) ei raja-arvoa, epédoleellinen raja-arvo oo



9.18

_4dx
S = x2 +1

Koska x? +1>0 aina, funktio f on méritelty kaikilla x.

Derivoidaan funktio f.

£ = D4x-(x* +1)—4x-D(x% +1)
(x2 +1)2
4-(x?+1)—4x-2x
(x2 +1)2
_ 4x% + 4 —8x?
(x2 +1)2
_ —4x2+4
(x2 +1)2

Paitelladn funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'x)=0
—4x> +4 _
(x2 +1)2
—4x? +4=0

(2 +1? (=0)

—4x? = -4 :(—4)
x2 =1

x=—1 tai x=1

Derivaatan nollakohdat ovat x =—1 ja x=1.



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva. Sen
merkki voi vaihtua vain nollakohdissa —1 ja 1.
Padtellddn derivaattafunktion merkit testaamalla.

/ —4x> +4
f()_(x2+1)2 _1 1
f’(—2) =-0,48<0 — f/(x) — T —
S'(©=4>0 + S N l/uix max

f/2)=-0,48<0 -

Lasketaan funktio f raja-arvo ddrettomyydessd ja miinus-darettomyydessi
seka funktion arvo minimikohdassa —1 ja maksimikohdassa 1.

2 4 4
i m A g%y 0__o
Iim f(x)= lim = lim = = =
Hoof() xmoox? +1 xmoo 24 Ly wmeop L 140
2 2
2 4 4
lim x)= lim = llim —&—= 1lim = =
xﬂ—oof( ) X——00 x2 +1 X——00 x2(1+L) XH*OOI_*_L 1+0
x2 x2
4.-(=1
1= — _
JED (=2 +1
4.1
f=-1=2

12 +1



Koska —2 < 0 < 2, niin kulkukaavion ja raja-arvojen perusteella funktio f
saa suurimman arvonsa kohdassa 1 ja pienimmén arvonsa kohdassa —1.

Koska f on jatkuva, se saa kaikki arvot suurimman ja pienimmén arvonsa
valistd. Siis funktion f arvojoukko on suljettu vili [-2, 2]

Vastaus
-2, 2]



9.19

_ x?+3
f(x)_ xx_l

Funktio f" on médritelty, kun x —1=0 elikun x =1.

Derivoidaan funktio f CAS-laskimella.

2
()= X" = 2x—3
O T
Piételladn funktion kulku derivaattafunktion merkkien avulla.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'x)=0
x2—2x—3 . .
R e - Ratkaistaan CAS-laskimella.
(x—1)2
x=-1tai x=3
Derivaatan nollakohdat ovat x = —1 ja x =3.

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva. Sen
merkki voi vaihtua vain nollakohdissa —1 ja 3 sekd kohdassa 1, jossa
funktio ei ole méiritelty. Paétellddn derivaattafunktion merkit testaamalla.

/  x2-2x-3
S(x) el . | .
f(=2)~0,56>0 + i)+ | = T ¥
f,(O) =—3<0 B /) 2 hai ci\n cé‘l min
fl(2)=-3<0 -

fl(4)~0,56>0 +

Lasketaan CAS-laskimella funktion f raja-arvo dérettomyydessé ja
miinus-ddrettdmyydessé sekd funktion arvo minimikohdassa 3 ja



maksimikohdassa —1. Lasketaan myds toispuoliset raja-arvot kohdassa 1.

2
lim f(x)= lim *F3 - o

xX——00 x—-o00 X—1

2
lim f(x)= lim ¥~ T3 —
X—00 x—oo X — 1

2
lim f(x)= lim * 13 -
x—1— x—l- x—1

lim f(x)= lim x2+3 =0

x—1+ x—l1+ x—1
2
f(=1)= % ]

f3) = +3 —6

Kulkukaavion perusteella jatkuva funktio f saa vililld x <1 kaikki arvot
vililtd ]—oo, —2] javililld x> 1 kaikki arvot véliltd [6, ool .

Vastaus
kaikki arvot valeiltd ]—oo, —2] ja [6, oo



9.20

a) Todistetaan viite laskemalla funktion f(x) =+/x%> +1 —x raja-arvo
ddrettomyydessa.

VX2 +14x) 3
lim f(x)= lim (Vx> +1—x)= lim NxT+lox
F¥roo X—00 X—00 1
i P FLEOE L) (412
X—00 \/x2_|_1+x X—00 \/x2+1+x
X—00 x2 +1+x X—00 xz +1+x
= lim 1
X—00 x2(1+%)+x
X
= hm%“x‘:x, kunx > 0
xHOOx\/E—‘I_x
X
= lim ——31 = lim 1
x_mx\/E—i-x T 1+L2+1)
X

Viite lim f(x) =0 on niin todistettu.
X—00



b) Tutkitaan epiyhtilod 0 < f(x) <1073,
Muodostetaan funktion f kulkukaavio. Derivoidaan f CAS-laskimella.

|2
f/(x):x X +1
x2 +1

Ratkaistaan derivaattafubktion nollakohdat CAS-laskimella.

[l =0
x4l
Vx?2 +1

ei ratkaisuja

Derivaattafunktio on jatkuva ja mééritelty kaikilla x, joten se ei vaihda
merkkidddn missddn. Koska esimerkiksi

_Jo2
f(0) = 0=NOT+1 _ —1< 0, derivaattafunktio on negatiifinen
V0% +1
kaikilla x ja siten funktio f on aidosti vihenevé. Koska a-kohdan

mukaan lim f(x) = 0, funktio f ei koskaa saa arvoa nolla eika
X—00

negatiivisia arvoa. Funktio f saa siis vain positiivisia arvoja.

Tarkasteltavan epiyhtilén 0 < f(x) <1073 vasen puoli on siis tosi
kaikilla x.

Ratkaistaan epéyhtild f(x) < 1073 CAS-laskimella.

f(x) <1073
a2 +1-x<1073
x > 499,9995

Voidaan siis valita esimerkiksi % = 500.



¢) b-kohdan mukaan funktio f ei saa arvoja véliltd ]— 00,0].

Vastaus
b) esimerkiksi 4 = 500
¢) Funktio f ei saa arvoja véliltd ]— 00,0].



9.21

f(x):%,misséi c=0,d=0 jaad =bc

Funktio f on médéritelty, kun cx+d =0 elikun x = —% .

Derivoidaan funktio f.

() = Dl +b)-(ex+d) — (ax+b)- D(ex +d)

cx +d
_a-(ex+d)—(ax+Db)-c
(cx +d)?

_acx +ad — acx — be
- (cx + d)?
:7ad—bcz ‘ad:bc

(ex+4d)
_ _bc—bc
 (ex+d)?

=0, kun xi—i
c

Koska funktion f derivaattafunktion arvo on nolla koko
médrittelyjoukossa, funktion f arvo on vakio. Siis funktio " on
madrittelyjoukossaan vakiofunktio. [



Merkitédén funktion saamaa vakioarvoa kirjaimella p. Tillin myos
lim f(x) = p. Lasketaan funktion f raja-arvo dérettomyydessa ja

X— 00

ratkaistaan p.

. _ _ax+b

len;o S0 = xlingc ex+d
x(a+ b
= lim c)lc
xX—00 a.
x(c+ x)

' a—l—%
= lim p

x—=00 g @

Siis p= % ja funktio f saa vakioarvon % koko méadrittyelyjoukossaan.

Vastaus

Vakioarvo on 4 .
c
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