a)
(x
lim —4X lim — 4
x—o0l—2x X—00 l 2
X
4
0—-2
_ 4
-2
=-2
b)
7
(x 3x ——
. 3x2 —7 . X
lim =—=—*~ lim
x——00 OX X——00 6
_——=0
6
= —00
Vastaus
a) —2

b) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo —oo



a)
3
2 ( 8=
lim 3%~ —3x lim — X
X—00 4x2 -5 X—00 4 i
¥2
_8-0
4—-0
_ 8
4
=2
b)
2
2 (Xz 5 + -
lim X F2X — iy X
X——00 X X——00
_5+ 0
1
_5
1
=5
Vastaus
a)?2

b) 5




a)
3 2
lim (5x3 — x2) = lim |x3.[2% _ X~
x—>oc( ) x—>oo[ x3 x3
= lim [x3 -(5—1)]
X— 00
=00-(5-0)
=00
b)
lim —X— = lim X
el L]
2
b
= lim X
X—00 x2 [1+i2]
X
= lim ——=&——
X—00 4
x| 1+—]
1+
- lim — X
X
— lim ——
X—00 4
[”x—z]
_ 1
(1+0)
=1
Vastaus

a) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo oo
b) 1

M =x, kun x >0



8.4

a)
lim (9x—
x_}_oo<x xs): lim x5-9— x>
X——00 XS _XS]]
— Iim [x5. ]2
x%oo[ (x4_1]
=—00-(0—-1)

=—c0:(=1)



b)
x-(6—l—%)

. 6x+1 .
lim ——"—— = lim —————"
Xx==00,/9x2 47 x—o-00 |, 7
x99+ —
X
x-(6+l)
- lim — X M:—x, kun x <0
X——00 7
"l [9+—2]
X
x-(6+l)
. X
= lim ——=2—
xﬂfoo_x' [9+l2]
X
6+
= lim ———2*
X——00 7
—lo+-L
[ xz]
__ 640
—/9+0
6
-3
=2
Vastaus

a) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo oo
b) —2



a)
P
. (5) Koska 0 < S < 1, lausekkeen el
lim 3 6 6
e arvo lahestyy lukua 0, kun x kasvaa rajatta
=0
b)
PO L
lim 3~ =8 _ jjm 2*__2°
X—00 ZX X—00 2
2x
3y _ 8
= lim (—) -
X—00 2 2X
=o00—0
=00
Vastaus
a)0

b) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo oo



a)
lim L =1
x—o00 7% 0
=0
b)
7 7 2x
. 7\ Koska - > 1, lausekkeen (-
lim 3 3 3
e arvo lahestyy lukua 0, kun x pienence rajatta
=0
Vastaus
a)0

b) 0



8.7

a)
1
lim x3 = lim x
X— 00 X— 00
=0
b)
@x 8~
X
A x
lim = lim
X—00 2%/; X— 00 2
_8-0
2
_8
2
=4
Vastaus

a) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo oo
b) 4



8.8

a)
lim (7ﬂ/§): lim [Vx |- —1
X— 00 X— 00 \/;
=o00-(0—1)
= —00
b)
J5
X 1__
NN N
lim = lim
X—00 2\/; X—00 2
_1-0
2
_ 1
2
Vastaus

a) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo —oo
1
b) 3



8.9

a)
lim (e¥ —999) = 0o — 999
X— 00
=00
b)
lim (999¢* + x) = 999-0 4 (—o0)
=0—o00
= —00
c)
lim (e*x - 999) =0-999
X— 00
— 999
Vastaus

a) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo oo
b) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo —oo
¢) —999



8.10

a)
(x?
. . 6x2 —9x
lim f(x)= lim —-————=~
x—>ocf( ) x—o00 2x2 +9

. 6x% —9x
lim = lim
x—>—oof(X) X——00 2x2 +9
)
= lim X
X——00 9
2+ x_2
6—0



b)

: . 2x3 7
lim f(x)= lim =——
x—>oof( ) x—00 5x2 +2
2L
. 2
= lim g
_o0—0
540
=0
(?
. 2% 7
lim x)= lim =——~=
x—»—oof( ) x——o00 5x2 +2
2y — L
. 2
= lim )26
X—==00 5§ &£
2
_—00—0
5+0
=—00
Vastaus
a) lim f(x)=3 ja Ilim f(x)=3
X—0Q0 X——00
b) lim f(x)= oo, funktion arvot kasvavat rajatta, kun muuttuja
X— 00

kasvaa rajatta;

lim f(x) = —oo, funktion arvot pienenevit rajatta, kun muuttuja
X——0Q

pienenee rajatta



8.11

a)
2
2 (x2 4__
lim P =2Y 0 _ iy :
x—o0 9x< + 3x x—=009g 1 2
X
_4-0
94+0
_4
9
b)
3, .4f
lim 2X +X lim -2t
x——o00 4x3 — x? Xx——00 4 1
X
_2—-
4-0
= —00
Vastaus
4
a) 9

b) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo —oo



8.12

a)
lim (2x3 —5x%)= lim [x4(2—5)]
X——00 xX——00 X
=00-(0-5)
= —00
b)
x s— 2
5 -3 Jx
lim = lim
X—00 \/;—}—3 X—00 1_|_i
Jx
_5-0
1+0
=5
Vastaus

a) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo —oo
b) 5



8.13

a)
lim (=3")= lim (———)

X——00 x——o00 3%

b)

Vastaus
a)0 b) 4



8.14
a)

X— 00

lim (v - x) = lim |x

X— 00

= lim |x
X—00

= lim |x

X— 00

= lim |x
X— 00

:oo-(O—

=—00

_
=g
|
i
N~———
=



b)

8 x2[1+l]
x +2 o . xz
lim = lim
X—== 002\/)6 —3x +7 xﬂ*ooz x2(1_i)+7
X
8/ x2 1—i—i
= lim
xX—— 002/ ’ +7
=
S‘X‘ 1+—2
= lim — Y X%
T 1-2 47
X
8 /142
= lim X

_x—>—002 1_2_’_1
Vooox [y

8140

271—0+0

_8
2
4
Vastaus

a) ei raja-arvoa, epdoleellinen raja-arvo —oo
b) 4



a) lim f(x)= lim [(é)x —5] —0-5=-5

b) lim f(x)= lim [(;)X—s]:oo—szoo

Vastaus

a)—5 b)w



8.16

i (5] (45 3] =t (4 -9 5 -3

X—00 X—00
= lim (-9 -3)
X— 00
= lim (—12)
X—00

-9-3
—12

Vastaus
-12



8.17

Funktio f on médritelty, kun x2 —1>0.
Sievennetidédn aluksi funktion lauseke.

f(x)= x(\/xz 32 _1)(M+m

\/x2+3 —\/xz—l)(\/x2+3 +\/x2—1)

X

x2 43 +4x2 -1

N O R e

o3

x24+3-(x* -1

3 1
x| 1+x—2+\x\ 1—x—2
o X2 43-x 41
3 1
%w+;+$—yﬂ
X 4




a)

lim f(x)

X——00

4

= lim (&

X——00 ‘X‘ \/

R

4

= lim (-1-

X——00 \/

4
JI+0 +41-0
4
ST
;4
2

+\/—

1

2

‘kunx—>—oo,x —

x
g

kunx <0, = =



b)

4

)

lim f(x)
X——00
= lim (-
X—00 ‘x‘ \/1+i
X

4

1
2 +\/1_x_2

= lim (I-

x——00 \/1+%+
X

. 4
V140 ++1-0

_ 4
1+1

_4
2

=2

Vastaus

a) —2
b) 2

1
1__
\/ x?

)

‘kunx—>oo, x2—-1>0

X X

kun x > 0, =
X




8.18

a) Funktion cosx arvojoukko on [— 1, 1].

Toisaalta funktio cosx saa kaikki arvot valiltd [— 1, 1}

jokaisella 2m -pituisella reaalilukuviélilla.

Tapa 1

Koska kosinifunktion kerroin pienenee x.n kasvaessa, niin funktio
X

LOSX  saa jokaisella 2m-pituisella vélilld aina itseisarvoltaan pienempii

arvoja, kuin edelliselld 2n-pituisella vélilla.

COS X

Siis kun x kasvaa rajatta, niin funktion arvot lahestyvit nollaa.

Tapa 2
Raja-arvo voidaan laskea my0s suoraan.

Tutkitaan funktion f itseisarvoa.

L_ 0, niin

COS X
X X

< lim

Koska lim ‘ f (x)‘ = lim
X—00 X—00 X—00

lim f(x)= lim %:0.

X— 00 X—00



b) Funktion cosx arvojoukko on [— 1, 1] . Toisaalta funktio cosx saa

kaikki arvot véliltd [—1, l] jokaisella 2m -pituisella reaalilukuviélilla.

Koska kosinifunktion kerroin x° kasvaa rajatta, niin funktio x> cosx
saa jokaisella 2w-pituisella vélilld aina suurempia ja pienempié arvoja,
kuin edelliselld 2m-pituisella vélilla.

Kun x kasvaa rajatta, niin funktio x?cosx saa mielivaltaisen suuria ja

mielivaltaisen pienid arvoja. Siis funktiolla f ei ole raja-arvoa eikd
epdoleellista raja-arvoa ddrettdomyydessa.

Koska cosx saa kaikki arvot valiltd [— 1, 1] jokaisella 2m -pituisella

reaalilukuvililld, niin —x? < xZcosx < x2. Siis funktion f arvot

heilahtelevat kiyrien y = —x% ja y = x? vilissi.
Ay y = x’casx /ﬂ
/|
= 2
1666 Y “
X
yi=-x¢ “
NI

Vastaus
a) lim f(x)=0
X—00
b) ei raja-arvoa, eikd epdoleellista raja-arvoa,

2

arvot heilahtelevat kiilyrien y = x? ja y = —x? vilissi



8.19

a) f(x)= 9;123)6 = x49—2 -sin6x

Tutkitaan funktion f itseisarvoa.

9
x+2

9
x+2

< lim

X— 00

-sin6x

Koska lim ‘f(x)‘ = lim -1|=0, niin
X— 00 X—00

my6s lim f(x)=0.

X—00



b) /(x) = xesinx

Sinifunktion arvojoukko on [-1, 1].

Funktiolle f pitee lim f(x) = lim xes™* > lim xe~
X—00 X—00 X—00

I'= o0, joten

funktiolla 1" ei ole raja-arvoa ddrettomyydessé.

sin x saa kaikki arvot valiltd [-1, 1] jokaisella 2m-pituisella vélilla.
Télloin

f(x)=xe"* <xel =ex ja f(x)=xes"* >ye ! = %x , joten

funktion f arvot heilahtelevat suorien y =ex ja y = %x vilissa.

Néin funktiolla f ei ole edes epdoleellista raja-arvoa dérettomyydessa.

AY },:X.Esinx

y|=ex

Wy
Y

N

lae}
Y

/]
/ |
TAVIIYR o v )

Vastaus
a)0
b) ei raja-arvoa, eikd epdoleellista raja-arvoa,

arvot heilahtelevat suorien y =ex ja y = %x vilissa.



8.20

X
Tiedetddn, ettd lim (1 + )lc) =e.

X— 00

a)
1 —X
lim (1 + )
X—00 X
X
— lim (1+1)
X—00 X

[l
=
o
+
= |
=




1 X
i (1L
Jim 145
1
) 1 2x )2
= Jim (1) ]
1 2x )2
=| lim (H——) ‘kun X — 00, niin 2x — 00
X—00 2x
1
1 2x )2
=| lim (l—i—) ] ‘Merkitéiéin 2x =1t.
2Xx—00 2x
1
1\ |?
=| lim (l—i—)
t—00

Vastaus
1

a) .

b) e2

c)\/g



8.21

Lasketaan raja-arvo ja osoitetaan, ettd Lim [vx2 +1 —x) =0.

X—»a0

S (x*+1+x (\/x2+1—x)(\/x2+l+x)
x —x

= lim
X—00 x2+1+x

_ pim (2D o
x=00 [x2 41 +x
_ lim 22 El=x?
x—=00 \[x2 +1 +x
= lim !
x=00 \[x2 41 +x
=0

lim

X—00




On vield madritettdva jokin sellainen luku /4, ettd

0<+x2+1—-x<10"3 ,kun x> h.

Kun x>0, niin yx2+1>+x2 = ‘x‘ = x, joten kaksoisepayhtdlon
vasen puoli on aina tosi, kun x > 0.

Ratkaistaan kaksoisepayhtilon oikea puoli x> +1 —x <1073 CAS-
laskimella, jolloin saadaan

999 999
2000~ 499,9995 .
Luvun / on siis taytettdva ehto /7 > % =499,9995.

Valitaan esimerkiksi 2 = 500.

Vastaus

Esimerkiksi 4 = 500



8.22

Merkitddn y, = ln(l—l—ex) ja yy=x.

Lasketaan y-koordinaattien erotus

X

yl—y2:1n(1+ex)—x ‘lene.
zln(1+ex)—lnex

nlte’

ex

i
ex

ex

1+1]
ex

=In

=1In

Lasketaan y-koordinaattien erotuksen raja-arvo, kun x kasvaa rajatta.

lim (y — y,) = lim ln[1+1] —In(0+1)=Inl=0
X—00 e’

X— 00

Koska y-koordinaattien erotus l&dhestyy nollaa, kun x kasvaa rajatta, niin
kayrd y = ln(l + e ) lahestyy rajatta suoraa y =x. [



8.23

a) Esimerkiksi

lim (x—x)= lim 0=0

X— 00 X—00

lim (2x—x): lim x=00 ja

X— 00 X— 00
lim (x — 2x) = lim (—x) = —00
X— 00 X—00

b) Esimerkiksi

lim (l-x): lim1=1

x—oo\ X X—00

x—oo\ X X—00

lim |-L - x 1

XHOO[XZ ] x—o00 X

lim (1-x2): lim x = co

= lim —==0

ja
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