11.1

a) Jaetaan tutkittava integraali kahteen osaan kohdassa 0.
o0 0 00
[2de= [2dr+ [2dx
—00 —00 0

_}2M:rgmm}2®

0
= lim /2x

r——oor

= lim (2-0-2r)

0 (—o0)

=0

0
(Vastaavasti myo0s f 2 dx = oo, mutta tdmén voi jattia tutkimatta,
—0Q0
koska jo vasen puoli hajaantuu.)

0
Koska epéoleellinen integraali f 2 dx hajaantuu, myds epéoleellinen

—00

[o.¢]
integraali f 2 dx hajaantuu.

—0oQ



b) Jaetaan tutkittava integraali kahteen osaan kohdassa O.

[ee) 0 o0
[ lfdr= [ |xfdx+ [xlax
—00 —00 0

0
Sl ax
o M =—x,kun x <0
0

= [ —xdr

—0o0

0
= fim [

0 1 )
= lim /(—— )
romor 27

= lim (—%.02 +1r2)

7——00 2

:O—i—%-oo:oo

o0
(Vastaavasti my0os f ‘x‘ dxr=00.)
0
0

Koska epéoleellinen integraali f ‘x‘ dx hajaantuu, myds epéoleellinen

—00

o0
integraali f ‘x‘ dx hajaantuu.

—00

Vastaus
a) integraali hajaantuu
b) integraali hajaantuu



11.2

a)
0 0
T dx= 1 — dx
Je lim_fe
—00 t
0
= lim /—e™
t——0o0t

= lim (—e0—<—e*’))

t——00

X

= lim (—e0+e*’)

t——00
=—1l+0o0

=0

Integraali hajaantuu.

b)

00 t
{e‘x dx:tlit(r)lo{e_xdx

t
= lim /—e™*
t—o00

= lim (e~ ("))

= lim (—e_t —|—e0>

t—00
=0+1
=1



00 0 00
) fe_xdx:fe_xdx+fe_xdx
—00 —00 0

0
Koska epéoleellinen integraali f e~ * dx hajaantuu a) -kohdan
—00
oo

perusteella, myds epdoleellinen integraali f e ¥ dx hajaantuu.

—0o0

Vastaus

a) integraali hajaantuu
b) 1

¢) integraali hajaantuu



11.3

a) Funktio f(x) = <= on méaritelty, kun x=0 .
J}
Funktio saa negatiivisia arvoja y
kun x <0. !
3
Jaetaan tutkittava integraali 2 L
kahteen osaan kohdassa 0. 1
4 3 =2 -10 1 2 3 4 .

0 r

—f31 dx = — lim %dle

X r—0— X 2

—1 —1

ja

l 3

—— dx= lim | = dx=

f t—0+ \/_

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

j

e
4

+

_6_
_2_3

N[N}
oW



b) Funktio f(x)= % on madritelty ja jatkuva, kun x = 0.

Funktio saa negatiivisia arvoja
kun x <0.

Jaetaan tutkittava integraali 1
kahteen osaan kohdassa 0.




¢) Funktio f(x)= % on médritelty ja jatkuva, kun x =0 .
X

Funktio saa negatiivisia y
arvoja kun x < 0. 4

Jaetaan tutkittava integraali
kahteen osaan kohdassa 0. !

X X
-1
0 r
1 _ 1 _
—f—3dx——11m —3dx—oo
71)6 r—>07 X
ja




Vastaus

a) 3

b) dédrettdmén suuri
¢) ddrettdbman suuri



11.4

. 1 1 o .
Funktio f(x)= + on médritelty, kun x+1>0 ja
s Nx+1  l—x

I1—x>0 elikun x> —1 ja x <1. Tarkasteluvilini on siis avoin véli
—1l<x<1.

=
(»]

]/

Funktio saa vain positiivisia arvoja, joten kysytyn alueen pinta-ala on

A:] xl I —

_1 +1 J1—x

Kyseessé on epdoleellinen integraali, koska funktio f ei ole miaritelty
tarkasteluvélin paitepisteissd. Jactaan integraali osiin kohdassa x = 0.

1 0 1
1 1 1 1 1 1
A= + dx = + dx + + dx
‘[;\/x—i—l V1—x ‘[;\/x—l—l V1—x ‘Of\/x—I—l V1—x



0
1 1
+ dx
‘/;\/x-l-l VI—x

0 1 1
= [G+) T +(1-0) 2dv
—1

r——

0 1 N
= lim f(x—i-l) 2 +(1—x) 2dx
1

p

0 1 1
= lim [ 14D 2 (=D (1-x 2de

r——1 -~ — —— -
ros'(x)  u(s(x) s (x) u(s(x)

0 1 1
= lim /2(x+1)2 —2(1—x)2dx
TGy T Ueo)

r——1

= lim [2-(0+1)%—2‘(1—0)%]—[2-(%1)%—2-(1—r)%

1
:0—(0—2.25)
=22



1
1 1
+ dx
{Jx—i—l Vvi—x
! 1 1
:f(x+1) 2 +(1—x) 2dx
0

y -1 L
=lim [(r+1) 2 +(1-x) 2dv
t—
0

t 1 L
—lim /2(x +1)2 —2(1— x)2 dx
t—1 0

:lirr}[Z-(l—l—l)%—2'(1—1)%]—[2-(1?—1—1)%—2-(1—t)%
t—
1

=2.22 _0

=22

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin pinta-ala on



1
1
A= + dx
_f1\/x+1 J1—x

0 1
1 1 1 1
= + dx + + dx
£\/x+1 V1—x {Vx—i—l VI—x
=2V2 + 242
=42

Vastaus

42



11.5

_4x

a) Funktio (x2 +1)2

on maédritelty koko reaalilukujen joukossa.

Jaetaan tutkittava epdoleellinen integraali kahteen osaan kohdassa O.

00 0 00
47xdx: 7dx+ de
PSS (x2+1>2 (x —i—l) <x2+1)2
| 4
2 dx= 1
e m S

-2 2 (x2 +1) o

- N
r s'(x) u(s(x))

~ lim 2(/)—(x2+1)*1
r—e—00 re—~

U(s(x))

0o 1
= lim 2/-—
ro—oo r x%+1

. 1 1
= lim 2|-— —|—
H_oo[ 02 +1 [ r2+1]]
=2(-1-0)
=2




=2
Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

o0
_ A e=—242=0.
_oc(xz—i-l>2



3x
x° +

b) Funktio on médritelty koko reaalilukujen joukossa.

Jaetaan tutkittava integraali kahteen osaan kohdassa 0.

[e%S) 0 o0

focx23i2dx:£0x23i2dx+~ofx23i2dx

0 0
3x . 3x
—=—dx= lim —=dx
f x2 42 r—>—ocfx2+2
o r
0
= lim 2 [—2%

= lim /1n\ 2+2\

r——o0 2

= rgmmj(ln‘oz + 2‘ (ln‘r2 + 2‘))

= > (In[2[ — oc)

3

= —00
0

Koska epéoleellinen integraali f 3 gy hajaantuu, myds
x2 42

o0

epdoleellinen integraali f 23x
X

5 dx hajaantuu.

Vastaus
a)0
b) integraali hajaantuu



11.6

Kaapo ei jakanut integraalia kahteen osaan ja kiytti sekd ylé- ettd
alarajalla samaa muuttujaa z.

Kaapon korjattu ratkaisu:

00 0 00

f 4x3dx = f 4x3dx+f4x3dx
oo —0 0

o0 t
f 4x3dx = lim [4x3dx
0

t—00

t
= lim /x*
t—000

= lim (+* — 0%)
t—00

= lim ¢*
t—00

= OO4

=00
o.¢]
Koska epioleellinen integraali f 4x3 dx hajaantuu, niin myds
0

o
integraali f 3x2dx hajaantuu.

—00



11.7

(@)

—|
11N

N

8 6 -4 -2 1:

1

Funktio f saa vain positiivisia arvoja, joten kysytty pinta-ala

Funktio f(x)= on médritelty, kun x = 0.

1
A:ff(x)dx.
-8

Koska f* ei ole médritelty integroimisvilin kohdassa 0, kyseesséd on
epéoleellinen integraali.

Jaetaan integraali kahteen osaan.

1 0

1

1 1 1
A= dx = dx + dx
—83"2 —83x2 {3x2




1 1
1 . 1
dx = lim dx
»([.3/)62 t—>0+kt[,3/x2

1
— lim 3/3/x

t—0+ ¢

= 1im 3(31 = 3r)

t—0+
—3(1-0)
=3

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

3x2

1
A:fl dx=6+3=09.
—8

Vastaus
9



11.8

1.5

-2 -1 0 1 2

-1.5

3
Funktio f(x)= 2164 on madritelty koko reaalilukujen joukossa.
e

Kysytty pinta-ala 4 = f ‘ f (x)‘ dx.

—00
Funktio f saa negatiivisia arvoja kun x < 0 ja positiivisia arvoja kun
x > 0. Jaetaan integraali kahteen osaan kohdassa 0.

o)

2x3 I 23 y 23 | 23 7 23
a= [ = de= [ = dx+fex4 dx:f—ex4 dx+fex4 dx
—o00 —00 0 —00 0

<0 >0



Lasketaan epioleelliset integraalit erikseen CAS-laskimella.

}_iff“ ,Emocf 2 ar = 2
—00

t—00

o0
fx dx—hmfzx dx =
0

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

o0
_ 2x3
= o
—0o0

=

_1
_2+

Vastaus
1



11.9

3
+ x2

Funktio f(x)= on médritelty kaikkilla x.

Pyorahdyskappaleen tilavuus on

00 o] 2
V:ﬂf(f(x))zdx:ﬂf[lfxz] dr

Jaetaan epdoleellinen integraali kahteen osaan kohdassa x = 0.

o[

0

S




Lasketaan integraalin osat erikseen CAS-laskimella.

' T3 P or
= lim dx =21
ﬂfoc[1+x ] Hooﬁjr‘{1+x2] 4

N 3 V. on?
dx=1i dx =
1T[[14—x2J tiToﬁ{[l+x2] 4

Koska molemmat integraalit suppenevat, niin

Vastaus

92
2



11.10

Funktio f(x)=e ¥ on miiritelty kaikilla x:n arvoilla. Funktio f saa

vain positiivisia arvoja, joten funktion kuvaajan ja x-akselin rajaaman
alueen pinta-ala on

o0

A= fe_"‘| dx.

—0o0
Jaetaan integraali kahteen osaan kohdassa 0.

o0

A:fe_mdx
—0Q
0 00
=—x, kun x <0
R N
e e
f [ |x|=x, kun x >0

= } e~ (%) dx + Tex dx
Zeo 0

0 00
= [evdx+ [e dx
—0 0



Lasketaan integraalit erikseen.

0 0 0
fexdx: lim fexdx: lim /e* = lim (e —e")=1-e>®=1-0
F——00 r——0Qr r——00
NS -

] t ¢
fe*x dr = lim fe*x dr= lim /—e™* = lim (e~ — (—e)) = —e~>° = 0 — (1
0 0 t—o00 t—00

Koska molemmat integraalit suppenevat, niin pinta-ala on

A=14+1=2.

Vastaus
2



Lasketaan epioleelliset integraalit erikseen CAS-laskimella.

}_iff“ ,Emocf 2 ar = 2
—00

t—00

o0
fx dx—hmfzx dx =
0

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

o0
_ 2x3
= o
—0o0

=

_1
_2+

Vastaus
1



11.11

a) Funktio ﬁ on madritelty koko reaalilukujen joukossa.
X
Jaetaan tutkittava integraali kahteen osaan kohdassa 0.

[ee) 0 00

f4x +1 _f4x2x+1 dx—i—f“x%“dx
—0 0

0 0

_foc4x2x+1 dx:rgmoo[4x2x+l dx

0

:%- lim /ln‘4x +1‘
r——00r
:%-rgmoo(ln‘l‘ ln‘4r +1‘)
:—%-’Emooln‘mf —I—l‘

— Lo

= —00

0
Koska epéoleellinen integraali f

4x2x—|—1 dx hajaantuu, myos

oo

epéoleellinen integraali f ﬁ dx hajaantuu.
X



b) Funktio <x)2 on médritelty koko reaalilukujen joukossa.
x2 +1

Jaetaan tutkittava integraali kahteen osaan kohdassa O.

[eS) 0 o0

_oc(x —i—l) _oc(x —i—l) 0 (x —i—l)
0

f X = lim f

J o T 2+1

. lim f 2x(x? +1) dx

1
2

0 1
- lim /—(x2+1)

r——oor

—_1 lim /

2 oorx -I—l

1 1 1
=——- lim
2 e 00[02+1 I"2+1]

| —

:_%.(1_0)

1
2



t
— L fim 1

2 1—000 x2 +1

[T 1 1
=——- lim —
2 t—»oo[tz—i-l 02+1]

3o}

1_
2—0

Vastaus

a) integraali hajaantuu
b) 0



11.12

gy
7
6
5
4
3
=
3 2 -10
-1
Funktio f(x)= S S maédritelty, kun x = 1. Kdyré ja x-akseli
Y1y
rajaavat kysytyn pinta-alan vélilld [0,2]. Funktio f saa vain positiivisia
2
arvoja, joten kysytty pinta-ala 4 = f f(x) dx. Koska f ei ole miéritelty
0

integroimisvilin kohdassa 1, kyseessd on epdoleellinen integraali.
Jaetaan integraali kahteen osaan kohdassa 1.

2

S S B S S
0 Y(x—1)? { Jx—17? ‘lf Yx—1)?

A=



Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

_2 2
A_{de

Vastaus
12

=6+6=12



11.13

Funktio

(0, ]

1 1

S = Jx+3 _\/3—)(,‘

SN W B

on maédritelty, kun \

Y x

. \
x+3>0 elikun x> -3 B b BYE
ja
3—x>0 elikun x <3.

Tarkasteluvalind on siis
avoinvali —3 < x < 3.

g H» W N -

Kysytyn alueen pinta-ala on
3
a= |
-3

Kyseessé on epdoleellinen integraali, koska funktio f ei ole miaritelty
tarkasteluvélin péadtepisteissa.

dx.

11
Jx+3  J3—x

Funktio saa positiivisia arvoja, kun x < 3 ja negatiivisia arvoja, kun x > 3.
Jaetaan integraali kahteen osaan kohdassa 0.

3
=
-3

dx

|
Jx+3  B—x

_ ' 1 1 y 1 1
_Lﬁﬁﬁ_ii?w+{{$ﬁ?_ﬁiﬂﬁ'

0 3
:j‘ | dx—f | dx
73\/x+3 N3—x 0 Jx+3 J3—x



} | dx
_3\/x+3 N3—x

= lim

} 11 4
ro=30 Nx+3 N3-x

r——

0 1 1
— lim f(x+3) 2 —(3—x) 2dv
3
g

0 B 1

= lim [ 1 - (x+3) 24+(=1)-B—x) 2dx
r—-—3 -~ — — 7
ros'(x)  u(s(x) sS'(x) u(s(x)

0 1 1
— lim /2(x+3)2 +23—x)2 dx
TG0 UG0)

= lim [[2.(0+3)%+2-(3—0)%

—[2-(r+3)%+2.(3—r)%]]

r—-—3
1 1 1 1
=232 +2.32 —[2-(—3+3)2 +2-(3—(-3))2
1 1
=4.32 —12.0+2-62

=43 -2J6



dx

T 1 1
+
[\/x—i-_?) J3—x
y _1 _1
=lm [ (x+3) 2+B3—x) 2dx
t—3
0

‘ 1 1
—lim /2(x +3)2 +2(3—x)2dx
t—3 0

t—3

1 1
= lim [2-(r+3)7 —l—2-(3—t)7]—[2-(0—|—3)%—|—2-(3—0)%

1 1 1
—2.62-2.32 -2.32

=26 - 43

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin pinta-ala on

0 3
1 1 1 1
S N s S e e S
=43 = 26 — (26 —43)
=43 26 — 246 + 43
=83 —4/6

Vastaus

83 — 46



11.14

X
a) Funktio xe " on maédritelty koko reaalilukujen joukossa.
e+
Jaetaan tutkittava integraali kahteen osaan kohdassa 0.

o) . 0 . o0 .

e _ e e
j;oex—l—l dx_{cex+l dx+~0fex+1 &
e dv= i [ e dx
jo;e“rl _r—1>r—noo>[ex+1

= lim (/)lnex+1‘
r——oor

= lim (ln eo—l—l‘—lne’—l—l‘)
r——00

:1n2—(—oo)

=00

0
Koska epéoleellinen integraali f xeix_l_l dx hajaantuu, myos
e
—0o0

o
X
epdoleellinen integraali f xe
e

| dx hajaantuu.



b) Funktio Lz on madritelty koko reaalilukujen joukossa.
(e +1)

Jaetaan tutkittava integraali kahteen osaan kohdassa 0.

[t f v dx+fe

( s 1)’ +1)
0 X 0 X

— & dv= i —& dx
—jo‘c (ex +1>2 Hlmoo[ (e" - 1)2

: X[ ax -2
:rgmm[e (e +1) dx

0
-1
— lim /—(ex—i—l)
r——oor
0
=— lim /
r——ocoreX 41

:—hrn[1 1]
ro—ooled +1 e +1

=31

1
2



o0 t

dex:nm _ ¢ &
2 2

0 (ex +1) [—00 0 (e" —l—l)

b
——lim/
t—oo0 e’ +1

——lim[ 1 __1 ]
t—ool el +1 CO+1

-]

1
2

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

‘ X 1 1
e _ _
7)6 3 dx = 5 + 5= I.
—0o0 (e 1)
Vastaus

a) integraali hajaantuu
b) 1



11.15

a)

o0
f 3.5 dy
0
t
= lim [ x3-57 dx

t—00

t s'(x)=—4x3 s(x) = —x*
:_l. lim f_4x3 . 57)64 dx
4 —00 e e N —

0 s'(x) u(s(x)) u(x) = 5" U(x)= %
~—gim | s
U(s(x))
4 0
=[5
S

I
4In5



b)
0

fx3-5*x4 dx

—00

0
— lim fx3.5—X“dx
r

r——00
0 ~_ 4
1 i 157
=y lim IS
by [
T4 VBIFOO In5 lnS]
_ 1
4 \In5 0)
1
4In5
0 o0
¢) Koska epéoleelliset integraalit f X357 dx ja f X357 dx
—o0 0
suppenevat, niin
o0 0 00 | |
3 g—x* —_ 3. g—x* 3 g—x* — _ —
Josav= [ avs [@s dv= e gye =0
—00 —00 0
Vastaus
1
) 4In5
b) ——1
4In5

)0



11.16

y=rfx)=

X
2

2

N

Funktio f(x)= ;Z on midritelty kaikkialla.

Funktio f saa negatiivisia arvoja kun x < 0 ja positiivisia arvoja
kun x>0, joten kuvaajan ja x-akselin rajaama pinta-ala on

00 0 00
A= [lre|ac= [ —f00) e+ [ f(x) dx.
S o 0



Tf(x)dxz? X dx
0 0

Koska molemmat epéoleelliset integraalit suppenevat, niin

0 00
A:—ff(x)dx—i—jo‘f(x)dx

1 1
" 2In2 + 2In2
_ 1

In2

Vastaus
1
In2



11.17

f)= |

x4,j0s x=0 tai x* §—4

X

1 . 1 4

—,Jos — <X
x? ! x4

Tarkastellaan epiyhtilod x* < % Tarkastellaan epdyhtaloa % <x
x X
)c“gL4 4 (x=0) %Sx“ 4 (=0)
X X
¥ <1 1<
—1<x<1, missi x =0 X >1
—1<x<0 tai 0<x<1 x<-—1 tai x>1

Funktion méérittelyehto voidaan kirjoittaa muotoon

,jos x < —1

s —1<x<1

1

4

f(x)=1x", jo
1

,JOS x>1.

Lasketaan epdoleellinen integraali.
00 -1 1 00
[ reoaxe= [ reodc+ f fOodx + f f()dx

S
—00 1

—1

Lasketaan integraalin osat erikseen.

4






X t—00
t
. 1 3
=lim /—=x
t—oo 1 3
_ 1,3 (143
_ﬂﬂi3t (31)]
1 1
lim |——++
rﬂoo[ 313 3
1 1
3-oo+3
—_oxl
—0+3
_1
3

Koska kaikki kolme integraalia suppenevat, niin

T _1.,2.1_16
(fﬂ”“_3+5+3_w
—0Q0

Vastaus

16
15



<

g -5

Appletin avulla saadaan pinta-alaksi 4.




b) Ratkaistaan y kéyrén yhtilosta.

y2(1— x2) = 2 1(1=x%) (=0)
2

2 X

Y 1—x2

y=| 2o Xl y—— x> _ x|
1—x? V1 —x? 1—x? V1—x?
Ratkaistaan maarittelyehto.

1—x2>0
—l<x<l1

Aluetta rajaavat

- yldpuolelta funktio f(x)= Ed = missd —1<x<1
l—x
- alapuolelta funktio — f'(x) = —Lb, missd —1<x<1
l—x
- vasemmalta suora x = —qa, missd 0<a <1

- oikealta suora x = a, missd 0<a <1

Madritetddn pinta-ala laskemalla epdoleellinen integraali.



1
A= [ FG) = (=f(x)dx
-1

1
= f 2/ (x)dx
~1
a
=lim [ 2- de ‘ Integroitava funktio on parillinen.
a—1+ 1—x?
. _lxl
. X
=lim|2- | 2- dx ‘|x|:x,kunx20
a—l j(; V1 —x?

=4 lim Ratkaistaan CAS-laskimella.

a
X
—X__dx
“—“‘Of V1= x2
=4. liml(—\/l —a® +1)
a—

=4-(—J0 +1)
=4

Vastaus
a) 4
b) 4



11.19

a) Tapa 1: Kéytetiin sinifunktion parittomuutta.

sin x on pariton funktio eli

§—00 sin(—x) = —sinx.

S
lim f sin xdx
—S
— lim 0
S—00

=0

Tapa 2: Kiiytetdin kosinifunktion parillisuutta.

§—00

s
lim ['sin xdx
N
= lim / (—cosx)
§—00 —S§
= lim (—coss — (—cos(—s))
§—0Q
) cosx on parillinen funktio eli
= lim (—coss + cos(—s))

§—00

cos(—x) = cosx.
= lim (—coss + coss)
§—00

= lim 0
§S— 00

=0

o0

b) Jaetaan integraali f sinxdx kahteen osaan kohdassa x =0.

0 0 - [e%9)
fsinxdx: fsinxdx—i—fsinxdx
—00 —00 0

Lasketaan integraalin osat erikseen.



N
f sinxdx = lim f sin xdx
§—0Q O

N

= lim /(—cosx)
s—000

= lim (—coss — (—cos 0))
§S—00

= lim (—cos s +1)

§—00

= lim (1 —cos s)
§—00

coss saa kaikki arvot véliltd [-1, 1] jokaisella 2w -pituisella vélilla
s €[s;, s; +2x]. Ndin s:n arvon kasvaessa rajatta, lauseke 1—coss

saa kaikki arvot véliltd [0, 2] jokaisella 2~ -pituisella vililla
s €[s;, s; +2~x]. Raja-arvoa lim (1 —cos s) ei siis ole olemassa.

121 00
o0
Koska epéoleellinen integraali f sinxdx hajaantuu, myds
0
epdoleellinen integraali hajaantuu.

Vastaus
a)0
b) hajaantuu



11.20

0]

ﬂ@:j}**m

—00

Esitetddn lauseke |7 — x| ilman itseisarvomerkkeja.

t—x|= =
| | t—x, kun t—x>0 t—x, kun t > x
—(t—x),kun t—x<0 |x—¢t kun t<x

Jaetaan funktion f lausekkeessa oleva epéoleellinen integraali
kahteen osaan kohdassa ¢ = x.

o0

ﬂ@:j}“ﬂw

—0o0
X o0

- Jﬁe‘“_”dt+lfe‘“_”dt
—0Q0 X

X o0
— jqe*”*”dt+lfe*“*”dt
—0Q0 X

X o0
:faﬂm+f&4m
—0o0 X

= lim je’de— lim ]e)‘tdt

|t—x|=t—x, kunt > x

|[t—x|=x—t, kunt <x

rF—0o0 rF—0o0



Lasketaan epioleelliset integraalit erikseen.

X x
lim [e~*df= lim / e'—* ‘ o xdf =X +C
Jim [ J

.

r—00—r

= lim (¥ " —e ™" %)

F—00
— o0 _ g—oo—x
=1—-e
=1-0

=1

r—0o0 r—oox

r r
lim fex*’dt = lim /e*! U‘e"*’dt =—er4+C
X

= lim (—e* " — (—e* %))

r—00

= lim (—e*7" +¢0)
rF—00

=—e""® +1

=—e *+1

=0+1

=1



Koska molemmat integraalit suppenevat, niin

)

f(x)= f eIy

—00

r—0o0 r—0o0

X r
— lim f e!~*df + lim f el ds
—r X

=1+1
=2

Funktio f(x)=2 kaikilla x € R, joten f on méiiritelty koko

reaalilukujen joukossa.

Vastaus
f(x)=2 kaikilla x € R.



11.21

Viite: Integraalin f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx ervoei

riipu
luvun c valinnasta.

Todistus:

On osoitettava, ettd integraalien

[ reode= [ feode+ [ £ood
ja

00 d ()

[ reode= [ e+ [ £
—00 —00 d

arvot ovat yhti suuret riippumatta vakioiden ¢ ja d valinnasta.

Tarkastellaan integraalien erotusta. Olkoon ¢ <d .

‘}ﬂﬂw+7ﬂmm—

d 00
fme+fﬂmﬁ
—00 d
c d 00 ¢ d 9
:afﬂnw+fﬂmw+fﬂww—ﬂfﬂmw+fﬂmw+fﬂmw
—00 c d —00 c d

c d 0 c d 9]
= [ r@det [fdet [fede— [ e [fad— [ fad
—0 c d —00 ¢ d

=0



Koska integraalien erotus on nolla kaikilla ¢ < d , integraalin arvo ei riipu
vakion c valinnasta. [

Huomaa, ettd oletus ¢ < d ei ole valttdmaton, riittdisi olettaa pelkdstiaan
¢ =d ,mutta oletus ¢ < d saattaa helpottaa ajattelua.
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