


b)
-3 -3
J 5 de=tim [
—00 t

-3
= lim /SIn‘x‘
t——00 t

= tlil_noo<51n\—3\ —51n\t\)

=5In3—

=—00
Integraali hajaantuu.
Vastaus

1
a)ﬁ

b) integraali hajaantuu






©)

o0 t

fexdleim e* dx

t—00
0
t

= lim /e*
t—000

= lim (et —eo)
t—0o0

=o00—0

=00

Integraali hajaantuu.

Vastaus
1
a) .
b)1
¢) hajaantuu



10.3

AL

Funktio f(x)= L on maédritelty, kun x = 0.

Ix
Kun x> 0, funktio f saa vain positiivisia arvoja,

8
joten kysytty pinta-ala 4 = f f(x) dx.
0

Koska f* ei ole médritelty integroimisvilin alkupisteessd 0, kyseessé on
epéoleellinen integraali.



Vastaus
6



10.4

1
a X) =
) f(x) NP
Funktio f(x)= 1 on médritelty, kun x > 0. Funktio f saa vain

Jx

1
positiivisia arvoja, joten kysytty pinta-ala A4 = f f(x)dx.

0
Koska f ei ole midritelty integroimisvélin alkupisteessd 0, kyseessd on
epdoleellinen integraali.

= lim (21 —24t)

t—0+
=2-0
=2

b) f(x)=-

X



Funktio f(x)= 1 on médritelty, kun x = 0. Funktio f saa vain

X
1

positiivisia arvoja, joten kysytty pinta-ala 4 = f f(x) dx.

0
Koska £ ei ole mééritelty integroimisvilin alkupisteessid 0, kyseessd on
epéoleellinen integraali.

o
0

1
. 1
= lim | —dx
t—>0+‘[x

dx

==

1
= lim /ln‘x‘
t—0+¢

= tim (11| nl)

= 0(-x)

Kuvaajan ja koordinaatiostoakselien rajaama pinta-ala on aérettoméan
suuri.



9 f)="5

Funktio f(x)= % on madritelty, kun x = 0. Funktio f saa vain
X

1
positiivisia arvoja, joten kysytty pinta-ala 4 = f f(x) dx.

0
Koska f ei ole mééritelty integroimisvilin alkupisteessd 0, kyseessd on
epéoleellinen integraali.

1
_ 1
A_fx—zdx
0
1
= lim dex
t—0+ X

— lim (—l +l)
t—0+ 1

——(-)

=00

Kuvaajan ja koordinaatiostoakselien rajaama pinta-ala on dérettomén
suuri.

Vastaus
a)2  b) ddrettomin suuri  ¢) ddrettdmén suuri



10.5

a) Hahmotellaan tilannetta piirtimélld pyordhtéva alue.

y
10

8 y=rf(x)

-2 0 2 4 6 8 10

Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan laskemalla epéoleellinen
integraali

V= TY:TI”z dx = ﬂj(f(x))zdx



=97n- lim [ x7% dx

t—00

‘1
=-9x- lim /=x""

t—ool

t
— _9r. lim /-
t—ool 7x7

. 1 1
=-—97- lim | ——
t—>oo[7l‘7 717]

= —9ﬁ(o - %)

9
7



b) Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla pyorahtéva alue.

10

y

y=f(x)

-2 0

=2

Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan laskemalla epdoleellinen

integraali

o0
V:’nfrz
1

dx = ﬂ?(f(x))zdx



' 1
=m7- lim /—x2
t%ooll

2
t
— 1 lim /24/x

t—ool

t
=21 lim /+/x

t—ool

:27r-1irn(\/;—\/f)

t—00
=2n(co—1)

=00

Vastaus
9n
a) 7

b) Kappaleen tilavuus on dérettdmén suuri.



10.6

a)
7 3x2

1 X345

t
. 3x2

= lim dx
t%oo[x3 +5

t
— lim /In|x3 + 5\

t—ool

— lim (m\ﬁ +5/—m|1® +5\)
—00

=00—1n6

=0

Integraali hajaantuu.



o -1
—,Einooz(zr+3 2043

1o+ 1
= 2o+

_1
6

Vastaus
a) integraali hajaantuu

1
b) <



10.7

t

o0
1 T 1 .
a) [ <3 dx = lim dx , oikea vastaus 3

t—>:>o1 x—3

4

4

1 o 1 .

b) [x_3w—tg?+ x_3dx,01keavastaus 6
t

3
b ge= i 1 :
©) j;x—3dx_t1_lgl_ 3x_3dx,01keavastaus 4

1 1

1 . 1 .
d) fx_3dx—tilinoofx_3dx,01keavastaus 1
S g

Vastaus
a)3 b)6 ¢4 d)l



o0 t
1 1
——dx=1lim | — dx
Fempmf g
t 1
=1 2
fim [
1
;X
=] /ﬁ
tggol 1
2
t
— lim /2/x
t—ool
= 1im (27 — 241
t—00
=o00—2
=00

Integraali hajaantuu.



b)

dx = 1imj)lcdx

t—00

-3
==

= lim /ln‘x‘
t—ool

= lim (ln‘t‘ — ln‘lD

—00
=o00—0

=0

Integraali hajaantuu.

©)
T "
J o= fim [ e
1 1
t
= lim [ x 2 dx
—00
t -1
= lim /X —
t—ool —
t
= lim /-1
t—ool X
—m (L1l
_tlln;o( f+1)
=0-+1
=1
Vastaus

a) integraali hajaantuu  b) integraali hajaantuu

¢l



Kappaleen tilavuus on appletin mukaan 0,5.



b)

V@)= [ f(x) dx
0

= ﬁ](e“x)zdx
0

- 1—eam
o 2

. . l—e 9T 1

lim V(a)= lim ————— = —

a—o0 ( ) a— o0 2 2

Vastaus
1

2



10.10

Funktion f(x)= %sin% , missd x # 0, suurin nollakohta on a.
X

Ratkaistaan a.

S(x)=0
%sinlzo ‘-xz >0
X X
sinle
x
1_, .-
x
1
n-w

Funktion nollakohdat ovat x = ﬁ ,missi ne€Z ja n#0.

Suurin mahdollinen nollakohta saadaan kun n =1, joten a = % .

15




Kun x> %, funktio f saa vain AY

positiivisia arvoja, joten

kysytty pinta-ala \

flx)

o0
A= | f(x)dx. ! \
{ \__ X
™ 1 I
T
1o
A= j; XTSIH; dx
t
= lim Lzsinl dx Lasketaan CAS-laskimella.
t—00 X X

= lim /cosl = lim (cosl—cos11)
t—>ool X t—00 t
T

=1-(-1)=2

Kuvaajan ja koordinaatiostoakselien rajaama pinta-ala

vililla [%,oo[ on 2.

Vastaus

Pinta-ala on 2 (a = l)
s







4
. lim /1n\x2+5\

t——0o0t

3

5+ lim (Inf4? +5/~In|i> +5])
1
2

Integraali hajaantuu.

Vastaus
a)?2
b) integraali hajaantuu



10.12

a)

0 0
X . X
dx= lim dx
f 3x2 42 tﬂfoof 3x2 42

50 t

0
| Y 6x
— L1 fim [ g
6 tﬂfoof3x2+2

t

0
1. lim /1n\3x2+2\

t——00t

——00

1
56
:%‘ lim (ln‘3-02 +2‘—ln‘3t2 +2‘)
1

fg-(ln2—oo)

= —0

Integraali hajaantuu.



b)
o0 t
f 2% dy = lim [27* dx

t—00

Vastaus
a) integraali hajaantuu

1
b) 2In2




10.13

2

1—x

Funktio f(x)= on madritelty, kun 1 —x >0, eli kun x <1.

Funktio f saa vain positiivisia arvoja, joten kysytty pinta-ala

A:ff(x)dx.

Koska f ei ole midritelty integroimisvélin paitepisteessid 1, kyseessd on
epdoleellinen integraali.

1
:[ —)EPfJf
t

=2. lim (l—x)_

t—1—

o=

dx

! 1
=—2-lim [—1-(1—x) 2 dx

t—1—

1

AL
— i X)2
t—1-0

1
2

t
=—-2-1lim /21—x

t—1-0

= =2 lim (2J1—7 = 2J1-0) = -2:(0-2) =4

t—1—

Vastaus
4



10.14

a) Hahmotellaan tilannetta piirtimélld pyordhtéva alue.

-2

-3

Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan laskemalla epéoleellinen
oo o0

integraali ¥ = [ 12 dx == [(f(x)) dv.
1 1

V:ﬂj(f(x))zdx
1
o dex



b) Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla pyorahtéva alue.

y
3
2
X
-t o 1 2 3 4 5

=2

-3

Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan laskemalla epdoleellinen
o0 [o.¢]

integraali V = 'rrfrz dx=mn (f(x))2 dx.
1 1

| 2
=7||—]| dx
Jx
t
— 7 lim [ Ldx
t—00 X
=00
Vastaus

Y
a)3

b) ddrettdman suuri



10.15

a) Hahmotellaan tilannetta piirtimélld pyordhtéva alue.

-2

-3

Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan laskemalla epéoleellinen

integraali V:ﬁfrz dx:'rrf(f(x))zdx.
0 0

2
Ao
ex
t
=z lim [e 2¥dx
—00



b) Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla pyorahtéva alue.

y

-1

-2

Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan laskemalla epéoleellinen

integraali V:ﬂfr2 dx:ﬂf(f(x))2dx.
0 0

Vastaus
§4

a) >

b) n



10.16

a) Funktio f(x)=x"3 on médritelty, kun x # 0.

20 y
15

10

f(1)=173=1 ja limx3 = oo, joten pyérihdyskappaleen tilavuus
x—0
o0 o0

saadaan laskemalla epéoleellinen integraali V' == f r2dy=m f x2dy.
1 1
Maédritetddn pyorahdyskappaleen sdde x.






1
b) Funktio f(x)=x 3 on mdiiritelty, kun x # 0.

A

6

1 1

f(H)=13 =1 ja limx 3 =oo0,joten pydriahdyskappaleen tilavuus
x—0

o o
saadaan laskemalla epéoleellinen integraali V' == f r2dy=m f x2dy.

1 1
Midritetddn pyordhdyskasppaleen sdde x.



Vastaus
a) kappaleen tilavuus on ddrettomén suuri

S
b)5



10.17

Kayrd y = % , sekd suorat y =0, x =0 seki suora
1+e

xX=-—a (a > 0) rajaavat pinta-alan.

1
1+e™*

Funktio f(x)= on méidritelty kaikilla x:n arvoilla. Funktio f saa

0
vain positiivisia arvoja, joten kysytty pinta-ala 4 = f f(x)dx.
—a

(e 0

0
:fex- L g
14+e¢*
—a

———

u(s(x))
0
=/ 1n\1+ex
S —"
U(s(x))
= ln‘l—i—eo —ln‘l—i—e*“

=In[2| —In[l + e~

=In2—In(14+¢"%)



Lasketaan pinta-alan raja-arvo, kun a — oo .

lim A(a)= lim (1n2 ~In(1+ e,a))

a—oo a—oco
= ln2—ln(1—|—0)
=In2—Inl
=1In2

Vastaus
A(a)=In2 — ln<1 + e*“) —In2, kun a — o0



t—ooll—p

— lim 1.t1—p_1.11—p]
t—00 1—p l—p
. 1 1 1

= lim . — -1
ool l=p =1 1—p ]

= lim 11—1]- !

t—oo\ P~

Funktiolla on aarellinen raja-arvo ddrettomyydessa,

(Pl
kin p—1>0 elikun p>1.

1

Toisaalta lauseke ] on médritelty vain, kun p # 1.

(o]
Siis epéoleellinen integraali f %M suppenee kun p >1.
X
1

Vastaus
p>1



10.19

a) Derivoidaan funktio f(x) = xlnx—x .

f(x)=xlnx—x ‘on oltava x > 0
f’(x)zl-lnx—{—x-%—l
=lnx+1-1

=Inx
Funktion f(x) derivaattafunktioon f’(x)=Inx,kun x> 0.
b) Funktio g(x)=Inx saa vain negatiivisia arvoja vélilld ]0,1], joten
1
kysytty pinta-ala 4 = — lim f g(x)dx.
t—0+ p

1 a-kohdan perusteella

A=—1lim | Inxdx
~0++) flnxdx:xlnx—x+c.

1
=—1li Inx —
Jig s =)

= — lim (l-lnl—l—(t-lnt—t))
t—0+

= —(0—1—(0—0))
=1

Vastaus
a) f/(x)=Inx,kun x>0
b) 1



10.20

a) Lasketaan pyordhdyskappaleen pinta-ala.

a=2x [1 )11+ f1(x)2dx
1

o] 2
:2ﬂf}1€ 1+[12 dx
\ X
1

o
=27 f )1c 1+ %dx
X
1
fl + %dx Lasketaan CAS-laskimella.
X

Gabrielin torven pinta-ala on ddrettomén suuri.

1

X
1

=27-lim

=00

b) Lasketaan pydrahdyskappaleen tilavuus.

V:Trff(x)zdx
1

2
= 7-lim (l) dx Lasketaan CAS-laskimella.

Gabrielin torven tilavuus on © dm? ==« L.



¢) Koska Gabrielin torven pinta-ala on aérettdmén suuri, sen ulkopinnan
maalaamiseen ei riitd mikdan maalimaara.

d) Sisdpinnan maalaamiseen riittdd m L ~ 3,2 L maalia. Kappale
voidaan tayttd4 maalilla, jolloin sisdpinta tulee maalattua.

(On tietysti kdytettdva teoreettista matematiikkamaalia, joka tunkeutuu
my0s ddrettdomén ohueen torveen koko matkalta.

Vastaus

a) ddrettdman suuri

b) © dm?

¢) Ulkopinnan maalaamiseen ei riitd mikdén maalimiéra..

d) Sisdpinnan maalaamiseen tarvitaan korkeintaan 3,2 L maalia.



10.21

Lasketaan funktion f(x) = e ™ (sinx + cosx) derivaatta.

f'(x) =De - (sinx + cosx) + e~ - D(sin x + cos x)
=—e ¥ -(sinx+cosx)+e ¥ (cosx —sinx)
=—e *sinx—e *cosx+e *cosx—e *sinx

= —2e *sinx

[o.¢]
Lasketaan integraali f ‘e*x sinx‘ dx . Funktio e *sinx leikkaa

0
positiivisen x-akselin sinin nollakohdissa, eli kohdissa x = nm,

missd n=0,1,2,3,....

y

f(x)=e *sinx




Alue 4, on siis x-akselin yldpuolella, 4; alapuolella, 4, yldpuolella jne.

Yleisesti parilliset alueet ovat x-akselin yldpuolella ja parittomat
alapuolella. Pinta-ala voidaan siis kirjoittaa muotoon

—1)" =1, kun n on parillinen ja
A4, = f ‘e‘x sinx‘ dx =D P !

(n+)w
(=" = —1, kun n on pariton.

nm
(n+1)m
= (—1)" f e “sinx dx
nmw
(n+D)~w
_ _%_(_l)n f —2e “sinx dx| [—2e ¥ sinx dx = e~ ¥ (sinx + cosx) + C
nT

1 (n+)m

=D e ¥ (sinx + cosx)

nm

-1 (=1)" (e_(””)“( sin(n+1)w + cos(n+1)w ) —e "™ (sinnm + cosnw ))
? & —1 0 =iy

L e e e 1y
==L (e Ty )y = ey (1)
L (e ey

=L ey (me 1)

Kahden perékkiisen alueen pinta-alan suhde on




Koska suhteen arvo indeksistd # riippumaton vakio, muodostavat alueiden
4, pinta-alat geometrisen jonon. [
Integraalin f ‘e‘x sin x‘ dx arvo on edellisen perusteella alueiden 4, ,

missd n=0, 1, 2, ..., pinta-alojen muodostama pééttymitdn geometrinen
summa, jossa ensimmaiinen termi on

__l._ 0.(_p—m™\0 ([ —T _ :_l_—’ﬁ_ :l —T
2(1)(e)(e 1) 2(e 1) 5 (e +1)
jasuhdeluku g =¢™" = iﬁ . Jonon suhdeluvulle piatee 0 < iﬂ <1.
e e
o0 s n+1)'ﬁ 00
f‘e‘x sinx‘ dx = Z f ‘e‘x sinx‘ dx = ZA lim ZA
0 n=0 ,x n=0 k—0o0 n=0
_ Lk
geometrinen summa S, = al(ll_;])
= lim S, Sijoitetaan a, = 4y = (™" +1)
k—o00
jag=e .
—0 .
—H—— (e
1, ok 1
2ETHD- (- I
= lim -2 S
k—o00 1—e™™ 2_l

e’ﬂ'
_1+e™ _ e +1
2" -2 2e™ -2




Vastaus

f'(x) =—2e *sinx

ja
Te_x sinx‘ dx = i
2e™ -2

0
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