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Tasta ohjekirjasta:

Tama kayttoesimerkkejé siséltavd Casio ClassPad Il fx-CP400 -laitteelle suunniteltu ohjekirja
kuuluu sarjaan ohjekirjoja, jotka Tor Andersen on kirjoittanut Casio-laskimille. Ohjekirjat on
suunnattu erityisesti toisen asteen opiskelijoille. Tamé esimerkein varustettu opas antaa vinkkeja
tehtdvien ratkaisuun toisen asteen opintojen eri vaiheissa.

Esimerkkien ndyttokuvat ovat englanninkielisestd kayttoliittymastd, mutta kayttja voi
halutessaan vaihtaa kayttokieleksi suomen System-sovelluksen kautta. (toim.huom.)

Esimerkit eivat korvaa laitteelle suunniteltua ja sen mukana tulevaa kayttajan kasikirjaa, vaan ne
tdydentévat tata helpottaen laskimen kéayttéa matematiikan opiskelussa.

Kirjoittaja: Tor Andersen (tor.andersen@ude.oslo.kommune.no)

Tor Andersen toimii opetushallinnon erikoiskonsulttina  Oslossa
sijaitsevassa  "Pedagogisen  kehityksen ja laadun instituutissa”
(Institutionen for pedagogisk utveckling och kvalitet).

Hé&n on kirjoittanut matematiikan oppikirjoja ja julkaissut Casio-laskinten
ja -ohjelmistojen kéyttédjille suunnattua Kirjallisuutta. Tor Andersen
toimii myos Casionytt-julkaisun toimittajana.
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Tama ohjekirja on kirjoitettu Casio-laskimelle ClassPad 11 fx-CP400.

ESIPUHE

Tama kirja ei korvaa ohjekirjaa, mutta sen tarkoitus on tukea laskimen kaytt6d matematiikan
tunneilla lukioissa ja ammattikouluissa. Esimerkit ja tiedot perustuvat keskeiseen oppiainekseen.

Ensimmaisissd luvuissa on kuvatta laskimen ké&ytt6d yksityiskohtaisemmin — aina
nappainpainalluksia myéten. Toivottavasti ndma ohjeet auttavat niitd kayttéjia, jotka eivat ole
aiemmin kayttaneet laskinta.

Taman kirjan tarkoitus ei ole myosk&an korvata matematiikan oppikirjoja. Kirjassa on myds
esimerkkeja ilman, ettd aiheeseen liittyvaa teoriaa on ensin késitelty. Tdman takia kirjaa tulisi
kayttad oppikirjojen rinnalla. Tama kirja ei myoskaan sisélla erillista tehtavakirjaa harjoittelua
varten.

Casion ClassPad Il fx-CP400 mukana tuleva kayttdohje on hyvin kattava. Siind on paljon
sellaisiakin komentoja ja toimintoja, joita ei ole kuvattu tassd kirjassa. Olemme asettaneet
etusijalle yleisimmin toisen asteen opinnoista kaytettavat toiminnot, jotta laskinta voisi kayttaa
mahdollisimman hyvin hyodyksi opiskelussa.

Haluan kiittdd Kjell Skajaata Casio Scandinavia AS:std hyvasta yhteistyosta ja hanen avustaan
tdman ohjekirjan tekemisessa.

Oslossa - syyskuussa 2013

Tor Andersen

tor.andersen@ude.oslo.kommune.no
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1. Aloitus

1.1 Paavalikko

Kytke CP400-laskimen virta painamalla

Clear

. Virta katkaistaan painamalla ensin

jasitten . Kosketuskyné on upotettuna laskimen paddyssa ja ponnahtaa
esiin, kun sitd hieman painetaan sisaanpdin.

Kun laskin kéynnistetdan, seuraava nayttd ilmestyy nakyviin. Katso kuva alla vasemmalla.

Paina @ :
Padvalikko. Néet paavalikon sivun 2. Valitse Main.
MENU £ MENU &% MENU 3

Fﬂl Program

i con-
- nication

Ld . Ld
. eActivity Statistics

P

q,ll Graph&
22B] Tahle

-

. Geometry

ol DifE
)| ITTEQ=

Sequence Financial

—
EE Conics

U

-

ain

@
u

Bﬁ eActivity
i
Spread-
sheet

-
@ Geometry

DiffEq-
Graph

L4

Statistics
q,n Graph&
Table
—

EE Conics

MNumSolve
l Financial

i
U

‘ .
4
g

Sequence

- ] [ ] - m
N—
Pa&sovellus avautuu. Takaisin padvalikkoon
% Edit Action Interactive Bl P MENU &
e[ ialw ] [ TS .
0 O o CE
Dﬁ edctivity Statistics
spread- | |fomi Grapha
pread- o= Grap
@ sheet 24D} Tahie
L3 -
. Geometry . Conics
¥ iy
0 Sequence lFinancial
Alg Standard  Real Rad | m - m
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1.2 Jaettu naytto seka veda ja pudota -toiminto

Main —sovellus, paina nuolta.  Valitse. Laskin néyttaa jaetun nayton.
# Edit Action Interactive P~ & Edit Action Interactive # Edit Zoom Analy5|s * (%]
B | b | sime || v v 23] b [aa] s 2] 45 I - :

0 0 ) e ‘ 0
| e
| |
a
2
1
FE5-4-3-2-1 | 1 2 3 4 5 B 7
-1
-2
-3
EES
Alg Standard  Real Rad LT | Alg Standard Real Rad | im Rad  Real L

Kuvassa ylhaalla oikealla jaettu nayttd, jossa ylhaalla Main-sovellus ja sen alapuolella koordinaatisto.
Main-sovelluksen ikkunan voi jakaa 13 eri sovelluksen kesken.

& Edit Zoom Analysis e (%] # Edit Action Interactive
o ) P pey o) (i g "1 | b |27 sime | B | v | 4H | v
B_
4 3
L
3 2
al
z 1
ol
L al T e 543211234867
—75-5-4-3-2-1 | 1 2 3 4 5§ & 7 st =
- -2
ol
-2 -3
1_
| -FT-6-5-4-3-2-1 1 232 456¢E87 |
0 -1 0
_2_
_3_
_al
el
_B.
A
el
(%[
Rad  Real | fm| |Rad Real || |Alg Standard Real Rad | /@

Valitse Main-ikkuna napauttamalla sitd. Aktiivisessa ikkunassa on sininen kehys ja Resize-komento
suurentaa aina silla hetkella valitun aktiivisen ikkunan.
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Syota y=2x+1
Valitse kosketuskynalla.

Nosta kyna hetkeksi,
vedd ja pudota lauseke.

Sulje koordinaatisto painamal-
la X-ndppainta.

# Edit Action Interactive

& Edit Zoom Ana]ysns .

051 (ﬂjb de] Simp | 10, | v —Hj— ¥

—

£ Edit Action Interactive

' [ s 2

5 T

\
/

=7 =F =5 =4 =3 =2 =]
-1}

1234567

—af
—at

=F-E-B-4-3-2- 123 45¢686 7

BE BE
Alg Standard Real Rad | @m| |Rad Real |

y=2x+1

Alg Standard Real Rad | @

Valitse Edit ja Clear All.

Paina OK.

# |Edit -Action Interactive

& Edit Action Interactive

5 1| Undo/Redo o JVH o

ta
— Cut

"51 - Simy Idx ¥ v
the || sime

¥=4Copy

Paste

Select All

Delete

Clear &ll Yariables
Clear All

y=2x+1

Clear All
Are you sure?

Alg Standard Real Rad | @@

Alg Standard Real Red | (W

Voit oppia liséé Edit-
toiminnoista seuraavassa
kappaleessa.

Edit, Clear All tyhjentaa
aktiivisen sovelluksen tiedot.
Jos tyhjennét Main-
sovelluksen, esim. Geometry-
sovelluksen tiedot jaavat
ennalleen.

Kaikkien sovellusten tiedot voi
poistaa padvalikon
sovelluksesta System, Reset,
”All of the above” -> Reset,
OK.

Huomaal! Laskimeen on mahdollisuus tallentaa muuttujille arvoja. Talléin esim. muuttujalle x
VoI antaa arvon 2. Taman jalkeen muuttuja x on 2 jokaisessa sovelluksessa. Jos haluat nopeasti
péésta eroon tallettamistasi muuttujan arvoista, kdyta valikko Edit, Clear All Variables.

Jos haluat poistaa muuttujia yksitelle, ks. luku 2.14 Muuttujien kaytto.
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1.3 Vaakanadytto

£ Edit Action Interactive

'] b [ sme] 0]+

D

Alg Standard Real Rad

1.4 Asetukset

Ké&antaa nayton vaakasuoraan Main-

sovelluksessa.

Vaakanaytto sopii erityisesti pitkien

lausekkeiden tarkasteluun.

Takaisin pystysuoraan nayttotilaan
paaset painamalla uudelleen Rotate.

P N
Voit muokata ohjelmien asetuksia painamalla( & )Edit Action

Valitse Main ja paina.

Valitse Basic Format.

Vahvista valinta painamalla

SET.
e ﬂiit Action Interactive EEdit Actlon Interactive Basic Format _
2] o | 1 sime | Fxp | v |- f v Variable Manager |Ii"&| v |H:P ¥ Current Folder
) y [ main | v]
<_ Basic Format RN
= pm L'Lm erI t:rmat
Geometry Format [ il | hd l
Advanced Format Angle
Financial Format |_Radian B
Default Setup Advanced
Main [] complex Format
Keyboard []Decimal Calculation
[] Assistant
[ ] Descending Order
[]variable is Real
[]04, @ on Data
| Set | | Cancel | | Default
Alg Decimal Real Gra ] Alg Decimal Real Gra ] Alg Decimal Real Gra ]
Alg Decimal

Real (Ea\d) (]
7

Paina Rad ja tarkkaile mita tapahtuu.

Asetukset ndkyvét ikkunan alalaidassa.

Lisatietoja asetuksista 10ydéat kayttajan oppaasta. Voit vaihtaa nopeasti esim. asteiden ja
radiaanien vélilla pelkéstadn koskemalla kynélla nadyton alareunan tekstia Rad.
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1.5 Virtuaalinappaimisto

CP400-laite on varustettu lisdnappaimistolla.
Tama nappaimisto ilmestyy nakyviin, kun painat

4Ksybuard

( Shift

painiketta

Saat virtuaalindppdimiston katoamaan painamalla
samaa painiketta uudelleen.

Téassa on valittu Math1. Math?2
Math1 )Line = | or | Mathl | Line | = | vl | = | 2 T.llJtUS“tu“ o
=TT Mathe ) gv | om - nayttonappaimiston
e” | In Jloall| VO ol ° er1 L | || eripainikkeiden
W | 0 |« foeajsaivel)) ) dwl | dwl | /= 4% toimintaan
i = = - A
BOO [toDMS| {™® | {3 | O Vg (W01 [=]|[®E]| 2= | 0= || kokeilemalla niita.
ar
sin | cos | tan | ° i e sin | cos | tan | & ¢
‘*“‘EHS‘EXE‘ | ‘,‘*“‘ans‘EXE‘
Huomaa!
Tassa on valittuna Line. Laskut tulevat yhdelle riville.  Line pois -> oppikirjamuoto
# Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
B3| b |16 sime | 50| v | )| v "5 | v | i s [0 | v [ ¥ "B | v || sime | T2 | v ] v
| 2/V(5)x4"(2) 2 42
14. 31083506 V5
O 14.31083506
]

Line| 2 | vm | = >
0" | e® | In i o
d a0 ]
M| | S0 | a0 | S| L

o1 | [=1{ (28] | 2= | Z=

Linel 2 | ym | = >
0™ | e® | In i %
d an g ]
| | k0| w0 | S| L

01| (=1 [%8] | 2= | T=

Line| = | ym | = >
™| e*"| In i %
d an ]
M| | S50 | 0| -] U

01| (=188 | 2= | T=

sin | cos | tan 8 t sin | cos | tan 8 t sin | cos | tan a8 t
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Deg | (m Alg Decimal Real Deg {m Alg Decimal Real Deg | m

Keskimmaisesta kuvasta nékyy, kuinka laite ndyttdd murtoluvut, nelijuuret ja potenssit, kun
Line-toiminto on valittuna. Tassé ohjekirjassa Line-toimintoa ei kdytetd. Murtoluvut, potenssit,
nelidjuuret ja matemaattiset lausekkeet naytetdan oppikirjamuodossa.
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1.6 Luettelo

Luettelosta (Catalog) I6ydat laitteen kaikki komennot ja toiminnot. Suuri osa ja eniten kéytetyt
komennot on myds alasvetovalikoissa.

Valitse Main. Paina El

Paina esimerkiksi F.

Siirry takaisin painamalla E[

# Edit Action Interactive &+ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
FE) 0 1 0 3 o I 1 6 ) ED X A B ) R B ER R N I B
b 0 0
Math! [Line| B [vm | = [ » | [alBlco]{[F)] | |A|B|C|D|E|FF|-|
Math2 ™ | o® | In |losgd| YO or rm or ( ] orm
factorQut ( Al |+ factorOut ( al I+
Math3 || 32 x7! [log,(l)| solve( FCD Number FCD Ll_]
™0 | gnn fronmts| 1= | €3 | O Fad oo
=
var FFT( INPUT FFT( INPUT
sin | cos | tan | ° ¥ fill ¢ fill {
4 - = fMax ( P fMax (
)« |8 [T e [BE || AT | MinC EXE <J + )| MinC EXE
Alg Decimal Real Deg {m Alg Decimal Real Deg ] Alg Decimal Real Deg i
Huomaal!
Taalta 16ytyy valikot ”Action” ja "Interactive”.
L) IE:: '"tetr.a':ti"e . [nf1 IE?: i‘f:f“Tion | Action-valikko on niille, jotka
5 1| I Transformation 51| e .
B2 O anced (M S L) Gl L el | haluavat kayttaa laskinta
0 [Calculation _ diff P Calculation | komentojen avulla. Tallgin
E?'“P'Ex imeDiff E?'“P‘E“ | pitaa tietdd laskimen syntaksi,
Ist Ist 4 - -
Matrix lim Matrix 4 esim. dlff(f(X),X,2,4).
Vector b augment Vector
Equation/Ineqq TT fill Equation/Inequality 4 Koska em. tapa vaatii
Assistant rangeAppoint dim Assistant 4 Ax HHR A A :
Distribution/Ii mod unity Distribution/Inv. Dist *» kayt.tajalta palj_on Opettelua’ on
- Financial line 3 angle Financial » Iasklmee-n kehlt_etty . .
Mathl [|command | fMin/fMax = * norm Define Interactive-valikko, jolloin
% | ow | |gcd/lcm ’ crossP e" | In |loggd| YO syntaksia ei tarvitse tietaa.
fraction » dotP
W | %% | ¥ g suiven toRect x2 | x [logy(l)| solve(
B00 [oDMS| {= | (3| O toPol  |coDMS| {™= | (3 | ) Esim. kirjoita funktion lauseke,
sin | cos | tan ° ¥ :gg:r cos | tan ° ’ :naalaa iSE kg]ai”aljava“??ﬁ
= —r— nteractive, Calculation, diff,
‘*“‘Q"S‘EXE‘ |'H*|“a"s‘m‘ jolloin laskin kys
1 I H I ] J - - an .y yy -
Alg  Decimal  Real Deg ' @m| |Alo  Decimal  Real Dew | @] gerjyointiin vaikuttavat seikat

ja tdydentaa kaskyt kayttajan
puolesta.
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2. Peruslaskenta

2.1 Yhteen- ja vihennyslasku

E Laske: 23+14—-9=

MENU. Valitse Main Syota laskulauseke.
Paina EXE.
MENU £ & Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
: il [l S [ | il [l [ TR
Vo (el 1 ol |[23+14-9 4]
28
l::ieActivity . Statistics 2
q,ll Graph&
2B 1hle
. Geometry EE Conics
g:_:lfp?_ EE; NumSolve
Sequence | | =2 Financial
' 2 2
- | |Alg Decimal Real Rad | f(ml| |Alg Decimal Real Rad | (m
Laskut Kirjoitetaan vasempaan reunaan, vastaukset tulevat oikeaan reunaan.
2.2 Nayton tyhjennys
Valitse Edit ja paina Clear All. Paina OK. _ _ _
¢+ [Edit] Action Interactive £ FEdit Action Interactive Huomaa! Desimaalierottimena
E"*f’% Undo/Redo ] ,l: 3o [ sme] 2] 'IHH‘E kaytetaan pistetta.
— Cut
234 copy 0] ||28+14-9 a
Paste 28 28
0 |Select All o
Delete - Clear All
Clear All Variables I E—
Clear All Are you sure?
7] 2
Alg Decimal Real Rad | m| |Alg Decimal Real Rad | (m
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2.3 Kertolasku

o Laske: 56,5-3,1=

Syota laskulauseke.
Paina EXE.

@ Edit Action Interactive
53 e [iafsme 20 < 9] +
56.5%3.1
175.15
]
Alg Decimal Real Rad m
2.4 Jakolasku

™ Laske: 682,5:18,2 =

Jakolaskun symboli on =

Edit.

Delete poistaa vain sen rivin, jolla osoitin sijaitsee.

& Action Interactive

ﬂg% Undo/Redo

"|—%)—|'

Cut
564 copy
Paste
0 |Select All
Delete
Clear All Yariables
Clear All

175.15

Alg Decimal Real

Rad

m

Tai paina ensin Bkl ja sitten =]

£ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
E1] ¢y e sime | 12| w | AL v B3] o | B simp [T [ v | ALL | v
682.5/18.2 682.5/18.2
37.5 37.5
o 682.5
18.2
37.5
]
7~ N\
Line| = |yl | = > Lind| = |)Jym | = &
™ | e® | In |loggd| YO o | In |loggl| YO
W | x® | xt |logw(l)|solve( B | & | x™ [logw(l) solve(
W00 [toDMS| {™ | {3} | () W00 |toDMS| {=| | {3 | ()
sin | cos | tan | ° * sin | cos | tan | ° v
‘q-“‘ans‘EXE‘ ,‘ﬁ“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad m Als  Coecimal ) Real Rad ]

Keyboard

Shift

Jos asetuksena on Decimal, niin murtoluvut ndytetdén desimaalimuodossa.
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2.5 Laskennan jatkaminen saadulla tuloksella

EAiempi laskentatulos on 37,5. Lisaa tulokseen 22,5.

@ Edit Action Interactive
] b [afsme]o [ ]
682.5/18.2 4]
37.5
ans+22.5
60
]
[ ¥
Line| 2 |ym | = >
0" | e® | In |loggd| VO
(W] | =2 | x |logw(l) solve(
W00 |toDMS| (™ | {3} | ()
sin | cos | tan " ¥
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad m

2.6 Murtoluvut

ELaske: E+ﬂ
3 5

Syota murtoluvut. Nuolipai-
nikkeet ovat myos kaytetta-
Vvissa osoittimen siirtdmiseen.

Paina + ja syota 22,5

Huom: "ans™ ilmestyy automaattisesti nayttoon.

Valitse vastaus.

- Vaihtaa murtoluku- ja
. desimaalitilojen valilla.

L

# Edit Action Interactive

# Edit Action Interactive

AEdit Action Interactive

Sy o [aafsme [ [P ] [ee]er[a]swlmo [ [ | Qe Jiafsm @[]
2.4 0 (2.4 Ol (2,4 4]
3ts 3%5 3t
22 22 1. 466666667
1 15 0
] ]
2 v | 2
Line| = | ym | =« 3 Line| B | ym | = * Line| &2 | vl | = B
™ | e | In |loggd| YO ™ | e | In |loggl| YO ™| e | In |loggd| YO
W | =% | x! |logy(l)|solve( (W | x® | x' [logw(l)|solve( W | =% | = [logw(l)|solve(
BO0 [toDMS| (= | {} | () W00 [toDMS| {2 | {3} | () W00 [toDMS| (= | {1 | ()
sin | cos | tan | ° " sin | cos | tan | ° ¥ sin | cos | tan | ° ¥
|« [B [ % [ans x| |« [ B |5 | ans x| |« | B | B [ans [Exe|
Alg Decimal Real Rad ] Alg Decimal Real Rad ] Alg Decimal Real Rad ]
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2.7 Sekaluvut

E Laske: 33+51 =
5 3

Huomaa, etta 3% on sama kuin 3x% fx-CP400-laskimessa.

Ratkaisu. Vastaus desimaalilukuna.

& Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive & Edit Action Interactive
i br [afsm] [ [T [E]orJiafsm]o [ 1| [es]or [a]sm]o ] [WT- T
3% B 3+%+5+% u 3+%+5+% a

13 131 8.733333333

5 1 0
0 0

[+ ] v ] [+ ]

Line| 2 | yB | Yy
0™ | e | In |loggd| YO
(W | x2 | x™ [logw(M)|solve(

BOO [toDMS| (M | {3 | ()

Line | B | ym " >
™ | e | In |loggl| YO
(M| x® | x™ [log(W)| solve(

BO0 |toDMS| {™ | {3} | ()

Line| 2 | vl | = &
™ | e | In |loggd| YO
Wl | %2 | x7! [log(M)| solve(

BO0 [toDMS| (M | {3 | ()

o r a r o r

sin | cos | tan sin | cos | tan sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad | m Alg Decimal Real Rad | m Alg Decimal Real Rad | (m

E Desimaaliluku 3,1416 on suunnilleen sama kuin 7 . Kirjoita luku murtolukuna ja sekalukuna.

Komennot l16ytyvat Interactive, Transformation, Fraction —valikosta tai Catalog-valinnan kautta.

# Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
Ea] o [imafsme] o [ O] [ea] o [mafsm ] [T
toFrac(3.1416) 4 ] toFrac(3. 1416) 4 ]
3927 3927
1250 1250
propFrac(3. 1416) propFrac(3.1416)
177 177
3+1250 3+1250
b ]
[ v ] [ v |
Line| = |vm | = | = [«[s]T]ufv]w[x]»]
™ | e | n |loggd| VT tExpand ( Form
.

W | %% | x |loge(l)|solve(
W00 [toDMS| {=| | {3 | ()

o r

sin | cos | tan
Dq-“‘ans‘EXE‘ ] g e |

Alg Standard Real Rad | (@ Alg Standard Real Rad | @m
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2.8 Murtoluvun jakaminen

E 2
Laske: 3 _
1
6
Virtuaalindppaimiston kautta.  Sulkeita on kaytettava. Tai ndin.
£ Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive & Edit Action Interactive
) 60 () 0 0 o 2 55 0 0 S ) i ) S e S S B
2 [4] (2/3)/(1/6) [] 2,1 4|
3 N 3'6
1 0 4
6 0
4
]
[ v] ] v ]
2.9 Potenssit
E Laske: 3°-3% =
D.
Valitse
Kertomerkki ei ole vélttamaton. Samankantaisten potenssien laskusaant6?
£ Edit Action Interactive @ Edit Action Interactive
1] e [aasee o [ TG oy [ [ia]sw]m [T
32x33 4] 35 4]
243 243
3243 o
243
]
v ] 2

Line| = | ym | = >
0™ | e® | In |logg0| YT
[l | %2 | x7 [logy(l)|solve(
BOO [toDMS| {® | {} | O

BIQ = VB | = B
LD' ) e | In |logg7| VO
i %2 | w7 [logy(l)|solve(

BOO |toDMS| {® | {3 | O)

o r o r

sin | cos | tan sin | cos | tan

|« | B [T [ans b |+ [ B |G | ans x|
Alg Decimal Real Rad | (m Alg Decimal Real Rad | (m
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Huomaa, ettd voit kéyttdd myos . Huomaal!

£+ Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive
et ] b [iaafsm o[ [T ]t [ [ [
370 4] 3-1 (4 |
1 1
30 3
] i
]
v ] v ]

Line| B | vl | = >
™ | e® | In |losgl| YO
Wl | x2 | x™! [logw(M)|solve(

BO0 [toDMS| {® | {} | ()

Line| B | ym T >
™ | e | In |logal| YO
Wl | x® | x7! |logy(l)|solve(

BO0 [toDMS| {™ | {} | OO

a r a r

sin | cos | tan sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘1—“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad | @ Alg Decimal Real Rad | @@

. 54 22
= Laske: 52 =
Display. Vastaus desimaalilukuna. Valitse kynélla Standard.
£+ Edit Action Interactive & Edit Action Interactive & Edit Action Interactive
e[l [ TO | e [mafsm] [ T (R er [mafsm]m [ [ ]
54,2 0| |[5~ax272)7(2°3x5~2) 0| |[(5rax2~2) 7 (2~3x5~2) 4]
2352 12.5 )
25 0 q
2
1]
v | [ v | v ]
n > Line| 2 | yB | = > Line| 2 | yE | = >
logal| VO 0™ | e® | In |loggd| YO ™ | e® | In |loggd| VO
logy (M| solve( Wl | %2 | x' |loge(l)|solve( Wl | x® | x |logw(l)|solve(
{r| O W00 [toDMS| (™| | {3 | O BO0 [toDMS| {™® | {} | ()
° * sin | cos | tan | ° ¥ sin | cos | tan | ° ¥
‘ans‘EXE‘ ‘ﬁ‘ﬁ“‘ans‘EXE‘ ,‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad | @ Alg CDecimal ) Real Rad | @@ Alg  CStandard) Real Rad | m
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2.10 Merkitseviat numerot

E Syota 2 3600 000 neljan merkitsevan numeron tarkkuudella.

Valitse Basic Format.

Valitse esimerkiksi Sci 4.

Syota luku ja valitse.

[&] edit Action Interactive Basic Format & Edit Action Interactive
Variable Manager |Ii"?| v I-HyL v I Current Folder [“ti% I {e IfﬁﬂISiml’IfixA v I‘H7L| v [:
Yiew Window [ main | 'l I 2360000 u
Basic Format B Number Format
Graph Format 2360000 Mecid 0 2360000
Geometry Format : a
Advanced Format F"f 9 4]
Financial Format SC! ]
Default Setup 3'3! 1
Main S':! 2 [ ]
Keyboard o 5ci 3 [+
mauil [ Line | o= \/i 7 > || ASSISTANT Line % Vii o 3
™ | o | In |losgd| VT [V Descending Order 0™ | e | n |loggd| VO
W | x® | x |loge(l)|solve( g‘a‘arlable e Rl (M | %% | %! [logy(l)| solve(
@4, Q3 on Data
0o ftoDMs| (= | (3 | O " OO toDMS| {= | {3 | )
sin | cos | tan | ° ¥ sin | cos | tan ° ¥
‘4—“‘ans‘EXE‘ | Sat || Cancel ||Default ‘1—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad {m Alg Standard Real Rad ] Alg Standard Real Rad ]
Paina =21 Sci 4 muuttaa

luvun neljan merkitsevén
numeron tarkkuuteen.

~~Ldit Action Interactive
) Tilom] [T
2360000 [4]
2.360E+6
0
[
Line| 2 |V | = 3
0™ | e® | In |logg0| YO
| x® | x™' |logw(D)|solve(
BOO toDMS| {® | {3 | ()
gin | cos | tan | ° ¥
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Real Rad i

20| Sivu

Tassa on valittu Sci 9. Vaihda takaisin Normal 1.

# Edit Action Interactive

Cea] o Jiafsmfiee [ [T

5392370000000

]

5.39237000E+12

[
Line| 2 |V | = 3
0™ | &® | In |logg0| YO
W | x® | x™' |logw(D)|solve(
BOO |toDMS| {™ | {3 | O
sin | cos | tan | ° *
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Real Rad m




2.11 Nelidjuuri ja n. juuri

E Laske: \/5\/_=

Kertomerkki ei ole valttamaton.

## Edit Action Interactive

e b Jasw] [ [T

VExVT 4]
v 35
VovT
5.916079783
b
P e u
; -
Line | = (‘\/-i’ ) n %
0™ | &® | In |logg0| YO
(Wl | x® | x7! [lozw(l)|solve(
W00 toDMS (™ | {3 | ()
gin | cos | tan | ° ¥
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad (]

E Laske: 3’/1_4§/2_=

Syota laskulauseke.

Nelidjuuren ja potenssin vélinen suhde.

## Edit Action Interactive
i e [Rafsm] [V [T
11 4]
5272
¥35
0
[
Line| B | VB | = B
0" | e® | In |loggl| YT
W] | x® | x7 [logy(l)|solve(
BO0 |toDMS| {8 | {3} | O
sin | cos | tan | ° *
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad ]
0.5

il

Valitse vastaus ja paina =

Vastaus desimaalilukuna.

@ Edit Action Interactive

o sl [ TO T

& Edit Action Interactive

e [afsm] B [ T

£ Edit Action Interactive

Ceor[iafsml [ T T

yTa5/28 ol sy o |y ]

1 1 1 I 4.512199009

239.143 i
p O

7] 7] [v)

Line| = | ym | = S Line| = | vl | = > Line =2 |vm | = B

0" | " | In |loggd| VO 0™ | e | In |loggd| YO 0" | " | In |loggd| YO

(W] | x® | x! |logy(l)|solve( ] | x® | x' |log,(M)| solve( (W] | x® | x! |log(l)|solve(

BO0 |toDMS| {® | {} | O BO0 |toDMS| {™ | {3 | ) BO0 ftoDMS| {8 | {3+ | O

gin | cos | tan | ° § sin | cos | tan | ° v sin | cos | tan | ° :
‘*“‘ans‘EXE‘ ‘ﬁ“‘ans‘EXE‘ ‘«“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Real Rad | Alg Standard  Real Rad LT Alg Standard  Real Rad 1T
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Huomaa my0s tama.
& Edit Action Interactive

] G ) EN I G0
V52

]

Line| 2 | yB | = S
0" | e | In |losed| VO
(Wl | x2 | x™' [logw(W)|solve(

BO0 [toDMS| {® | {} | ()

r

sin | cos | tan
‘«“‘ans‘EXE‘

#lg Standard Real Rad | (@

2.12 Laskusdaannoét ja kaavat

a ¢ a+c a+b=b+a a"-a"=a""

bbb a-b=b-a nogn_ 8 om
(a+b)+c=a+(b+c) aa=me
ac_a (a-b)-c=a-(b-c) (a")"=a""

b d bd a-(b+c)=a-b+a-c Ha+b)=a+b (a-b)"=a"-b"
ac_ad_ad ~a-b)=-a+b a)’ a’
b'd b c bc —(-a)=a (5) o

ﬁ:\ﬁ\ﬁ £ Edit Action Interactive
a’=1 \/Zzﬂ 1| bor [ 1] sime 50| # [ 4| er

a—m_i y \N %
am n —Dly.n 3

b Xy—‘/; W 1.290994449

p 1

n|— = 3

! b y W 1.290994449

Yx=x"

22 |Sivu



E fx-CP400-laskimella voit my0s toistaa sdéntdja ja kaavoja.

Esimerkiksi. abc-painike nayttaa Voit palata takaisin
kirjainpainikkeet. painamalla | = | .
# Edit Action Interactive & Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive
i [Eafsm] ] [ea]erfaasm] [ TW | S or [aa]sm] o[- T
allxam o b
am+n
all 7ol
a—m+n
W
1
XII
—-m Line| = | yW | 7 > abc T oBy T Math TSymhoI]
a
1 ™ | e | In |logg0| YO 1/2/3(4/5|6|7|8|9(0|-
all W | %2 | x! |logy(M)| solve( glwle|r|t|¥|u|lilo|p|@
1, BOO [toDMS| {® | {3 | () a|ls|d|f|g|h|jilk|l]|:
q
? abhe sin | cos | tan | ° ¥ $|z|x|c|v|b|n|m|, |. [tars
P
2 7« |8 | % | x| ||« space  [EX|
Alg Standard Real Rad | @@ Alg Standard Real Red | (m Alg Standard Real Rad | @

2.13 Logaritmit

10-kantainen logaritmi

lgx __ X _
10-kantainen logaritmi 107 =x < Igl0"=x x>0

Logaritmiyhtalo Igx=c < x=10°

Logaritmilait ) =

ajab ovat po_sitiivisia 1) lg(a-b) =lga+Igb Huomaa!
lukuja. 2) Ig(%j:lga—lgb Ig3* =2-1g3

Lait patevat kaikille 3) lga* —x-lga (Ig3)° =lg3-1g3

logaritmijarjestelmille.

E Tutki kaikkia kolmea logaritmilakia. Aseta muuttujat esimerkiksi a=2, b=3 ja x=4.
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Laki 1.

Laki 2.

# Edit Action Interactive

# Edit Action Interactive

e[ [ikafsme] s [V

e o Tiafsm]mo] [T

Laki 3.
## Edit Action Interactive

e o ikafsm] o] [4A[ ]

W | x® | x™' |logyp(l)|solvel
B00 [toDMS {= | {3 | ()

log) ((2x3) 4] log (3 Sl |1ogyo(2%) 4]
log (3)+Hog(2) log(5)—log(3) 4-log(2)
0 O 0
[v] [v) 7]
Line| B | ym | = > Line| 2 | vl | =« B Line| B | vyl | = >
™ | e | In |loggd| YO ™ | e® | In |loggd| YO 0" | e | In |loggd YO

W | x® | x' |logy(l) solve(
W00 [toDMS| {®m | {3 | ()

(W | =% | x |logw(l) solve(
W00 [toDMS| {® | {3} | ()

sin | cos | tan | °© ¥ sin | cos | tan | ° v gin | cos | tan | ° "
|« | B [T [ans x| |« | B |G [ans x| [+ [ | O [ ans [ exe |
Alg Standard Real Rad | @@ Alg Decimal Real Deg | @m Alg Decimal Real Rad | im

ETutki, onko €"*=x < Ine* =x. Aseta muuttujaksi esimerkiksi x =5.

Ratkaisu.

Huomaal!Miksi?

Mita on log1000?

# Edit Action Interactive

£+ Edit Action Interactive

e o [ikafsm]eo [ T

] e Jikaswe ] ] [ [

# Edit Action Interactive

e afsm] [ W T

oln(s) 4 ]
5
InCe?)
5
b
Line| 2 | vE T >
=3 u
0 e lnj )()g.I:I VO

W | x® | x?

W00 [toDMS| {B | {} | OO

logy(0)| solve(

sin | cos | tan | ° ¥
‘4—“‘ans‘EXE‘

mel) 4]
1
]
Line| B | ym " 3>
0™ | e® | In |loggd| YT

W | x® | x! |logw(l)|solvel
W00 [toDMS| {= | {3 | ()

sin | cos | tan | ° v
‘4—“‘ans‘EXE‘

loglo(l) u
0
log; ;(10)
1
log;;(100)
‘D
Line| B | vyl | = 3>
0™ | e® | In |loggld YT

(W | =2 | x! [logw(W)|solve(
W00 [toDMS| {™ | {3 | )

a r

sin | cos | tan

I

ans ‘ EXE ‘

Alg Decimal Real Rad | (m

Alg Decimal Real Rad | m

Alg Decimal Real Rad | m
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E Kirjoita mahdollisimman yksinkertaisesti: 3lg4 —1g32+3lg2—1g16

Ratkaisu.

& Edit Action Interactive

53] b [T sime 1 [ v [ [+ TR

b

310810(4) _10810(32) +310810(2) _10810(16)

Selitd kayttdmatta laskinta miksi vastaus on nolla.

E Laske log, 32

Asetus on Standard ja saamme
tuloksen murtolukuna.
& Edit Action Interactive

] e [iasm] o [ W

1038(32)

5
3

Line| B | VO | = 3>
0" | " | In (losad) VD
(W | x2 | xt [logy(W)|solve(

BO0 [toDMS| {=| | {3 | ()

a r

sin | cos | tan

‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg (%ndﬁ ) Real Rad m

Pohdi, miksi?

& Edit Action Interactive
Pz Jiafsme] s [ [

solve (8%=32)
{=31

Mathl || [ine 2 VB | ® >
Math? |nefine| t | g | 4 | @
Math3 SO]V(I)&S]V 5 {H:E |
Trig |~

< > ()Y | {3y | [1
var

= > = + Z
abc

v‘*‘“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Real Rad ]

solve —komento l6ytyy
esimerksiksi valilehdelta
Math3.

Voit aina ratkaista yhtalén
my0s maalaamalla sen
kynalla ja valitsemalla
Interactive — valikosta
komennon Advanced ->
solve. Hyvéksy lasku
koskemalla OK.
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Tarkista, pitadko paikkansa, ettd logs;(9xy) = 2 + logs(x) + log;(y).

Valitse sovellus f(x)= Valitse positiiviset luvut. Syota yhtalon molemmat
puolet ja paina EXE.
£ Edit Action Interactive £ File Edit Action (%] £ File Edit Action (%]

1o [ [ R BOREDnilnEEIE S
g R EY N logg(9-x-3)

@|@@| - E| =R+logg (x) Haalud
C=E

|-

s > Line| = | vl | =« >
logg| O 0™ | &® | In |logg0| YO
logy(l)| solvel || %2 | x! (logw(l)|solve(

{y| O BO0 [toDMS| {® | {3 | ()

° ¥ sin | cos | tan | ° ¥
‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard  Real Rad | M| |Math Expression || |Exp: log(3,9-x-y) |5

Hymynaama kertoo yhtalon puolten olevan ekvivalentit. Saman voi tehd& laskemalla vasemman
ja oikean puolen erotukseksi luvun 0 Main-sovelluksessa.

2.14 Muuttujien kaytto

Vahvennetun nuolen avulla voi sijoittaa muuttujille arvoja. Tassé esimerkissa muuttujan x
arvoksi on sijoitettu 5. Talldin 2x on tietenkin 10. Muuttujan arvon voi vapauttaa komennolla
DelVar tai muuttujienhallinnan Variable Manager kautta.

Sijoitus ja muuttujan vapautus. Variable Manager Main kansio, Edit, Delete
£ Edit Action Interactive @Edit Action Interactive ariable Manage b |
3 [ [ s [ 3GV | (| oricBleMamageR] o [+ [+ + Edit View Al
View Window ;
o%x Basic Format man 0 Nars
5 Graph Format 5 .
2x Geometry Format X EXPR 32
10 Advanced Format 10
DelVar x Financial Format
done Default Setup
9 Main
X
Keyboard
2-x
Line| & | yW | = > mau I lne | o | VB | % 3
™ | e® | In |loggd| YO 0™ | e® | In |loggd| VO

Wl | %% | x! |logw(l)|solve(
B00 [toDMS {=| | {3} | ()

Wl | %% | x! |logw(l)|solve(
W00 [toDMS| {=| | {3 | ()

o r o r

sin | cos | tan sin | cos | tan

|« | B | T [ans [Exe | [« [Ba [ % [ons [exe | INPUT

Alg Standard Real Rad | @@ Alg Standard Real Rad | (@ Alg Standard Real Rad | @@
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3. Yhtalot

Fx-CP400 -laskimella voit ratkaista yhtal6ita ja yhtaloryhmia eri tavoin.

3.1 Ensimmaisen asteen

yhtilot

E Ratkaise yhtald. 3x—(x—3)=4x+5

Kirjoita tehtava sellaisenaan, maalaa se ja kayta Interactive —valikon solve -komentoa. Tama
menetelma sopii kaikkien yhtéldiden ja epayhtaloiden ratkaisuun. Laskin tdydent&dd komennot.

& Edit Action [Interactive solve # Edit Action Interactive
L‘fl%'ll"“ Trans‘[orrnatmrl v @ solve ‘E'% e }ﬁn Simp | Jbip | w [ AL | ¥
Advanced 4 = .
3x— (x—3) =1 PPN . ") Solve numerically solve (8+x=(x=8)=4+x+5, x) 4]
Complex v Equation: Bx—={x=3)=4x {x=-1}
List v Yariable: X 0
Matrix ¥
Yector 4
Assistani dSolve
Distribut| rewrite [ o ] [ cancel_| [+
: Financial| exchange : P 1
{ Mathl | [ine |Define |eliminate ,Mﬂﬂﬂ Line| ® | ym | = > : Mathl |[jpe 2= | v | = >
(Math2 || T . labSEmand \Math? ™ | e® | In |logal| VO Math2 || rw T |y loggl| %O
| Math3 andConnect | Math3 | Math3
Cre | M| % | X gethight —— Wl x® |t [logs(l) solve( : Wl | x® | x [logu(W)|solveC
T T T
51 W00 toDMS| {{ getleft I =2 o fopms| (= [ <7 [ O -8 1 ann fropms) (= | €3 | ¢
var - 2 Logic v Var : T 5 5 var : ; 5 5
i ahr sin COs al—l_ i ah: Sin COs an l i ah: SN Cos an l
,|+|%[%‘ans‘£)ﬂi ,|+|%[%|ans|£)€£ ,|+}%I%‘ans‘£)ﬂi
Alg Decimal Real Rad @ @@ Alg Decimal Real Rad = W Alg Decimal Real Rad @ @m
-3 2 2x X
E Ratkaise yhtalo —t—=——=
2 3 3 4

Valitse: Action, Equation/Ineg

# Edit - Interactive
ig

0y I@»J. Transformation
4]

Advanced

O Calculation

Complex

List

Matrix

Vector

IEguatlonlInegug solve

Assistant dSolve

Distribution/Iny rewrite

- Financial exchange

Mathl || command eliminate

| om absExpand
andConnect

LR getRight

B00 |toDMS| {! getleft

Logic 4

v v v W ¥ w ¥

COS f.l | |
‘4—“‘ans‘EXE‘

Standard

sin

Alg Real Rad ]

uality, solve

Kéyttajan pitaa tietaa kirjoitusasu.

# Edit Action Interactive

[051I&b1{3:|15imp111x§| vI—kH—l vl:
2_2x x u

solve( —+§ 371 )
{x=10}

vl | & >

Yo

log,e ()| solve(
{3] O

a r

Line
o™ In |logg0
| | x® | x*

W00 |toDMS

=

sin | cos | tan

EILIL

‘ ans ‘ EXE ‘

Alg Standard Real Rad 41T
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3.2 Toisen asteen yhtilot

E Ratkaise toisen asteen yhtalo. x* —5x—6=0

Valitse Interactive,

Equation/Inequality, solve Syota yhtalon vasen puoli. Saat lausekkeen nollakohdat.
£+ Edit Action solve _ £+ Edit Action Interactive
“Q%I@»J.Ifﬁn Transformation C © solve “ﬁ%l&»l}ﬁnlsmp]fi’wl v litlyt| v [

Advanced ’ . I
Calculation N () Solve numerically solve(x2—5-x—b‘. <)
Complex » Equation: x" (2)-5x-6 {x=—1,%=6}
List v variable: 0
Matrix 4
Vector >
IEguatlonj solve
Assistani dSolve
Distribut] ewrite
Financial| exchange
Line || Define | eliminate Mathl |[ine| = | vm | = | » Line| & |ym | = | »
o™ | en | 1febsExpand 0" | e | In |logad| VO ™ | o | In logs0| VT
andConnect
(W | x® | x getRight W | % | X |loge(l)|solve( W | x® | % |log(l)|solve(
NOO [toDMS| {! getLeft W00 [toDMS) {=| | (3 | O nOO [toDMS| {™ | {3 | O
sin | cos |t .Lo?lc | .l gin | cos | tan | ° " sin | cos | tan ° "
‘*“‘aﬂs‘EXE‘ [« [B [ % [ans x| |« | B |Gy | ans | x|
Alg Standard Real Rad | @@ Alg Standard Real Rad | m Alg Standard Real Rad | m

Voit my0s ensin kirjoittaa yhtalon, maalata sen kynalla ja valita sitten Interactive —valikon.
Talléin maalattu yhtalo siirtyy automaattisesti keskimmaisessa ikkunassa nakyvaan kohtaan
Equation.

Kommentti: Toisen asteen yhtalon normaalimuoto on ax? +bx+c =0 ja sen ratkaisukaava on

—b++/b? —4ac

2a

X =

E Ratkaise toisen asteen yhtald. ax?+bx+c=0

Ratkaisu. Ei ole tarpeen Kirjoittaa =0. Kokeile itse.
& Edit Action Interactive

(2] e [asime] 12 ] v | 4] o

solve (ax 2 +bx+c=0

{X_—(b— b2—toac) —(b+M)}

2-a D% 2-a

Osoita, ettd x; + x, = —S jaettd x,x, = =

a.
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™ Ratkaise toisen asteen yhtald: 3x* —10,5x—6=0

Otetaanpa erilainen ldhestymistapa. Tehtavan yhtald annetaan yleisessa muodossa ja ratkaisu

saadaan sijoittamalla tunnetut arvot.

Loydat Math3-valikosta symbolin | jonka avulla voit syottad ehtoja. Samassa valikossa on myos

aaltosulut.

£ Edit Action Interactive

i [ e [ sime [ | o
solve(ax2+bx+c=0 |{a=3, b=10. 5, c=—B6}

Pt}

0
(Math3d Jiine | = [vm | 2 | 5 | i | »

Trig |Define| f soive( | astv | * | {®BC 1 )

g v g,a\_ ! 4

[var<>(){}[]sz=
alvl £ | 2 - ans | EXE

™ Ratkaise toisen asteen yhtilo: —2x* +3x-5=0

Vaihda Real-tilasta Cplx-tilaan kynan avulla. Yhtalolla ei ole reaalisia juuria (ylempi laskurivi),

mutta silla on kompleksiset juuret (alempi laskurivi).

£ Edit Action Interactive

2 6 [fing]sime 2] v

sdve(ax2+bx+c=0|{a=—2,b=3,c=—5}
No Solution

solve(ax2+bx+c=0 | {a==-2, b=3, c==5}

{X_g_ml-:: X_§+v‘31-i}
=474 X1

Alg Standard QCp@ Rad
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3.4 Kolmannen asteen yhtalot

E Ratkaise kolmannen asteen yht&ld. x* —4x*+x+6=0

Nakyma 1

Yhtalo voidaan ratkaista
jakamalla se tekijoihin.

Vertaan nakymaan 1.

¢ Edit Action Interactive & Edit Action & Edit Action Interactive
nﬂﬂ&»[{ﬁjlﬁmlfﬁﬂ v lH}l v E 8pProx Transformation [%’%I&'Hﬁalﬁmlﬂxﬂ = [H}| = FL
simplify Advanced »
solve (x3—4x2+x+6=0 || ex and Calculation 4 factor (x3-4x2+x+6)
{x=—1, x=2, x=3} factor D | complex ’ (x+1)+(x-2)+(x~3)
b combine List 4 0
collect Matrix '
tExpand Vector 4
tCollect Equation/Inequality 4
expToTrig Assistant »
trigToExp Distribution/Inv. Dist »
Fraction » | Financial 4
Line|l B |yH | = | 2 DMS »|| Define [Math1 Line| 2 |yl | # | 2
0" | &® | In |loggd| YO Math2 | m | om | g loggl| VO 0™ | e® | In |loggd| VYO
W | x® | x' |logy(l) solvel W | %2 | x' |logw(l)|solve( W | x® | x [logy(l)|solvel
W00 |toDMS| {= | {} | () BO0 [toDMS| {® | {3} | () W00 [toDMS| {™= | {} | ()
sin | cos | tan | “ N sin | cos | tan | ° ¥ sin | cos | tan | ° *
|« B | & | as x| |« | % |5 s x| |« B | B | ans [ e |
Alg Standard Cplx Rad 17| Alg Standard Cplx Rad {m Alg Standard Cplx Rad m

Kolmannen asteen yhtal6ll& voi esimerkiksi olla reaalinen juuri ja kaksi kompleksista juurta.

Katso alla oleva tehtava.

E Ratkaise kolmannen asteen yht&ld. —2x° +5x* —x+2=0

Jos fx-CP400 -laskin on Real-tilassa, tulokseksi saadaan vain x=2,462 (ylempi laskurivi). Jos
kaytetdan Cplx-tilaa, laskin etsii my6s kompeksiset juuret. Kéyté likiarvoja Decimal.

£ Edit Action Interactive

] 6 [fara] s 2| v a

solve(—Z-X3+5~x2—x+2=U, x)

solve(—2-x3+5~xz—x+2=0, X)

{x=2.462}

{x=2.462,x=0.019+0.637-¢,x=0.019-0.637-i}

@ci@ QCpIDHad

Alg
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3.5 Yhtiléryhmat

E 2x—y+z=28
Ratkaise yhtaloryhma { x +2y —z = -5 .
x+5y—2z=-15

Koske yhtaloparin symbolia kahdesti saadaksesi kolmannen yhtalon. Erota ratkaistavat muuttujat
pilkuilla pystyviivan oikealle puolelle ja ratkaise koskemalla EXE.
## Edit Action Interactive

o [isaP] [ [T

2x-yv+z=8

x+2y—z==5
x+5y—=2z=15

Xy ¥y Z
{x=2,y=-3,z=1}

Line| 2 | ym | =« >
0" | o | In |loggl| YO
W | %% | x |logy(l)solvel
{ rm
TS ERIR

=) r

sin | cos | tan
‘1—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Cplx Rad | (m

. as - (x+y=1
ERatkalse htalo arl{ .
ymaiopariy_y 42y = 2
Avaa grafiikkaikkuna ndyton  Valitse lauseke ja veda se Algebrallinen ja graafinen
alaosaan laskun jalkeen. grafiikkaikkunaan. ratkaisu.
£ Edit Action Interactive # Edit Action Interactive & Edit Zoom 0 (]
) ) v 2 9 3 A 0 58 ) 2 = 5
— etc
{x+y=1 {x+y=1 {x+y=1 G-Solve x-Cal/y-Cal »
-x+2y=2|x, v X,y —x+2y=2|x, Modify |Root
{x=0, y=1} {x=0,y=1} Min
0 0 0 Max
fMin
TMax
y-Intercept
lintersection
= : = Integral ’
I -, ap y=—x+ 4 ;
Line| & | vyl | = > v J vExl 241 Ir!ﬂectlon
™ | e | In |loggl| YO 2t Distence
xf(x)2dx
W | x® | x |logw(M)|solve( N x e S
-T-E-5-4-3-2 | 2 3 4 5 8 T —-7-E5-5-4 =2 |0 2 3 4 856E 7
BOO [toDMS| (M | {} | O i /
-2t -2
sin | cos | tan | ° y -3t -3 i Qal:tion
; = A ¥c=0 —4ryo=1
B | [l
‘«“‘ans‘EXE‘ BB BB
Alg Standard  Cplx Raed | f(m| |Alg Standard  Cplx Red | f{m| |Rad Cplx |
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3.6 Logaritmiyhtalot

E Ratkaise logaritmiyhtalé Igx+Igx® =1g16.

Kirjoita ja maalaa yhtalo

Interactive, Equation, solve

Laskin tdydentdd komennot.

£ Edit Action Interactive # Edit Action & Edit Action Interactive
1] e | | simp [ 105 f v | - VH: % 1] f» | 29| Transformation I T2 e [ sime [ [+ [
[T [ TOT | [t st | [l-lisbelo T
loglo(x) +loglo(x3) =loglo(1 loglo(x) “3 [y Calculation 4 solve[loglo(x) +log10 —loHu
Complex 4 -
List g (x=23
Matrix 4 n
Vector 4
IEguatloanoIve I
Assistani dSolve
Distribut| rewrite
a Financial| exchange L
Line| 2 | ym | n | » [Mﬂﬂﬂ Line || Define |eliminate Line| B |y | = | »
0™ | e® | In |loggd| YO o™ | o® lE'hSEKF'E"'":| 0" | e | In |loggd| YO
andConnect
W | %% | x' |logy(l)solvel W | x® | x getRight Wl | x® | x' |logy(l)|solvel
BOO [toDMS {™® | {3 | () BO0 |toDMS| {!getleft BOO [toDMS| {® | {3 | )
. 3 r . Logic » . 5 r
sin | cos | tan sin | cos | ta. : | | sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Cplx Rad | (m Alg Standard Cplx Rad | (m Alg Standard Cplx Rad | (m
Vaihtoehtoisesti ndin
Keyboard @
Mathl |[jne| = | ym | = 3
Mathz | m | o= In |loggd| YOO
& Edit Action Interactive Math3 | "\ T sz | xC llogn(®) Jolve(
G or s [ O] RN - w810 O
ar
3 u sin | cos | tan | ° ¥
solve (log (10, x)+log (10, x°)=log(10, 16) abe -
{x=2} |""“‘S"S‘EXE‘

Huomaa, ettd x <0 on jatettdv& huomiotta logaritmiyhtal6ita ratkaistaessa.

3.7 Eksponenttiyhtalot

Eksponentiaaliyhtéld

a“=b © x=

a>0o0gb>0

lgb
Iga

Huomaa!
a"=a" = n=m
10"=a < x=

lga
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Ratkaise solve —komennolla.

Valitse funktion lauseke ja
raahaa se koordinaatistoon.

Algebrallinen ja graafinen
ratkaisu tukevat toisiaan.

# Edit Action Interactive & Edit Action Interactive & Edit Zoom Analy5|s 0 (x]
"ﬂ%l&»[{tzlsm]fgﬂv[% v BN ESEIEE R EEEEE [T
solve (102%-5x10%| |4} N1 02X 5% 1 0%+ solve(lOzx—5x10x+4=0
{X=0,X=0.E {x=0,x=0.6020599913} {x=0, x=0.6020599913}
b 0 0
¥ ¥
1l
1
=i ) 1 éx = 2 L E
_1_
=1
_2 _2-
[ DI
Alg Standard Real Rad {m] Alg Standard Real Rad | dm Rad Real [ m

3.8 Kaavan kanssa tyoskentely

E Laske ympyrakartion sade, kun tilavuus V =200 cm® ja korkeus h=30cm.

Ympyrakartion tilavuuden kaava: V :%ﬁrzh .

Kirjoitetaan yhtalo sellaisenaan, maalataan se ja valitaan solve —komento Interactive —valikosta.
Kayta var — vélilehden muuttujia. Kopioi positiivinen juuri laskuriville ja sijoita tunnetut arvot.

£ Edit Action

05 4

L

| & 1

Advanced

Complex
List
Matrix
Vector

Assistant
Distribut

Financial

Define

Transformation

Calculation

Var )

»
»
»
»
4
»
»

- so!\re

dSolve

rewrite
exchange
eliminate
absExpand
andConnect
getRight
getleft

Logic »

apc

¥

‘«“‘;ns‘lEXEi

solve

© Solve
) Solve numerically
Equation:
Yariable:

I'=((1)/(3))n

X1

a

f

i

g
e

¥

S R e
-
~

i

B T Y

X

¥y | z

CAPS

abc

v‘*‘-“‘ans‘EXE‘

& Edit Action Interactive

23] 0o [fi3sme e

4tz 8

solve [V=%-n-r2 +h, r]

3V

r=ﬁ

25
v

=

3V
Ed

| {IV'=200, =30}

r=2.9523132522

245
Vi

r=

Alg

Standard

Real

Rad ]

Alg Standard Real Rad

1

Alg Decimal Real

Rad i

Ympyrékartion pohjan sateen pituus on noin 2,52 cm.
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3.9 NumSolve -sovellus

ClassPadissa on oma sovelluksensa numeeristen arvojen ratkaisemiseksi. Paavalikosta [0ydat

sovelluksen NumSolve.

Kirjoita yhtalo sellaisenaan
var-véalilehden avulla. EXE.

Kirjoita tunnetut mitat
niille varatuille paikoille.

Valitse ratkaistava suure ja
paina solve-nappainta.

& Edit Solve ¢ # Edit Solve _g Edit Solve ¢
sove] -] v o] -] ] (D]
Equation: Equation: Equation:
1.2 0 =L.z.r2.
V—Snr k V—Snr h V—3 7r<*h
O v=200 V=200
Or= 2.52313252202018
o h= 30 i h=30
Lower=—9E+999 Lower=—-9g+999
Upper= 9g+999 Upper= 9g+999

ble|d|el|f Mathl | o | 5 | ¢ | d | e | F Mathl | o | 5 (¢ | d | e | F

] i 7 k i F:{ I3 i J k I & R i 7 k i
nl|lol|lp|lag|r m|n|o|p|le | r m| n|o|p2|ae|r

[4 u v w x g A u v w x g ¢ u v w x

( var )
v z CAPS v z CAPS v | z CAPS
abc abc abc

,‘*“‘ans‘EXE‘ ,‘4—“‘ans‘EXE‘ ,‘4—“‘ans‘EXE‘
Rad Cplx 1e-10 | Rad Cplx 1e-10 Lo Rad Cplx 1e-10 [

Ympyrakartion pohjan sateen pituus on noin 2,52 cm.

Tama sovellus sopii erinomaisesti fysiikan kaavojen avulla ratkaistaviin numeerisiin tehtaviin.
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4. Funktiot ja kuvaajat

4.1 Funktioiden syottaminen ja kuvaajien piirtaiminen

E Syota funktio f, joka maaritelldan f(x) = x® —2x* —x+2 ja piirra sen kuvaaja.

Valitse paavalikosta Graph & Table.

L

r

MENU &

i

-
wiel DiffEg—
Graph

EN[al Main

eActivity Statistics
e ——

|

e
Geometry . Conics
mNumSolve

Sequence [Financial

— O

Spread nm By Graph&
(e D
[ 4

Syota funktion lauseke.

File Edit Type

B IRNEEE S

Sheet1 [sheet2[Sheet3 [Sheat4 [Sheet5| |
My1=x3-2.x2x+2 [_]n

!_\u'?:m g

Line 2 | vyl | = &
0" | e® | In |loggd VO
W | %2 | xt |logy(W) solve(

BO0 [toDMS| {® | {3 | O

r

sin | cos | tan

BLE

ans ‘ EXE |

Rad  Real [

Néakyma.

## File Edit Type ¢
HEENEEE N
sheet1 [sheet2 [sheet3 [sheet4 [sheets| |
[v1:p

[Jw¥2:0

[J¥3:0

[Jva:0

[¥5:0

[Jv6:0

[J¥7:0

[v8:0

[¥9:0

[ y10:0

[Jy11:0

[Jy12:0

[Jy13:0

[v14:0

[1v15:0 2
Deg  Real [

Piirrd piirtopainikkeesta.
£t Edit Zoom Analysis ¢
BEEEREE D
Sheat1 [Sheet2 [Sheet3 [Sheet4 [Sheet5| |
Myl=y3_3.x2 42 —0
[Ow2:0
[J¥8:0
[v4:0
[v5:0

[Jv6:0
[ l.:7:00

| o
\_\_\—‘_‘——_

-TE-5-4-3-2 [g|] I.2 3 4 5 & 7

ot
—at
_al
st

[Ey |y

Rad  Real [ m

Kuvaaja ei vélttamatta nayta tallaiselta. VVoi olla, ettei kuvaaja ndy kokonaisuudessaan. Tama
tarkoittaa sitd, ettd nayttdikkunaa zoomausta on saadettava.
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Valitse View Window.

Voit valita esimerkiksi
seuraavan asetuksen:

Tamaékin nayttaéd View
Window -valinnan.

L8] Edit Zoom Analysis e do x & File Edit Type
e [ il Wemor BEEIEEE
Basic Format sheetd [Sheets Qx—log [ly-log Sheet! [Sheet? [Sheet3 [Sheetd [Sheets| |
Graph Format 2 — 0 Hmin i=10 4] M vi=x3_2.x2 x4+ —
Geometry Format l ;";’:IE: 10 l [y2:0 .
:.d"a"':.e'lj FF°”"3: dot :0.0649350649350649 [Jy3:0
Oy
max [ .
Window v 7] [ ly5:0
Keyboard o | ok || cancel || Default | [dve:0 u|
Close — r— LL7-0 —~ —
3 [Jv8:0 SE
3 [Jv9:0
e ., [Iv10:0
-F-E-5-4-3-2 /' T8 3 4 85 B 7 Dyll[l _‘9. L g;\\ ...... E.l ]
:g [Iv12:0 i
4 [v13:0 C
-5 [v¥14:0 -9t
| % [lw1R=0 n | %
Rad  Real [ Rad Real i Rad Real [
Grafiikkatilassa voit valita esimerkiksi komennot Grid On ja Labels off tai muita komentoja
tarpeen mukaan.
Voit myos valita vérin. Kokeile Zoom-komentoa.
[%] Edit Zoom Analysis Graph Format # Edit Analysis ¢
[ :?ria:]',l.! :anager : “Basic [Special [EI[I% E::tor & | e I e
iew Window -
 [Sheeshee || || s Sheetl Blzoom 1n  Peett[Sheets| |
( Graph Format 2 — [G:ﬂmher [v] ¥ v 1=5 Zoom Out —0
Geometry Format . [ off [v] [Jxv2:0 gultc! | .
A!:Ivanl:ied Format inequallty Plot [3:0 rigina
Financial Format [ Union | 'l [x4:0 Square
Default Setup . | Round
Window » Sketch Color - []y5:0 Integer
Keyboard v [¥ Labels Oy 6: u Pr.e?riolus n
Close []G-Controller el |'1|_tl3|lIE
a []Draw Plot Quick 4
[¥ Graph Function
! x [¥ Coordinates 4l
-76-5-4-3-2 [p| 1.2 3 4 5 6 7 [ ] Leading Cursor
-z [] simultaneous Graphs x
-3 [ Derivative/Slope = Zl c \_/Q o
=4
4l
]
I = | Set | | Cancel | | Default | e
Rad  Real | @@ |Rad Real @ |Rad Real [ m
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Tassé on valittu Zoom, Box lahentdmisté varten. Harjoittele suurentamista ja pienentamista.

£ Edit Zoom Analysis ¢ (%]
Sheet1 [Sheet2 [Sheetd [Sheetd [Sheet5 |
M y1=x3-2.x2—x+2 —
[Ja2:0
[J»s:0
[Jwa:0
[w5:0
[wv6:0
[ 1,700
¥
1
e — 71 o 1\_/2 3 =
/ T Box
EES
(2.45, -0.95) Com

#+ Edit Zoom Analyms *

Yo I Eg I 52 I .......

nn L\_[

Sheet1 TsheetZTsheetSTsheetﬂsheetﬂ

M y1=x3_2.x2-y+2
[Ja2:0
[¥3:0
[x4:0
[Ty5:0

[Jw6:0
[1a.70

—1

X

]1 0

N

Rad  Real

3L
[ m

Voit palata alkuperdiseen kuvaan valitsemalla Zoom -> Original.

E Piirrd samaan koordinaatistoon kuvaajat f ja g, jotka maéaritellaan
f) =x3=2x2—x+2jag(X)=2x"+x-2.

Valitse paavalikosta Graph & Table.

Syo0ta funktiolauseke y2.

& Edit Zoom Analysm 0 Style Settings | Graph Plot Type |
— == I T -
YzI[”IEEI uH b.— 1 'C:' Normal f—
Sheet1 TSheetZTSheet3TSheet4Tsheet5] - ) Thick q :
vl=x3_ 9.2 — Graph Plot r 1 B
o * 22 TN s (" Broken Thick femm==- 1
M y2=2. - — Line Color
5 ; XHx—2 - (::, Dot Plot T_VDE [tbooooooood 1
va.
Dy4:|:| - OThiI’I I 1
[ ]¥5:0
Oyt [emee | |
= e Ay
3
1 /z /2
5 2 §l o /&_%& 3 - t_ 2 3 . -3 2 9l o
BEE EBIE
Rad  Real [ Rad Real [ Rad Real

Tassa naemme kuinka helppoa on erottaa kuvaajat toisistaan kayttamalla eri vareja. Voit muuttaa
vareja ja viivan vahvuuksia funktiolausekkeen oikealla puolella sijaitsevien varivalintojen avulla.
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Settings Menu Main Resize Swap HRotate

& B8 Vo BE BE ML

Resize-komennolla voit suu- Valitse Analysis ja Trace. Voit kayttaa ylos/alas-
rentaa ikkunan koko nayttoon. nuolipainikkeita kuvaajan
vaihtamiseen.
£ Edit Zoom Analysis ¢ (%) % Edit Zoom |Analysis| ¢ () & Edit Zoom Analysis (<]
v | B | Le, | Bl e ] Trace ) i U e ] ] e P .
= Sketch » =
&) G-Solve vl=x" —Z'XAZ—;“FZ
Modify
5
4
3
1 % 25,1.49581)

L

/I\/z g -5 -2

S

xc=0.325 | yc=1.4980781
| | |

Rad  Real m Rad Real [ Rad  Real ]

Vasen/oikea-nuolipainikkeella voit siirtda kohdistinta. VVoit saada selville valitulle kdyrélle
kuuluvan pisteen x- ja y-koordinaattien arvot. Numeron&ppdimen painaminen siirtd4 kohdistimen
tarkasti haluttuun kohtaan, esim. kohtaan 7.
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4.2 Taulukot

Jos haluat piirtdd kuvaajan késin, on kédytettava taulukkoa, joka nayttéa x- ja y-koordinaattien
yhteenkuuluvat arvot. Laskinta voi kayttaa téllaisen taulukon luomiseen.

E Luo taulukko x- ja y-koordinaattien arvoille lausekkeessa y = x> —2x* —x +2.

Valitse Graph & Table. Syota funktiolauseke Valitse taulukkopainike.
MENU & £ File Edit Type £ Fjla Fdit Type ¢
. 50 T () (53 550 o e 50 K 5 ) 7)o
g\ Main sheet1 [sheet2[sheet3[Sheetd [sheets| || [[Sheet1[Sheet2|Sheet3|Sheet4 [sheets| |
— _ Myl=x3_2.x2—x+2 == M vi=x3-2.x2—x+2 =
l::ieActivity . Statistics [ly2:0 [ly2:0 l
: Oys:0 WEEHN
e — . Ly4:p Cy4:p
Spread- n e Graph& : .
@ sheet Table [y [lvs:D
: [y6:0 [Iv6:0
~ 3 — 3 [OJv7:0 .71 EI
@ Geometry . Conics Oys:0 x - vl 4]
. : . [y9:0 1 0 -2
- | | :
g:};‘;?' m-umSolve [J¥11:0 4 30 31
[I¥12:0 5 T2 54
- - - [y13:0 2
Sequence [Financial [Ov14:0 <«  [»]
Cle15n 4 |k %
- @| |Rad Real ! im| |Rad Real [

Kuvaaja ei vélttamatta nayta tallaiselta. Tama riippuu siitd, millainen Table Input -tila on

valittuna laskimessa.

Paina painiketta
Table Input.

[Jv2:0
[Jv¥3:0

& Edit T-Fact Grap
B3]

Sheet1 [Sheet2 [Sheet3 [Sheetd [Sheet5| |
My1=y3-2.x2-x+2 l—lu

Valitse Start, End ja Step.

Table Input

Start: |0

Valitse Derivative/Slope Off.

Graph Format

Basic |Special

Axes

End :[30

Step : |2

Line

Tt

3

D.

loggll

Yo

W | x?

logy(l)

solve(

_[u]n]

{1

@]

sin | cos

tan

o

r

| Number

[*]

Grid

[ off

]

Inequality Plot

[ Union

[+)

Sketch Color

¥ Labels

[ ] G-Controller
[]Draw Plot

[V Graph Function
M Coordinates
[]Leading Cursor

Mhs
Derivative/Slope
\

.

[~ 1%]

‘ ans ‘ EXE ‘

| Set

|| Cancel || Default

Rad Real

m

Rad Real
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Taulukko nayttéa nyt téllaiselta.

Paina Draw-painiketta. Tulos View Window.
jt T-Fact Graph ¢ £ Edit Zoom Analysm * do X
P : File Memory
[¥ [x-log []y-log
[ ¥min 0 4 |
d max 30
scale: 2
dot :0.0974025974025974
- ymin :[i]
max 30000 u
= I 0K || Cancel II Default |
n Mathl | Line L
- 0™ | e® | In |logg0 '\/ﬁ
" (W] | x® | x [logw(l)|solve(
. BO0 ftoDMS| {M | {3 | O)
" - sin | cos | tan | ° v
n
wn " L3 EL =L
BE 7‘+“‘ans‘EXE‘
Rad  Real @ |[Rad Real [ fm| |(Rad Real (m
Muuta Table Input -valintaa.  Tulos Paina Draw-painiketta.
Table Input & Edit T FEII:‘t Graph * & Edit Zoom Analysis &
(@ERE -‘ BEEEEREFE S
Start:|—3 | —| = 5
d :|3 | X vyl |
step 1[0, 2 | -3 -40 ™ : :
tep (0. -2.8 -32. 832 "
-2.6 —26. 496 & 5
-2.4 —-20.944
-2.2 -16.128 [
-2 -12 | Ifl'B
¥ o1 5
B O L
-1.8 == " . ¢ X
.!*y 3.6 : 0 V 2.7
Vvl 4 > m |m . = -1t
n n
In |logg0| YO " 1 g - o
x1 |logy,(0)| solve( - x 5
—3.5 ) O 3.7 ; _al
B {0 B =" =
tan | ° " O : =I
ol
L,
% | ans | £ | BE [
@ |[Rad Real [ @l |Rad Real [ m
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4.3 Kuvaajan pisteet, nollakohta, maksimi- ja minimipisteet

E Syéta funktio f, joka maaritelldan f (x) = x> —2x* —x+2 ja piirra sen kuvaaja.

Eb) Maarita f(2,5)

E c) Mééritd x kun f(x)=-12

E d) Méaérita kuvaajan mahdolliset nollakohdat.

E d) Maarita kuvaajan mahdolliset maksimi- ja minimipisteet.

a)

Katso kappale 4.1 ja jatka kuvaajan kanssa tydskentelyé seuraavassa naytossa. Kayté oikealla

nakyvié asetuksia koordinaatistolle.

& Edit Zoom Analysis ¢ (<]

i (R 2] AEES

¥

B

File Memory

[Jx-log []y-log

¥min =2
max :3
scale: 1

ymin =3
max :3

dot :0.0162337662337662

0K || Cancel || Default

T Ed

Line | B | ym
o™ | e®

loggl| %00

W | x® | x™

logw(l)| solve(

B00 |toDMS| {™

i3] O

sin | cos | tan

r

%=

ans ‘ EXE ‘

Rad  Real [

Rad  Real
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b)
Valitse Analysis, G-Solve.

x-Cal/y-Cal. Valitse y-Cal. Sy6té x:n arvo Nakyma.
% Edit Zoom [Analysis] ¢ & Edit Zoom Analyms # Edit Zoom Analysis # (%]
78 BRI T l”_L]'[_ EEEEE g B EEEREEE
etc
G-Solve x~Cal/y-Cal * v v1=x"3-2:x 2 x+2
Modify |Root a
Min
Max
TMin
. fMax x-value:[2, 5 | 1
y=Intercept
i = Integrall 4 g 5
Inflection Line| = | yW | = B
Distance ~ = [
-1 xff(x)2dx . e” | In [loadl| VO -1
(W | 2 | x |logy(l) solve(
. OO [toDMS| {™ | {3 | ) .
sin | cos | tan | ° ¥ y—Cal
By | Pk ¥c=2,5 yc=2.625
B ‘4—“‘ans‘EXE‘ 0OE
Rad Real [ m Rad Real T Rad  Real [

Vastaus: f(2,5)=2,625

Kommentti:
Voit madrittdd kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteen y-Cal -toiminnon avulla.
Sen sijaan, ettd antaisimme arvon x =0, voimme kayttda myos y-Intercept -toimintoa.

# Edit Zoom 0 (%] # Edit Zoom Analysm .
e e e B[REf> BEEEEBE 13_]'[:
= — Sketch 3 i
v1=x"3-2-x" |GES0INg x-Cal/y-Cal yl=x"3-2-x" 21’“'2
Modify |Root
Min
Max (0,2)
fMin
q fMax al
y=Intercept
L 5 Integrall 4 . - = £
Inflection \/Q
Distance
-1 fo(x)zdx -1}
- _al
y-Cal y-Intercept
¥c=2,5 yc=2. 625 xc=0 yc=2
LS EBIES
Rad  Real [ Rad  Real Tom

Leikkauspiste y-akselilla on (0,2).
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c)

Analysis, G-Solve ja x-Cal.

Syo6ta y-arvo. Paina OK.

Tassé ikkunan kokoa on jo
muutettu, View Window.

#+ Edit Zoom |Analysis| ¢ (%) # Edit Zoom Analysis ¢ X # Edit Zoom Analysis e x
TH BB ) B B 2 A B O O B2 ) 2 ) A (B e B
etc » — : : = : : . — =
x-Cal  ||x=Cal/y-Cal _2 * v1=x"3-2-x"2-x42

y-Cal Root - /_i\

‘ / Min i
=] 1 o 0 T

-1 |Max -1

-2t |fMin -2

-3t | fMax y-value: |_ 12 | -3

—4[ | y-Intercept -4

5 -“ -m -5

= | Integral r -

:; Inflection Line| & | vym | = | * i;

g (Distance ™ | e | In |loggd| YO -3

_igb [ ESFOO?dx -10

2 -1

1 | | x x! |log(l)| solve( 0

-1z W00 [toDMS| {® | {} | () —1gt

-13 = = = -13
by sin | cos | tan _14 ¥-Cal

: - Ne=— ye=—12
Es | [k ‘

BE ‘«“‘ans‘EXE‘ B
Rad  Real I fm| |Rad Real 7 @b |Rad Real [

Vastaus: x = —2 kun f(x) = —12

d)
Analysis, G-Solve ja Root.
£+ Edit Zoom Analysis e X & Edit 2oom Analysis ¢ X # Edit Zoom Analysis e X
wlelRlEEmRE] | EEEEEEEN | R E
v1=x"3-2x"2—x+HZ v1=x"3-2.x"2-x+HZ ¥1=x"3=2.x"2-xH%Z
== Lo - ' =] F— O] . = S Ao
-1 -1t -1t
= -l -2t
-3 -3t -at
-4 -4t —4r
- i =t
-6 -6t -6t
-7 -7t st
-8 -8t -a
-9 -t -at
-10 -10t -10}
-11 -11f -11f
-1z —-12} -2k
-13 -1at —1a}
14 Root 14 Root Y Root
xc=—1 yc=0 xe=1 | yc=0 ¥e=2 Lyc=0
&%) L) BIEY
Rad  Real | @m |Rad Real [ qm Rad Real [

Muut nollakohdat 16ytyvat painamalla oikeaa nuolipainiketta.
Vastaus: Kuvaajan nollakohdat ovat (-1,0), (1,0) ja (2,0).

Kommentti:

Voimme ratkaista yhtalon x* —2x* —x+2 =0 graafisesti maarittamalla kuvaajan f nollakohdat.

Voit lukea liséa yhtélojen graafisesta ratkaisusta kappaleesta 4.5.
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e)

Analysis, G-Solve ja Max. Analysis, G-Solve ja Min.
& Edit Zoom Analysis (%] £ Edit Zoom Analysis e X
HEEIEREED N EEERENE D

y1=x"3-2.x"2-¥+2 v1=x"3-2-x"2+%+2

-2p-0.215,2.1128)

=2

Max Min

¥c=—0.21525 st yc=2.1126118 xc=1. 5485837 yc=—0.63113
B (%%
Rad  Real [ am Rad  Real [

Kuvaajan maksimikohta on (-0,215,2,113) ja minimikohta (1,549,0,631) .

Huomaa! Jos kuvaajalla on useampia maksimi- ja minimikohtia, voit nayttaa niiden
koordinaatit painamalla oikeaa nuolipainiketta.

Tarkista:
& Edit Action Interactive & Edit Action Interactive
e br [iafsm] B [ [T [ei[ o [iafsm] o [ o[
Define f(x)=x3—2x2—x+2 solve (diff (x3—2x 2—x+2) =0
done {x=-0.215,x=1.549}
&iff (£ (%)) D
Fexd—dex—1

solve (ans=0)
{x=-0.215,x=1.549}

D

Line| B | vl | =« Y
0" | e | In |loggd| YO
Wl | %2 | x™t [logy,(W)|solve(

BO0 [toDMS| {® | {} | ()

Line| 2 |yl | = Y
" | e | In |loggl| VO
Wl | x® | x7! |logy(l)|solve(

BOO [toDMS| (M | {3} | O)

a r o r

sin | cos | tan sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Real Rad | @m Alg Standard Cplx Deg | (m

Tama tehdaén néin: f'(x)=0, kun x = —0,215 tai x = 1,549.
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4.4 Kuvaajien leikkauspisteet

B Syota funktio f, joka maaritellaan f(x) = x* —2x* —x+2 ja piirrd sen kuvaaja.

Piirrd g:n kuvaaja, joka maaritellaan g(x) =2x*+x—2 samaan koordinaatistoon.
Maéarita ndiden kahden kuvaajan mahdolliset leikkauspisteet.

Analysis, G-Solve ja
Intersection.

Né&ytd seuraava leikkauspiste painamalla oikeaa nuolindppéinta.

£ Edit Zoom Analysis ¢ (x]

-

& Edit Zoom Analysis ¢ (<]

& Edit Zoom Analysis e (x]

-

y2=2+x"2+x-2

=k~8-2.x"2F

—

y2=2x"2+x-2

v1=§"3-2.x"2F

- (0.B536/0.311)

Intersection

Intersection

yc=—0. 670549 yc=0.3110183
| | |
Deg  Cplx | Deg  Cplx | Deg Cplx 1o

Vastaus: Kuvaajien leikkauspisteet ovat (-1,103; -0,671) ja (0,854; 0,311).

Kommentti:

Muista tarkistaa graafinen vastaus ratkaisemalla yhtdlo x° —2x* —x+2=2x"+x-2

algebrallisesti. On olemassa myds kolmas leikkauspiste. G-Solve valikon komennot rajataan
automaattisesti nakyvan koordinaatiston alueelle.

# Edit Action Interactive

£t Edit Zoom Analysis ¢ (%]

£ Edit Zoom Analysis ¢ (%)

B 1] e [ fo | simp | J2xp | w [ L1 | ¥

| EE

3 2—x+2

done

Define f(x)=x~-2x

Define g (x)=2x2+x—2
done
solve (f (x)=g(x))

{x=-1.103, x=0. 854, x=4, 24!p|
O

Mathl |[ine = /| x >
0™ | e® | In |loggd| YT
W | %2 | 2! |loge(l) solve(

BOO [toDMS| {® | {3 | O

a r

sin | cos | tan

]

v1=x"3-2-x(*2—x+2

Intersection

e | L -30 ¥c=4. 2491405 yc=38.359531
‘ﬁ“‘ans‘EXE‘ B By | 5
Alg Standard Real Deg {m] Deg Real L m Deg  Real m
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On siis olemassa kolmaskin leikkauspiste niiden kahden liséksi, jotka ensin 16ysimme graafisesti.
Loytadksemme tdman kolmannen leikkauspisteen koordinaatistosta meidén on siirryttava
akseleilla positiiviseen suuntaan.

Kolmannen leikkauspisteen x-koordinaatti on 4,249.

4.5 Yhtaloiden graafinen ratkaiseminen

Kéytdmme ensin Intersection-komentoa yksinkertaisen yhtélon ratkaisemiseen.

.. X-3 2 2x X ) .
Kappaleessa 3 ratkaisimme yhtalon > +§ = 32 Main-sovelluksessa. Tdma yhtald voidaan

ratkaista myos graafisesti. Sijoitamme yhtalon vasemmalle puolelle y1 ja oikealle y2.

Valitse molemmat yht&lot. Saada View Window sopivaksi. Painamalla EXE voit merka-
Piirra kuvaajat. Analysis, G-Solve, Intersection. ta pisteen. Tarkistus laskemalla.
£t Edit Zoom Analysis & (%] # Edit Zoom |Analysis| ¢ (] & Edit Zoom Analysis ¢ (%]
o == (5] he | B | D Trace i) (il e x
Sketch 4
T Vicd
G G-Solve x—Cal/y-Cal » o |
3 Modify |Root 5 (10,4.1667)
4 Min ar
3 Max 2
2 fMin 2
1 r 1
' ,é’zéiléé%éélblil'zfsx ' /2éiéé"max ' /2éééé+éé1u1'11'21'sx
: -Intercept :
2 B i | A
Integral 4
SheeﬂTShe:tZTZSheetBTsheestheetﬁ Sheet Shee3t2 28heet3 8 Inflection solve( x%S . % - % X5
X0 _ 4 — X5 _ 4 Distance
My1=""+3 — Myi="3"+3 ATFO02de {x=10}
[¥3:0 [¥3:0
Ova:0 [Cva:0
[ l¥5:0 [ ]¥5:0
Rad  Real Lo Rad  Real m Rad  Real L m
. X=3 2 2X X i
Yhtalon —— +—=——— ratkaisuon x=10.
2 3 3 14

E Ratkaise toisen asteen yhtald x> —5x—-6=0.

Tassé tehtdvéssa kaytdmme Root-komentoa yhtalon ratkaisuun.
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Syota funktion lauseke.

Analysis, G-Solve, Root.

Oikea nuolindppéin antaa
seuraavan nollakohdan.

& File Edit Type o % Edit Zoom |Analysis| ¢ (x) £ Edit Zoom Analysis e X
R (251 2 KA 21 =31 01 B O 58 i =) (3 8 5 2 3 [ ()
gtcl ’ - —
Sheet1 [Sheet2 [Sheet3 [Sheetd [Sheet5 | G=50ivE —Cal/yCal * 1=x"2-5-x[%6
Myi=x2_5.x—6 — 39 | Modify |Root
[v2:0 20 Min
[Jv¥3:0 25 an:x
. in
Dy4:|] 20 fMax
g y5:0 15 y=Intercept
v6:0
Os7:0 a4 Integral 4
[Jv8:0 5 Inflection
[v9:0 Distance o n NI
l:‘y]_[]:D -4 -3 -2 Y 12 3 Jrff(x)zdx 1,0y 2 3 4 & 7 8 9
Ovl1:0 _\\‘//
[yl2:0 -10 -10
[v13:0 -15 -15 Root
[w14:0 xe=—1 yc=0
[w18-0 | % | %
Deg Real | |Deg Real [ Deg Real [
Tarkistus
& Edit Zoom Analysis e (%] £ Edit Action Interactive
HEEEEREE AR ENMENE
1=x"2-5:x76 solve (x"~2-5x—6
{x=-1,x=6}
]
Line| = | vl | = 3>
B v B AR B 0" | e* | In |logl VO
x Wl | x® | x7! [logw(W)| solve(
-10 BOO [toDMS| {™ | {3 | ()
-15 Root sin | cos | tan | ° ¥
¥c=6 yc=0 - =
BE |+ [% % | o | ox |
Deg Real T Alg Decimal Real Deg AT |

Toisen asteen yhtalon x> —5x —6=0 tulokset ovat x=-1 ja X =6.

E Ratkaise yhtaloryhmé graafisesti.

2x-3y=-3
X—y=-2

Yhtélo on ensin muunnettava muotoon y =ax+b.
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Ratkaistaan y ja avataan funk-
tioluettelo

Raahataan ratkaisut y:lle.

Leikkauspisteet graafisesti.

& Edit Action Interactive & Edit Action Interactive ___ & Edit Zoom [Analysis| & ()
] & [ea]sme [ [+ ]| 8 8 N ) (3
etc =
solve (2x-3y=-3, ¥ G-Solve x-Cal/y-Cal »
{y=ﬂ+1} Modify |Root
3 77 Min
solve (x—y=-2, ¥ i Max
{y=x+2} filin
O fMax
y-Intercept
Intersection Il
Integral 4
Line = | ym | = | 2 Sheet1 [sheet2 [sheet3 [/ |\ fiaction
—2X —2X Distance
o™ B | In |loggd| VO Ov1=5"+ — Myi=="+1
¢ n_Jloagl) VO 3 3 ()2 dx
W | x® | x' |logw(l)|solve( [v2:0 M v2=x+2 T—T
OO [toDMS| {™= | (3 | O) [dy3:0 [dy3:0
sin | cos | tan | ° ¥ Oy4:0 Oy4:0
= = []¥5:0 [T]¥5:0
‘4—“‘ans‘EXE‘ [v6:0 [Jy6:0
Alg Standard Real Deg m Alg Standard Real Rad | (Rad Real m
EXE:n painallus j&ttaa pisteen
koordinaatit nakyville. Tarkistus algebrallisesti.
£+ Edit Zoom Analysis ¢ (%] # Edit Action Interactive
Yo | EE | e PR | (B3] e | [ sime | 20| v (A | v
vi1=2.x/3+1 ¥ solve (2-x=3-y==3,¥)
V2=x+2 4 2ex
. {y=21]
solve (x—y=—2, ¥)
{y=x+2}
2%
) |y— 3 +1
Tz y=x+2 s,y
{x=-3,y=-1}
1]
—d
_| Intersection
¥L=—3 ye=—1
(B[
Rad  Real {m Alg Standard Real Rad i

Yhtéléryhman ratkaisu on x=-3 ja y=-1.
Harjoittele graafisia ratkaisuja yksinkertaisilla, toisen ja kolmannen asteen yhtaloill,
eksponentiaali- ja logaritmifunktioilla seka yhtaloilla, joissa on kaksi tuntematonta.
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4.6 Derivaatta ja toinen derivaatta

E Syota funktio f, joka maaritellaan f(x) = x* —2x* —x+2. Maaritd f'(2).

Siirry Graph-tilaan.

Valitse Derivative/Slope On.

Piirra kuvaaja.

Analysis, G-Solve, Trace.

Graph Format # File Edit Type ¢ # Edit Zoom Analysis ¢
Basic |Special [H?LI[\]IY=|'IEEIIH§|.: [ I IEEI-IQI-IL\_[
ANes ; sheat1 [Sheet2 |Sheet3|Sheetd [sheets| || |[Sheet1[Sheet2[Sheet3[Sheetd [Sheet5| |
N
[Grill-:llrrI - | 'l My1=x3-2.x2-x+2 — 0 M v1=x3-2.x2x+2 — 0
 off [v] Oy2:0 . Ov2:0
Inequality Plot [Jv¥3:0 [J¥3:0
[_Union [*]l|| [Cva:o [lv4:0
sketch Color | [ly5:0 Lly5:0
[Jv6:0 []v6:0
[ Labels °| (v ]
[7-0 [ 1s:70 00
[ G-Controller = == — =~ —
["]Draw Plot y1=x"3=2-x"2r%+2
¥ Graph Function
[¥ Coordinates e 1 Rn.526,1.0882)
[] Leading Cursor s - i — - ' s 3"
; aphs _01 | b2 _01 N2
([ ¥ Derivative/slope
| Set | | cancel | | Default = | s ue=0. 525974 N yc=1, 06526%
Deg  Real @ (Deg Real [ Deg  Real m
Paina nappaimiston lukua 2.,
Téalloin tuloksena on Paina OK.

£+ Edit Zoom Analysis .

EE-

Line| 2 | ym | = >

0™ | e® | In |loggd| YO

Wl | x® | x7! |logy(D)|solve(

BO0 [toDMS| {= | {1} | )

sin | cos | tan | ° ¥
‘q-“‘ans‘EXE‘
Deg  Real |

Vastaus: f'(2)=3.

£+ Edit Zoom Analysis &

Vi | B
Y2 | EEIEE

DEEE

IID’S[

sheet1 [sheet2 [Sheet3 [Sheetd [Sheet5| |

[v2:0
[O¥3:0
[va:0
[]¥5:0
[¥6:0

[ 1x:7=0

ﬁy1=x3—2°xz—x+2

[—1

yl=x"3—2-x"f

(B2

) 1 0 T 2,00 3
=1
-2 dy/dx=3
HC=2 R yc=0
BB
Deg Real [ m
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Tarkista:

Kirjoita lauseke ja maalaa se.

£+ Edit Action

“é’%l&.. I}gm Transformation 4
Advanced 4

mmlculafdlff I
Compley impDiff

List |f

Matrix |lim

Vector |2

Equatio| T
Assista{ rangeAppoint

Distribl mod
Financig line

Line || Define |fMin/fMax
| em gcd/lem
fraction
|| %2 | T |Ugmwm)| sUIveL

BOO |toDMS| {B | {3 | O

v v v v

o r

sin | cos | tan

‘4—“‘ans‘EXE‘

Interactive, Calculation, diff

W | %% | x |loge(l)|solve(

NOO |toDMS| {8 | {3+ | O

o r

sin | cos | tan

‘«“‘ans‘EXE‘

diff # Edit Action Interactive
! I n
) Differentiation [‘E%I&’II&JIS““PI%| "IJYI7L| "H_
© Derivative at value diff (x*3-2-x~2-x+2,x,1,2) |
Expression: x” (3)-2x"(2) 3
it 0
o
e
[ ] [_Cancel_] - [+ ]
Mathl |line | = | ym | = | » Line (ﬁ ﬁ |
0" | e | In |loggd| YO 0" | e® | In |loggd| YO
—

Wl | %2 )(‘ IUQI) solve(
n00 [eDMs| {2 | O

a r

sin | cos | tan

‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Cplx Rad | (@@

Alg Standard Cplx Rad | (m@

Alg Standard Cplx Rad | @

Vaihtoehtoinen tapa:
& Edit Action Interactive

e[ [afsm]= ][]

Define f(x)=x3-2x2-x+2 4]
done
d
—(f
dX( (x))
3exZ—gex—1
3ex2—gex—1|x=2
‘2
Line| B | ym | = Y
™| e® | In i %0
W | 50| 450| = | i
(Mol (=] [®E]| 2o | O
sin | cos | tan 2] t
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg | (m

Té&lloin on osoitettu, ettd f'(2)=3.
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Derivaatan arvot voidaan myos taulukoida Trace-komennolla. Tama edellyttad, ettd Derivative
on asetettu paalle (On) luvun 4.6 alun ohjeen mukaisesti. Seuraavasta taulukosta ndemme
esimerkiksi, ettd f'(—1) = 6ja f'(1) = 2.

Taulukointi ja arvovalin asetus. Valitse haluamasi arvovili. Taulukoi arvot.

# File Edit Type ¢ (x] Table Input % Edit T-Fact Graph o (%]
)| b ] F[E]e [
~ v start: [&4 |

End :|2 | X vl ¥l
1} . L -2 -12 19]
step :[0. 2 | -1.8 -8.512  15.92
x -1.6 -5.616  13.08
|2 of NS/ ¢ -1.4 -3.264  10.48
o -1.2 -1.408 8.12
-1 0 6
. -0.8 1.008 4.12
2 -0.6 1.664 2.48
%% T4 2016 108
-0.2 2.112  -0.08
sheet1 [sheet2 [sheet3 [Sheat4 Sheets Line| ™= | vm | z | » 0 5 A
My 1302 a2 — — - 0.2 1.728 -1.68
0" | e® | In |loggl| YO 0.4 1.344 -2.12

[y2:0 0.6 0.896 -2.32

Rya: Wl | x® | x7! |logy(l)|solve( 0.8 0.432 -2.28
: 1 0 -2

[Jv4:0 BO0 [toDMS| {™ | {3} | O 1.2  =0.352 —1.48

ysiD sn | cos | tan | = | * 1.4 -0.576 —0.72

DyB:EI EL L.

o ‘*“‘ans‘EXE‘ —3 BB

Rad  Cplx ) Rad  Cplx ) Rad  Cplx LT

Valikosta Analysis, Sketch, Tangent voit piirtda tangentin haluamaasi paikkaan. Kayta apuna
numerondppaimistod tarkan pisteen asettamiseksi.

Mika yhteys tangentin jyrkkyydelld tietyssé pisteessa on derivaatan arvoon samassa pisteessa?

E Syota funktio f, joka maaritelladan f(x) = x> —2x* —x+2. Méaarita f"(3).

Valitse Main-sovellus. Vaihtoehtoinen tapa. Interactive-valikon helppoutta.
£ Edit Action Interactive £ Edit Action
nﬂ%l@‘)“lfﬁﬂlﬁmlﬂxﬂ i [Hfl ¥ [ 03 | e H'Eaxxﬂ I;i:izrdmaﬁo" : () Differentiation
Define f(x)=x3-2x2-x+2 TS Calculal diff @ Derlvative ot velue
done Compley impDiff Expression:
diff (diff (£ (x))) | x=3 List |/ Variable!
14 war i o
2 vetor 2 vaue
—2(f(x)) | x=3 Equatiol T
dx Assista rangeAppoint
= Financi{ line 4
%ﬂ Line| = | & | = | » Define | fMin/fMax y Line| 2 | ym | = | »
( Math2 "l e®"| In i % ged/ IFm 4 0™ | &® | In |logg0| YO
T\ 2 T fraction > § )
L] HD‘ ﬁﬂ)fn- Pt W | x 11 |log,(M)| solvel
1| (=] [T | 8= | O mO0 [oDMS| {= | (3 | O
sin | cos | tan | & t sin | cos | tan | ° ¥
|« [B [ % |as 6| |+ B | % [ans [Exe |
Alg Standard Real Deg | m| |[Alg Standard  Cplx Rad | @@ Alg Standard Cplx Rad | @

Vastaus: f"(3)=14
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™ Syota funktio f, joka madritellaan f(x) =x*—2x* —x+2.

Madrita kuvaajan mahdollisen kaénnepisteen x-koordinaatin arvo.

Tuloksena on

f(x)=3x*—4x—1jaf"(x) =6x—4

Tasta seuraa, etta

2
f'"(X)=0 = x=—=
(X) 3

Siirretdan taméa CP400 —laitteeseen:

Toisen derivaatan nollakohta.

Kuvaajan piirto raahaamalla.

Analysis, G-Solve, Inflection

# Edit Action Interactive # Edit Action Interactive # Edit Zoom Analysis (%]
B3 [ b fiadfsime 1| v | A | v 1] b |1 e[ 5| v [ | v e |Eg >
Define f(x)=x3-2x2-x+2 Define f(x)=x3-2-x2—x+2 Define f(x)=x3-2-x2—x+2
done done done
solve(ﬁ(f(x)=0) solve(ﬁ(m:[]) solve(ﬁ(f(x)ﬂ])
dx2 dx2 dx2
3] 3] 3]
b 0 0
Line| & | yH | = N il = v=f{x)
o™ o In i o0 1k
B | 20| €| /5| lim x
| | d.D d.D .i? l:l-)D -3 -2 =1 [} 1 2 3 -3 -2
[mo1| [B]/[88]| g= | I=
_l
sin | cos | tan 8 4
By, | Ok Nl xc=0
‘4—“‘ans‘EXE‘ BE
Alg Standard Real Deg | @@ Alg Standard Cplx Rad | (m Rad  Cplx

Vastaus: Kuvaajan f kaannepisteen x-koordinaatti on x =3

Kéaannepisteet sijaitsevat maksimi- och minimikohtien valissa. Kuvaajan kuperuussuunta

muuttuu kdannepisteissa.

Viimeisessa ndyttokuvassa on kaannepiste hyvéksytty painamalla EXE. Tall6in sen koordinaatit
jaavét nakyville ja piste merkitddn punaisella. Salmiakin kuvasta voi piirtd4 kuvaajan uudelleen
ReDraw ja Trace toiminnolla voi kulkea pitkin kayraa tutkien seké koordinaatteja ett4 derivaatan

arvoja kayrén pisteissé.
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Kulkukaavion saa nékyville funktioluettelossa valitulle funktiolle. Edellinen k&annepisteen
hakeminen voidaan perustella myo6s kulkukaavion avulla.

Paina kulkukaavion merkkid. — Tarkat arvot néet taulukon alta. Linkittdminen yhdist&é kulku-

Piirrd myos kuvaaja. kaavion ja kuvaajan.
¢ File Edit Type & (x] £ Edit Graph (x] & Edit Graph [@] (x]
e () el 4 2] EEE)) 0 3 0 53 )5 B 3 3 EEB O
elete Table
Define f(x)=x3-2-x2-x+2 ylmx"3-21x"2-x+2 yI=x"3-20x" 55
done X 0.67 X 0.67
a2 £ G0 - -2.3 - §¢9)] - -2.3 -
solve(iz(f(x)=0) 7 (x) - 0 + 7 (x) - N +
dx (0 ¥ 0.74 Ly f(x) T 0.74 Ly
=
3
]
2/3 =| o S
Sheet1 |Sheet2 |Sheet3 |Sheetd |SheetS Sheet1 |Sheet2 |Sheetd |Sheetd |SheetS vl=x"3—2-x" 2~
M y1=p3-2.x2—x+2 = My1=x3-2.x2x+2 = i
[w2:0 [J¥2:0 " {0.666740.7407)
[ws:0 [vs:0 = ol — V T
[va:0 [va:0 4
v S 0. 6666657 2 dyf%x=;§6$237
[v6:0 [Jve:0 xc=0. —2lyc=0.
[17-0 [Ne7-0 |
Rad  Cplx T mm| |Rad Cplx T @m| |Rad Cplx [

Voit valita, ndkyyko toinen derivaatta kulkukaaviossa Settings, Graph Format, Special.

Graph Format |

Basic |Special
Cell Width Pattern
[ 3 Cells | 'l

Table Yariable
[ Table Input [*]

Summary Table
[ View Window [+]

’ﬁy Table 7 (x)

) 0n ) Off
Stat Window Auto
| Set H Cancel H Default |
Rad  Cplx [ m

Koske kulkukaaviossa f’(x) ja f*’(x) kohtia. Mit4 huomaat?
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4.7 Integraali - pinta-ala

E Syota funktio f, joka maaritellaan f(x)=x>—2x*—x+2.
Maarité sen suljetun alueen pinta-ala, joka sijaitsee ensimmaéisessa neljanneksessé ja jota
rajoittavat funktion f kuvaaja seka koordinaattiakselit.

Analysis, G-Solve. Integral.
% Edit Zoom |Analysis] ¢ @ Edit Zoom [Analysis] » & Edit Zoom Analysis
Tiew EE EE Trace E ]f_\f.‘z_’f » L [=H EE Trace E DE w| [ lezmleg ez Eara H
= I I Sketch I E [Yz I I Skatch  » : [ I IEEI-I @II&
Sheet! |Sheet? {ETSIVEl x—Cal/y-cal Sheet! [Sheet? | [GESSTVEl «—Cal/y-Cal sheet! [sheet2 [Sheetd [sheet4 [Sheets| |
M v1=53_2.4 Modify |Root M v1=y3_5.{Modify |Root M v1=53_0.52_x+2 —
[Cly2:0 Min [y2:0 Min Cly2:0
Ovs:0 :f:l’; [J¥3:0 :":I"n [Jy3:0
[Jv4:0 fMax [v4a:0 fMax [v4:0
Lly5:0 y-Intercept [ ly5i0 y-Intercept [ly5:0
[lve:0 [Jve:0 [Jv6:0 0o
mES = Integral ’ % S Integral e — —
Inflection oot Inflection y1=x"3-2x"2 .
Distance Distance :
1 A T2 dx 1 (2 dx 1
=5 S— 1\/5 5 -2 1 o 2 — = T o —
-1 -1t -1
-2 =4 -2 Lower
R o ¥c=0. 525974 _ Yl:—l 0662386
e EEE EAEE
Deg Real | @@ |Deg Real [ m Deg  Resl [ m

Valitse integraalin alaraja painamalla nappaimistén numeropainiketta 0.

¢ Edit Zoom Analysis ¢ & Edit Zoom Analysm .
i ) 50 ) N =) 3 T
y1=x~3-2x~ 3Ph+2 Sheet1TSheetzTSheetaTSheemTSheets] |
PN My1=x3-2.x2-x+2 =
[Jv2:0
Enter ¥alue [Jv¥3:0
Lower : [0 [y4:0
Upper ;| [¥a:0
0K | | Cancel EYEE E
Mathl fjne| = | vm@ | = | »
0" | e | In |loggd| YO
W | x® | x7! [logu(l)|solve(
BOO |toDMS| {® | {3 | O) = 5
sin | cos | tan | ° ) ILower=U/
g ‘ = ‘ ‘ ‘ans‘EXE‘ fdx=1.08333333 ‘
Deg  Real [ Deg  Real [ m

Néemme, ettd sen alueen pinta-ala, joka sijaitsee ensimmaéisessé neljanneksessa ja jota rajoittavat
funktion f kuvaaja sekd koordinaatiston akselit, on 1,0833.
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Tarkistus: Valitse Main -sovellus. Sy6ta funktion lauseke integraalimerkin jalkeen ja anna

integrointirajat. Paina EXE.

Tuloksena saamme g

Vastaus desimaalilukuna.

Integraalifunktio saadaan ilman

yla- ja alarajaa.

£+ Edit Action Interactive # Edit Action Interactive & Edit Action Interactive
EoE) 3 ) 8 % 2 e K I e ) S [ D S B T 6 I ) R P e e e
1 4] 4] 4 |
3_9..2_ 3_9,2_ |
fo(x axZ-x+2)dx fo(x 2x2-x+2) dx [REEEIS
]
13 1.083333333
12 0 3xt-8.x3-6x2+24x
0 12
expand (ans)
ﬁ_@_x_u.x
n n 4 3 2 n
Mathl || jine | = | yB | = 3 Line| B |y | = > Line| &2 | vyl | = 2
Mathe e | om ' |, a ™ [ e" | m | i | ™ e® | m | i| e
W | 50 dad| =) m | &o| Lo f=| lim ml | Lo| o) fm | Lo
[mo1| [=]1)[AR] | 2= ﬁ:u (01| [=]]|[®S i:u ﬁ:u [mo1| [=] | [BE §EI =
sin | cos | tan 8 z sin | cos | tan 8 i sin | cos | tan 8 4
‘*“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg | @m Alg Standard Real Deg | m Alg Standard Real Deg | @@

Saamaamme tulosta todistaa myos graafinen ratkaisu. Muista lisatd integroimisvakio!

E Méarita pinta-ala, jota rajaavat kuvaajat f(x)=x* ja g(x) = . 2

Syota funktioiden lausekkeet.

Piirra kuvaajat.

241

Analysis, G-Solve, Integral.

& File Edit Type % Edit Zoom Analysm % Edit Zoom *
EEEEEE T ' BB NG I
Sketch 2 -
Sheet TsheetZTSheetSTSheet‘lTsheetE] || |[sheett TSheetZTSheetSTSheetflTSheetE] || |[heett [sheet2 [{EmsaEl «—cal/y—cal  »
Mvi=x2 = ¥ v1=x2 t— M v1=2 Modify |Root
2 2 2 Min
= — 2= — 2=

mah J =i B oz

[y3:0 Ovs:0 [lys:0 e

[y4:0 [va:0 Oy4:0 y-Intercept
Llys:0 [ly5:0 o Dy5 O Intersection
Clv6:O L —wsen — [ fdx Integral

Ow7:0 Jdx Root Inflection
[v8:0 Jdx Intersection Distance

[¥9:0 () 2dx

1

[y10:0 __— T
[Jv11:0 -z 1 o i 5
[]vl2:0 a

[Jy13:0 -2 ‘
[leld-0 u ‘
Deg  Real T Deg  Real [ Deg  Real T
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jdx Intersection. EXE. Oikea nuolindppdin. EXE. EXE.

& Edit Zoom Analysns . £ Edit Zoom Analysm . £ Edit Zoom Analysis ¢
Yoo | BIE : : [
Sheatt TSheetzTSheetsTSheemTSheets] | Sheett TSheetzTSheetaTSheemTSheets] || |[sheet1[Sheet2 |sheet3|Sheetd [Sheet5| |
Myi=x2 — 0| |[Ey1=x2 —@| (| Ey1=x2 —
2

i B |a- B - 3
W y2= x2+1 - &y x2+1 - &y x2+1 -
Ovs:0 [¥3:0 [J¥a:0
Cv4:0 [v4:0 [v4:0
[]¥5:0 [w¥5:0 [¥5:0
L log=n E T L E LC 1w E

= 3 0 i z
-1 —1r [ —l
8 Lower 3 Upper ILower=—1 pper=1
¥c=—1 i -2pe=1 ¥e=1 —2yc=1 fdx=—2.474926 wﬂ 2.47492599
EAEE EIE ESEE
Deg  Real I Deg Real T Deg  Real T am

Kuvaajien méarittdman alueen pinta-ala on noin 2,47 pinta-alayksikkoa.

E Maarita pinta-ala, jota rajaavat kuvaajat f (x) =2x*ja g(x)=x*-2x°.

Piirrd kuvaajat. Valitse jdx Intersection. EXE. EXE ja paina kaksi kertaa
oikeaa nuolipainiketta.
¢ Edit Zoom Analysis . # Edit Zoom 0 & Edit Zoom Analysm *
1-Teg BEIENGEE IO
Sketch r — - "
10. G-Solve x-Cal/y-Cal » v1=dex _2 10
d Wﬂoot vashgd-2.x72 .
Min
ar a Max (—2,8) e 11
7t 7 fMin 7
al o | fMax s
y-Intercept
gl £ Intersection €
ar Jdx Integral 4
ol Jfdx Root Inflection 3
o Jdx Intersection Distance )
\ a2 dx
1r 1 I 1
-z -1 i z 5 = =3 1 ) 3 = = 1 z 5
-1 -1 -1
g Lower
-2 -2 Koe=—2 -2r yc=8
Bk EIE EE)
Deg Real | qm| |(Deg Real | | |Deg Real [
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Vahvista valinta painamalla EXE.
# Edit Zoom Analysm 0

T |z=]IEEI """" [ b’«‘_‘}'[:

£+ Edit Action Interactive
ué%l&jblfﬁz Simp]fixy ¥ -EI;)- ¥ -
solve(x4—2x2=
{x=0,x=—v2,x=v2}
. ]
Lower=—2 Upper=2 -2 0
Sdx=8. 53333332 M]=8. 53333333 2([ (2x2)dxf (x4—2x2)dx—f (x4—2x2)dx)
[Bg [ -2 -2 -3
Deg Feal @' 8.533333333

Kuvaajien méérittdméan alueen pinta-ala on noin 8,53 pinta-alayksikkoa. Oikealla ndkyvéssa
kuvassa ndemme algebrallisen ratkaisun.

4.8 Integraali - pyorahdyskappaleen tilavuus
EAluetta rajoittaa x-akseli ja kuvaaja y = v/x, jossa 0<X < 4. Tama rajattu alue pyorahtaa x-
akselin ympari. Talloin tuloksena on pyoréahdyskappale. Laske pydrahdyskappaleen tilavuus.

Pydrahdyskappaleen tilavuus voidaan laskea seuraavasti:
b b
Volume = j z(radius)?dx = 7 j (f (x))2dx

Ratkaisu Main-sovelluksessa. Ratkaisu Graph & Table- ikkunassa.

& Edit Action Interactive # Edit Zoom Ana]ysm 0 & Edit Zoom 0 (]
D EECoe0 il BmeEi B s ol EEsE G ) [
. f W 2 seet1TSheetZTsheetSTSheetﬂsheetﬁ] Seet1 sheet2 EE—ESE:IVE w-Cal/ycal |
0 Mvl=vx —1 Myil=vx |Modify |Root
8o [lv2:0 [J¥2:0 Min
n Oy3:0 [¥3:0 Max
[y4:0 [Jy4:0 ;::;
giz E giz E y=Intercept
Diz”gjy DLLSDY—— Integral »
Line| 2 | ym | = » Inflection
™| e In i @ : / 2 Distance
CESEanarn | IR B
EIEIFEME R [ R
sin | cos | tan | & t g —z
‘ = ‘ ‘ ‘ ans ‘ EXE ‘ = | = |
Alg Standard  Real Deg | (M| |Deg Real | @@ |Deg Real [
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£ Edit Zoom Analysm * & Edit Zoom Analy5|s *

y1=(x§"’(1/2) 5 SheenTsheetzTSheetaTSheestheets} |
A : Wyi=vx —0
1t [J¥2:0 l

Enter ¥ [dys:0

Lower : [0 [y4:0

Upper : |4 Eyzfg

| 0K | Cancel ¥ . E

Line 2 | yB | = >
0™ | e | In |logal| YO
Wl | x2 | x™' [loge(M)| solve(

B00 [toDMS| {® | {3 | ()

sin | cos | tan | ° * IL(}#H_H Upper=

: - RIF(204=25. 1327412
2 EIEIEIENES BE
Deg Real T m Deg  Real [

Pyorahdyskappaleen tilavuus on 87z ~ 25,13 tilavuusyksikkoa.

E Aluetta rajoittaa kuvaaja y = x*+1 sekd suora y =—x+3. Tamé alue pyorahtai x-akselin
ympari, jolloin tuloksena on py6rahdyskappale. Laske pyoréahdyskappaleen tilavuus.

Rajat talle maaratylle integraalille maarittyvéat paraabelin ja suoran leikkauspisteiden x-
koordinaattien kautta.

Graafinen ratkaisu Algebrallinen ratkaisu
& Edit Zoom Analysis ¢ # Edit Zoom Analysis & £ Edit Action Interactive
8 =1 EE B EE 4 U BB Rl R 2 1""&;1113_] Fei] o [eafsm] e [T TS
Sheet1TSheetZTSheetETSheeMTSheetE] | eet1 [Sheet2[sheeta[Sheetd [Sheats] ||  |[<oivecx2+1=—nt3 [4]
ﬁy1=x2+1 [—ln y1=X2+1 [_]n {x=-2,x=1}
M v2=—x+3 [—1l M v2=—x+3 l—l. O
[ws:0 [J¥3:0
[w4:0 [Jv4:0
[]y5:0 []¥5:0
[v6:0 [¥6:0
17200 E [1:7=-0 ﬂ
¥1 | gl_ Af_gl al Line| B2 | ym | = ES
5 ™ | e | In |loggl| YO
4| (W] | = | x |logw(I)|solve(
ol BO0 [toDMS| {® | {} | ()
252 - — Intersection — o Intersection sin | cos | tan | ° i
He=—2" L 9jye= He=1 - - 1 ¥e= By | Og
BE L |+ [ |G [ens [oxe ]
Deg Real | Deg Real T m Alg Standard Real Deg | m
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Huomaa, ett integroitava on seuraavien lausekkeiden muodostama erotusfunktio: y* = (—x +3)?
ja y*=(x*+1)°.

Ratkaisu.
& Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
=) B ) R E e[ [ [
1 1
nf ((~x+3) 2= (x2+1) 2) dx nf ((-x+3) 2= (x2+1) 2)ax
-2 -2
117-x 73.51326809
5 i
]

Line| 2 | vl | = B
0™ | e® | In i %

0 O -
Wl | 50| da0 | = | d5R

(01| [=1/[®8]| E= | Do

Line| B | ym | = Y
™| e® | In i %
d an g |
M| | S50 | o0 | -]

01| (=181 | 2= | T=

sin | cos | tan 8 t sin | cos | tan 8 4
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg | (@ Alg Standard Real Deg | @

177

Pydrahdyskappaleen tilavuus on Uiz 73,51 tilavuusyksikkoa.

4.9 Integraali - pyorahdyskappaleen pinta-ala

Jos funktio f on derivoituva koko vélilla a < x <b, on sen kappaleen pinta-ala, joka muodostuu
kuvaajan y = f (x) pyoréhtdessa x-akselin ympéri, seuraava:

b d 2
s =27y 1+(d—g dx

™ Aluetta rajoittavat puoliympyra y =12 —x? ja x-akseli. Alue pyorahtaa x-akselin ympari.

Tuloksena saatava pyodrahdyskappale on pallo, jonka séde on 1. Mé&érita tdiman pallon pinta-ala.

2
i X
, josta on tuloksena (y')* =

X
V1-x2 1-x*-

Ensin ndemme, ettd y' = (—2x) =

1
24/1— X2

Katso seuraava nayttokuva.
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Integroitava lauseke ja méaaratyn integraalin arvo.

# Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
B3| b | sime | P20 | v | S| v "B | b | T | sime | o | v | A3 [ v
Define f(x)=y 1-x2 1 2
efine f(x) X 2?:[ (Fl—xz 14+X" yax
done -1 1—x2
diff (f(x)) 12.56637061
—X A7
—x2+1 12.56637061
ansz D
—x2
X2—1
]
#lg Standard  Real Deg m Alg Standard Real Deg | @@

1-séteisen pallon pinta-ala: 4zr> =4rz-1> =4r.

4.10 Integraali - kaarenpituus
Jos funktiolla y = f (x) on jatkuva derivaatta koko valilla a<x<b, kuvaajan y = f (x)

kaarenpituus valilla [ a,b] on L= I 1+(3yj dx

NE

= Madritd kaarenpituus kuvaajalle y = f (x) = sz —1, jossa 0<x<1.

i

L

Ensin ndemme, ettd y' = x2 = 24/2x jonka tuloksena on (y')? =8x

Nloo

Katso seuraava naytt('jkuva.
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Integraali kyseisella valilla.

Tai suoraan ndin:

# Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
1o [fiasme [ [ [+ ] b s mo [T | [es] o [iafsm]mo [T
vz 3 1 J5 3
Define f(x)=%x2—1 [U 1+8xdx Define f(x)=¥x2—1
done 13 done
diff (f (%)) 6 [1 L a2
+(——(f(x X
24V 2ex d v dx
ansz E
8+x b
D i | | ] | |
Line| = | VIl | = > Line| = | vl | =« >
™| e®* | In | i | ™| e | In| i | e
W | 50| 20| fm | i M| | S50 | a0 | f3= | b
(mo1|[=1|[85]| 2= | D= (mo1| [=]|[®E]| 2= | Do
sin | cos | tan &8 i gin | cos | tan a i
|« | % [ % | ans | exe | |+ B | B [ans [Exe |
Alg Standard Real Deg ] Alg Standard Real Deg | m Alg Standard Real Deg |

. .13
Kaarenpituus on L ~ 2,167 tali E

4.11 Parametrimuotoiset yhtalot

Monet mielenkiintoiset kuvaajat eivat ole muodossa 'y = f (x), vaan ne voidaan madritell4 siten,

ettd sekd x ettd y ovat itsessadn niin sanottujen parametrien funktioita. Ympyra x*+y* =1
voidaan esimerkiksi madritell& parametrien avulla lausekkeiden x =cost ja y =sint avulla.
Néin ollen tdssé t on niin kutsuttu parametri. Liikkuva piste, joka seuraa jotakin kayraa, voidaan
maaritell& parametrin avulla, jossa parametri t on aika.

Liikkuva piste, joka on Kiinnitetty pyorivaan renkaaseen on mielenkiintoinen esimerkki siitd,
milloin parametrien muodostamista voidaan kayttdd. Niin sanottu sykloidi voidaan méaéritella
Kiintedna pisteend renkaassa, kun rengas pyorii vaakasuoralla pinnalla.
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E Kuvitelkaamme ympyré, jonka sdde on 2, pyorimassa liukumatta pitkin x-akselia.
Kiinted piste P tadssé ympyréssa piirtad talloin sykloidiksi kutsuttua viivaa. Sykloidin
parametrimuodostus tapahtuu seuraavasti  x(t) =a(t—sint), y(t) =a(l—cost), jossa a on
séade.
Piirrd kuvaaja laskimella.

Valitse Graph & Table

padvalikosta. Valitse Type. Valitse ParamType.

£t File Edit Type ¢ % File Edit |Type| ¢ # File Edit Type &
a EE ER R EE A [ [ty v s B E EE
r=Type
Sheet1 [Sheet2 [Sheet3 [Sheetd [Sheet5 | Sheet1 [Sheet2 py o Tyne Sheets| Sheet1 [Sheet2 [Sheet3 [Sheet4 [Sheet5 |
Dyliﬂ Dyl:[l ¥=Type Dth:D
[(Jv2:0 [Jv2:0 Inequality vt1:0
[y3:0 [Jv¥3:0 ShadeType I:|)(t;2: O
Oya:0 [lya:0 yt2: 0
[ly5:0 [1y5:0 Dxt:3:D
[Jv6:0 [J¥6:0 vt3:0
y7:0 vyl xt4: [
ES Ty Ty
E B E
5 g 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
= = ) i z . = =) 0 il z . = =) 0 il z .
e EE EEY
Deg  Real T Deg Real [ m Deg  Real [

Syota funktion lauseke.

Aseta a=2. Séaada naytto View Window. ]
£ File Edit Type g do x|l g do 4 |
H:*I[Elii]lxml '[EEIII%H File Memory File Memory
sheet1 [sheet2 [Sheat3 [Sheet4 [Sheats | [Jx-log []y-log [Jx-log [Jy-log

xt1=2- (t—sin (t)) xmin 3 (1] max |5

[ ] .
yt1=2+(1—cos(t)) i :26 scale! 1
<t2:0 scale; 1 dot :0.0271739130434783
: dot :0.0844155844155844 tOmin 1 0

yi2:l ymin :0 max :12.5663706143592
Dxt3=ﬂ max i35 step :0. 0523598775598299

y13:0 0K | | Cancel ‘ | Default | | 0K | | Cancel | | Default
D)(tll:IZI

ytd:ll Line| = | ym | =« Y Line| B | vl | n 3
Dth:E ™ | e | I |logad| YO 0" | e® [ In |loagd| YO

t5:

it . W | x2 | x~ [logu(M)|solve( W | 2 | x |loge)]solve(
Dth:EI B00 |toDMS| {™ | {3 | () BOO [toDMS| {2 | {3} | ()
D)(t'?:IZI sin | cos | tan | ° * sin | cos | tan | ° *

ytZ:E ‘«“‘ans‘EXE‘ ‘ﬁ“‘ans‘EXE‘

A
Rad  Real 7 | |Rad Real | @l |Rad Real [ qm
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Kuvaaja on sykloidi. Kokeile muuttaa parametrin arvoa.

& Edit Zoom Analysis & # Edit Zoom Analysis &
B EERERE O I IEEI-I""aIIME
Sheet1TsheetZTSheetSTsheeMTSheetE] | _"
E)(t1=2-(t—sin(t))
[
yt1=2+(1-cos(t)) [ |
xt2:0
Dyt2:I:I
xt3:0
|jytS:IZI
L_xtA:[] E
¥
[=]% B
Rad  Real [ Rad  Real [

E Kuvaajaa, jonka parametrimuoto on x =tcost, y =tsint, kutsutaan Arkhimedeen
spiraaliksi. Piirra Arkhimedeen spiraali, kun t €[ 0,67].

Syo0ta funktion lauseke. Arkhimedeen spiraali.
& File Edit Type £ Edit Zoom Analysis ¢

e[| Rl L e 1@1-1----@115_[

Sheet1TsheetZTSheet3TSheet4Tsheet5] |
xtl=t+cos(t)

vtl=tesin(t)

xt2:0 1k
vt2:0
xt3:0
yt3:0
xtd:ill
vtd:0
xt5:0
vi5:0
xt6:0
il
xt7:0
vt7:0

] ] B

Rad  Real [ m Rad  Real [

(] 15F

O O o o 0o

Harjoittele View Window-komennon kayttoa.
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4.12 Napakoordinaatit

Oletetaan, etta | on suoraviivainen akseli, joka alkaa origosta O, ja ettd P on tasossa sijaitseva
piste. Voimme paikantaa pisteen P suhteessa I-akseliin ja origoon O olettamalla seka etdisyyden
r origosta O pisteeseen P sek& kulman @, jonka OP muodostaa I-akselin kanssa.

P P(r.0)

) &
/ /
Jarjestettyd lukuparia (r,0) kutsutaan pisteen P napakoordinaateiksi. Pisteen P napakoordinaatit

eivét ole yksikasitteisia. Koska kulma toistuu koskien jokaista 27 , on ilmeista, ettd
(r,0) =(r,0+2r) . Etéisyyden r vastaluku vastaa 180 siirtymé&a. T&st4 seuraa, etta

(-r,0) =(r,0+ ). Jos akseli | on sama kuin positiivinen x-akseli, voi tasossa olevalla pisteella
P olla seka karteesisia koordinaatteja (x, y) ettd napakoordinaatteja (r,8). Katso alla oleva
kuvio.

O

-
a
I X
Kéayttamalla sinin ja kosinin mééaritelmia saamme tuloksena seuraavan yhteyden karteesisten
koordinaattien (x, y)ja napakoordinaattien (r,0) valille: x=rcosé, y=rsing.Voimme myods

ilmaista r:n ja lausekkeen @ x:n ja y:n avulla. N&in ollen saamme r? = x* +y* ja tand = X. Tasta
X

seuraa, ettd r=/x* +y? ja 9=tan‘1[yj.

X

= Muunna koordinaatit (4,%) napakoordinaateista karteesisiksi koordinaateiksi.

Ratkaisu. Huomaa Rad-tila. Kéytd komentoa toRect.
# Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
05 4 Jadx . Tdx 0.5 ¢ T . Jax
B3 | b |0 | Sime |12 | v [ v £ | > || Sime |25 f v [ 1| v
dcos(5) toRect ([4, 2(})1)
24/ 2 [2.v2 2./2]
o b

Line| B | ym | = Y

Line| = | vyl | = S
f

™ | e® | In |loggd| YO Define g i %

(W] | x® | x |logye(l) solve( solve(| dSlv | °* Bel |

B00 [toDMS| {=| | {} | ) < > )y | {3y | 1

sin | cos | tan ¥ = = = * Z
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘t“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Real Rad ) Alg Standard  Real Rad | @
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Vastaus: X =22 jay= 22 . Huomaa, etta cos(%) = sin(%}

E Muunna koordinaatit pisteelle (\/5, —1) Kkarteesisista koordinaateista napakoordinaateiksi.

Laskemalla Kéyttamalla komentoa toPol.
% Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive
%] b i sm] o [ ]| e[ o iasi ] [ T[]
(/32412 4] toPol ([V3,-11) 4]
2 2 4%
tan“(—%) B
'/
6
b
7] v

Line B |yE | = N Line| 2 | ym | = >
cos ™ | e | In |loggd| YO
W | x® | x' |logy(l)|solvel

BOC |toDMS| {® | {3 | O)

a r

sin tan i B

-1

sin tan™| @ t

a r

sinh | cosh | tanh
sinl™ | cosh®|tanh!| " sin | cos | tan
‘q—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad | @ Alg Standard Real Rad | m

Vastaus: r=2 ja 9:_%

E Kuvaaja r =2(1+cos#) on syddmen muotoinen ja sita kutsutaankin kardioidiksi.
Piirra kuvaaja.

Valitse napakoordinaatit

Paina r =Type. Kardioidi
& File Edito & Edit Zoom Analysis ¢
s () R s T EIEIE BRI m[
Sheeﬂ@;ar:ﬁype gheets| | sheet1 [Sheet2 |Sheet3 [Sheetd [Sheets| |
[Iv¥1:0 ¥=Type n Mr1=2+({1+cos(8)) [—1n
Cv2:0 Inequality  * .‘ [Jr2:0 l
[J¥3:0 ShadeType [Jr3:0
[v4:0 [ra:0
[J¥5:0 [Jr5:0
[y6:0 [Jr6:0
y7:0 7] [r7:0 [ v
e o N
3 3l
2
N R LR 3 :
. ,
s -
4 -4
B B
Rad  Real [ Rad  Real [ m
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Alue A, jota rajoittaa kuvaaja r = f (@) ja r =r(0), jossa 6 € [ a,p ] ja joka saadaan yhtalosta

Ratkaisu.

£+ Edit Action Interactive

3 v [ sie 125

5 VT

27{1 9
f 3 ((2(1+c0s(0))) 2)de
0

G-n

Pl
-
L

mn ] '

B I T

¢ u v x

z CAPS

v“‘-“‘ans‘EXE‘

abc

Standard Real Rad ]

Alg

Jos lausekkeella r = f (8) on jatkuva derivaatta & e[a,ﬂ] ja jos piste P(r,®) sijaitsee
kuvaajalla r = f(0) jajos 6 onvdlilla « ja g, kdyrén pituus voidaan laskea seuraavalla

kaavalla: L = j r +(3;j d@. Edelleen 3—0

Ratkaisu. Kaarenpituus on 16.

Laske pinta-ala alueesta, jota rajoittaa kardioidi jossa r =2 (1+cos@).

Mielenkiintoinen kaava.

£ Edit Action Interactive

Bl | b [F0d | sime | | w | - | v
2mq 9
f L tat1+cost@))) a0
0
3°a2-7£
2
]
b o d e f
BRI JF 1 k|1
n [e] 2 q r
t u v w x
CAPS
abc Y1z
,‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad | (@

=3 Laske kaarenpituus kardioidille, jonka esitys napakoordinaattien avulla on r =2(1+cos@).

-2siné.

# Edit Action Interactive

"51 Jl‘jb Idx:l Simp Ji"y v

25
f V (2(1+c05(8))) 2+(~2+sin(8)) 2d0
0

16

n
Number || Line | = | vyl | « | 2 loggl| YT
%m‘ 0" | o | In | M | x2 | x |log()|solve(
Math2 || sin | cos | tan | ° * | 100 |toDMS

F‘T (= | O - ans | EXE

Y leisesti kardioidin yhtald on r =2a(l+cos®).
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Tutki seuraavaa! Kayta laskinta sen todistamiseen, ettd kardioidin kaarenpituus saadaan yleisesti
kaavalla 16a ja ettd kardioidin rajoittama alue on 6za”.

E Kokeile seuraavia: r =acosné ja r =asinné ja tutki onko olemassa yhteytta kierrosten
lukumaéaran ja sen valilla, onko n parillinen vai pariton. Katso alla olevat ndyttokuvat.

# Edit Zoom Analy5|s 0 £ Edit Zoom Analy5|s 0 £ Edit Zoom AnEIIVSIS 0
géI[::EE]IE'*EI ....... B_[ [E;ILEE]IBEI ....... l’_\_[ [QI[EEEEJI@I ....... L\_[
Sheetl TsheetzTSheetaTSheemTSheetﬁ] | |[sheett TsheetzTSheetaTSheemTSheetﬂ | |[sheett TSheet2TSheet3TSheet4TSheetET |
Bl rl=cos(4-6) — | ||[Jri=cos(4-@) — || |[Orl=cos(4-6) —
[Jr2:0 l Blr2=cos(3-9) [—1. [Jr2=cos(3-8) [—1.
[Jr3:0 [Jr3:0 M r3=cos(10-8) t—1
[r4:0 [r4:0 [r4:0
[Jr5:0 [Jr5:0 [r5:0
[Jr6:0 [re:0 [Jr6:0

r7:0 B (7o [ v]

B3 B
Rad  Real | @ |Rad Real | @ |Rad Real [
& Edit Zoom Analysis £ Edit Zoom Analysis e
B EE B E R AR EEEEREE D

sheet1]sheet2 [Sheet3[Sheetd [Sheet5| |
[rl=cos(4-8) — 0
[r2=cos(3-8) 1—1.
[Jr3=cos(10-8) —

M rd=cos(7:8) f—i
[r5:0

[r6:0

[1r7:0 [*]

S e
R

A

-:

y

3

3

N

N

N

Ny
B B
Rad  Real T Rad Real [ m
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4.13 Regressioanalyysi

Tarked osa funktioiden kaytosta liittyy sellaisten matemaattisten mallien luomiseen, jotka
pystyvat suunnilleen kuvaamaan havaitsemiamme yhteyksié tai riippuvuuksia. Voimme siirtaa
havaintomme taulukkomuotoon. Taulukoiden avulla voimme yrittdd luoda malleja, jotka
pyrkivét kuvaamaan riippuvuuksia y- ja x-arvojen vélilla. Téta prosessia kutsutaan
regressioanalyysiksi tai funktion muokkaamiseksi.

= Uusi ostoskeskus avattiin muutama vuosi sitten. Alla oleva taulukko néyttaa liikevaihdon
koskien ensimmaisié kuukausia avaamisen jalkeen. Tammikuu on kuukausi 1, helmikuu
kuukausi 2 ja niin edelleen.

Kuukausi 5 10] 15|20 | 25
Liikevaihto (miljoonaa kruunua 1832|4248 |50
kuukaudessa)

Luo malli liikevaihdolle (kruunua/kuukausi) 25 ensimmaisen kuukauden tietojen perusteella.

Valitse paavalikosta Statistics. Syota arvot taulukkoon. Calc, Regression, Quadratic Reg.

MENU £

L3

BN (a7l Main

L3
. eActivity
Spread-
N sheet

Statistics

Graph&
Table

B

L3
Geometry

Conics

lm NumSolve

e
Graph
Sequence l%"\,ﬂf‘Financial
- m

& Edit Calc SetGraph & & Edit SetGraph
- - - — Two-Variable _—
: list1 - llSt21 - list3 : hfﬂe Y| rcar Reg
2 10 3 9 2| |Test MedMed ILine
8 15 4,2 3| |Interval |Quadratic Reg
a4 20 4.8 4| | pistributic Cubic Reg
B I | |Inv. Distril Quartic Reg
7 7| |DispStat |Logarithmic Reg
g g Exponential Reg
10 10 abExponential Reg
1 1 Power Reg
1% }g Sinusoidal Reg
14 14 Logistic Reg
15 15
16 16
17 17
18 18
Cal» Calw»
[ 6]= [ 6=
Rad Auto  Standard Rad Auto  Standard m
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Set Galculation | Stat Calculation | % Zoom Analysis Calc e X
Quadratic Reg Quadratic Reg [ IEI o IEE Iig’é_“]mgl V|| »
Xist [isd v yuae Kt +henic listl  [list2  [list3
vist [ list2 [*] b S00h 1 5 1.8
8 =l 2 10| 3.2
Freq: [ 1 | v] 2 = 3 15 1.2
Copy Formula: off [+ ] ki = g %g * g
Copy Residual: off B
n Cal»
[ Bl
¥
(o ]| o]
17 17
] I I I I
Calw | | | \ Calw| \ [ [
[ 6= | ||t 8= | | (%]
Rad Auto  Standard | am Rad Auto  Standard [ Rad Auto [ qm

Quadratic Reg antaa toisen asteen funktion. Tast4 seuraa, ettd r> =1. Tdma osoittaa, ettd funktio
kuvaa tilannetta aivan taydellisesti. Laskimella tehtavén regressiolaskennan avulla olemme

johtaneet funktion f lausekkeeksi f(x)=-0.008x*+0,4x . T4t voidaan kayttdd matemaattisena
mallina liikevaihdon laskemiseen koskien 25 ensimmaistd kuukautta.

Voimme kopioida funktiolausekkeen Graph & Table -valikon y1-kohtaan, jossa voimme kayttaa
Analysis-toimintoa esimerkiksi suurimman kuukausikohtaisen myyntimaaran maarittamiseksi.

Set Calculation
Quadratic Reg

XList: [ listl | 'l
yList: [ list2 [v]
Freg: [1 [+]
Copy Formula:
Copy Residual: off [ v ]

£+ Zoom Analysis Calc ¢ (%]

e[ o [ w] =]

#+ Zoom Analysis Calc ¢ (%]

=[] o[ w] =]

¥=—8g-3+x"2+0. 4+x+0

dy/dx=0. 16

Sheet1 |Sheet2 |Sheet3 [Sheet4 [Sheetd

, x ye=4. 2, x
= =

Sheet1 |Sheet2 |Sheet3 |Sheet4 |Sheet5

M y1=—gp-3-x2+0. 4-x+0 = Myl=—gg-3.x2+40. 4ox+0 =

ez ez

17 [r3:0 [Jrs:0

13‘ ‘ ‘ ‘ [ra:0 [r4:0

Celw | | | | [r5:0 [Jr5:0
e [Jr6:0 [Jr6:0

- | | w70 [Ne7=0
Red Auto  Standard | @ |Rad Auto [ qm| |Rad Auto [
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ympaéristoissa. Tiettyjen puulajien pituuksia on mitattu 30 vuoden ajan.

= Vuosien kuluessa metsanhoitajat ovat mitanneet erilaisten puiden pituuksia erilaisissa

X — iké [vuosia]

0

5 10 15

20 25

30

f(X) — pituus [m]

0

0,45 1,75 3,70

6,10 8,80

11,60

Kehitd matemaattinen malli, joka pystyy kuvaamaan tdman puulajin pituutta 30 vuoden

mittausjakson aikana.

Talla kertaa syotamme arvot taulukkoon Listl aikaa séastavalla tavalla.

# Edit Action Interactive

& Edit Action Interactive

0 Ll o) EE = M e

%3 | o | Fca ] sime [ 10 | v [ v

# Edit Calc SetGraph ¢

a

seqix, x, 0, 30, 5)3list1
{0,5,10,15, 20, 25, 30}

list 3

listl  [list2
0|

-

25
b 3|10
4115
520
625
7/30
8
|
10
11
[a]s]T]ulv]w][x]+] Line| 2 | ym | = | » e
Scatter Form u u [ 14
Send38k ] e In |loggll| VO ¥
SendVar38k Wl | x® | x [log,(0)|solvel 16
17
SeqSelOff W00 [toDMS| {® | {3} | () 18
SeqSelOn INPUT
SeqType - sin | cos | tan | ° v Gal»
sequence ( 2 =
+ | SetAxes EXE |« |8 % (s [exe]| |1 1= 0 |
Alg Standard Real Rad {m Alg Standard Real Rad ] Rad Auto  Standard an

Voimme s&éstéa paljon aikaa sy6ttamalla arvot luetteloihin talla tavalla — erityisesti silloin, kun
arvoja on paljon. Sy6té funktion arvot luetteloksi list2. Yhtéloé Calc, Regression, Cubic Reg.

£+ Edit Calc SetGraph & & Edit SetGraph ¢ Stat Calculation
g | vaee | Y |25 | (S | 2 > | 35| One-Variable HEE | » Cubic Reg
listl  [list2  [lst3 S L | | gzt e
110 0 Regressior Linear Reg a 3—2. 444g-4
2|5 0.45 Test MedMed Line E ;9403832_731
3 %g 1.37? Interval |Quadratic Reg d2 =62933é5§3
. . o . . I =(.
520 6. 1 Distributic Cubic Reg MSe =3, 9683-5
5|25 8.8 Inv. Distri| Quartic Reg
7|30 11.6 DispStat |Logarithmic Reg
g L Exponential Reg
10 abExponential Reg
1 Power Reg
jlg Sinusoidal Reg
14 Logistic Reg
15
17 u
18 18 ‘ ‘ ‘
Caw Calw | | | |
[ 8= [ 8= [ 8= | |
Rad Auto  Standard (i Rad Auto  Standard ] Rad Auto  Standard ]

Nyt r* ~1 , joka osoittaa kolmannen asteen funktion kuvaavan puiden kasvua lahes taydellisesti.
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& Zoom Analysis Calc e (x] £ Edit Zoom Analysis (%]
va | & | R | | v ] - o (=) (5 La v
list1 list2 list3 ¥
1[0 0
215 0. 45
3|10 1.75
4|15 3.7
5(20 6.1
6|25 8.8
Calw

X

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

0 20 |
L BE
Rad  Auto | Rad  Real @

Laskimen regressiotoiminnon avulla voimme todeta funktion f lausekkeen olevan
f (x) =—0,00024x> +0,02xja ett4 sitd voidaan kayttdd matemaattisena mallina puiden pituuden
kasvulle 30 vuoden mittausjakson aikana.

Voimme téssd yhteydessa poistaa lausekkeesta ensimmaisen asteen termin ja vakion. Nama ovat
merkityksettomia verrattuna yhtalon kolmannen ja toisen asteen jaseniin.

Y114 oikealla nédkyvéssa naytossa ndemme 60 vuoden maédrittelyjoukon. Mallin perusteella puu
saavuttaa maksimipituutensa 55 vuoden jalkeen. Tdma saa meidat ajattelemaan, ettei malli ehka
péade enéd& 55 vuoden jélkeen. Lisékasvua ajatellen meidan taytyy I0ytdd uusi matemaattinen
malli.

Emme voi tietenkaan kéayttaa mallia, jossa puun pituus alkaa pienentya dramaattisesti
saavutettuaan maksiminsa.

4.14 Epayhtaloiden graafinen ratkaiseminen

Kun ratkaisemme yksinkertaisia epayhtaloita, niille patevat samat laskentasd&dnnot kuin
yhtéloille, yhtd tarkeata poikkeusta lukuun ottamatta:

Jos jaamme tai kerromme negatiivisella luvulla, on epayhtalon merkki kaannettava.

3 Ratkaise epayhtalo: 3x+5>5x+3 llman laskinta.

3X+5>5x+3
3Xx—-5x>3-5
—2X>-2
x<1
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E Ratkaise epayhtald: 3x+5>5x+3 laskinta kayttaen.

Piirrd kuvaajat.

Analysis, G-Solve.

Epdyhtalon merkki, Math3

& Edit Zoom Analy5|s *

3 Edit Zoom Analysm .

## Edit Action Interactive

el [ T

Sheet1 TsheetZTSheetSTSheetﬂsheetﬁ]

[ y1=3-x+45
[ y2=5-x+3

—0

o .

Sheet1TSheetZTSheetSTSheetﬂSheetE] \
y1=3°x+5 [—]n
M v2=5+x+3 [—1.

[¥3:0 [Jw¥3:0
[Jv4:0 [Jv4:0
[J¥5:0 [ ]y5:0
[w6:0 []¥6:0
[1y7:0 B |[Oy:o v
14 || [F1=3x+5 u ]
v2=5-x+3
/ /]./02 R 'x.:,=f'7 /02 iy'::g Rtersection
[ B | O B
Rad  Real T | Rad Real [ m

solve (3x+5>5x+3) [4]

{x<1}

0

7]

Line| 2 | vE | = >

Define| f g i o

solve(| dSlv | °* {E:E |

< > |y {3y [1

s|lz|=|=%|¢«
‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Real Rad | @@

Huomaa, ettd y =5x+3 on jyrkempi suora. Miksi?
Koska y1>Yy2 on epayhtéld, pitdd y1 kuvaajan olla ylempéna kuin y2 kuvaajan.

Ratkaisu: x <1

Tai nain.
3X+5>5x+3
3X+5-5x-3>0
—2Xx+2>0
Analysis, G-Solve. Root.
3 Edit Zoom Analy5|s 0  Edit Zoom . # Edit Zoom Analysis ¢
HEEERE %LE 5 B0 N = 53| CO i 8 8 (e ol RV B 6
etc :
Sheet1TsheetZTSheetSTSheethSheetE] | Sheet1 [Sheet2 | JeT&5Tual «—cal/y-Cal Sheet1 [Sheet2 [Sheet3 [Sheetd [Sheets| |
ﬁyl=—2°x+2 [—]u y1=—2-)(+ Modif!u' Root ﬁyl=—2°x+2 [—]u
[Jy2:0 . [Jy2:0 Min Cv2:0 l
[¥s:0 [¥3:0 Max [J¥s:0
[]v4:0 [y4:0 fMin [Jy4:0
[y5:0 [y5:0 Thiax [ y5:0
[]v6:0 [J¥6:0 y=Intercept [y6:0
[y7:0 B |y7o e itecre A I0y7:o . "]
\ \ Inflection y1=—2-x+2\
Distance
rF)2dx
1 1r 1
-1 0 2 < -1 0 2 = =il 0 1,0) 2 =
|dy/dx=—2 Root
-1 -l ¥c=1 -1 yc=0
B B E3ES
Rad  Real [ @i |Rad Real [ Rad Real [ m
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Koska y1> 0on epdyhtdld, johon x-arvot on syoétetty, ja jossa Y1 on x-akselin ylapuolella.

Ratkaisu: x <1

Valitse Type. Inequality ja 'y >Type. Syota laskulauseke.
# File Edit i * # File Edit i * L Edlt Zoom Analysis ¢
4[] v y=Tyme i | [ v y=Tore T HREE -:
r=Type r=Type
Sheet1 [Sheet? poramType Sheets| | Sheet1 [Sheet2 paramType gheets| | Sheeﬂ TSheetZTSheetETSheet4TSheet5} |
|:|y1:|:| ¥=Type u |:|y1:E| ¥=Type ul ﬁy1<3-x+5 [----]n
[Ow2:0 Inequality ’ l Or2:0 y>Type M v2>5-x+3 l----ll
[¥3:0 ShadeType [¥3:0 ShadeType y<Type [w3:0
w4:0 [v4a:0 y2Type [Jya:0
[y5:0 [y5:0 VSP"E [y5:0
[v6:l Cve:D il Cv6:0
y7:0 B |Oyno s [y7:0 "]
a il x<Type ¥
a3t 3 3t
ar 2 2
1r 1 1r
T B E4a3-2 o L 2 5 48 ¢& 7 T 55452 o 122 450867 "5 E543% o 12248 ¢8 "
) -2 =2
3 -3 -3
-4 -4 —af
EIEE (%% B
Rad  Real 7 @m| |Rad Real [ m Deg Real 1 om
Ratkaisu.
# Edit Zoom Analysis ¢ Graph Format & FEdit Action Interactive
= ] 0.5 Jdx -
. IKI Basic |Special | [ II&'IIMJIS““PI%|'I%L|'L
Axes 3x+5>5x+3 [4]
[ Number [+ 3ex+5>50x+43
Grid ans—5x
[ off [+]
Inequality Plot —2:x+5>3
[ Union [+] ans—5
—2-x>-2
Sketch Color
I Label !| ans/ (—2)
abels
<1
[]e-Controller . x
[]Draw Plot
[V Graph Function
¥ Coordinates
[]Leading Cursor
[ ] 8imultaneous Graphs
[ Derivative/Slope
| Set | | Cancel | | Default u
Deg  Real T m Rad Real T Alg Standard Real Rad | @

Huomaa, ettd Inequality Plot Type tilaksi on asetettu Union. Alue, jossa epayhtalo tayttyy, nakyy
kaksinkertaisesti varjostettuna.

Voit myos vieda laskua eteenpéin kuin tekisit sen paperilla (oikeanpuoleisin kuva).
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4.15 Itseisarvofunktio

E Piirra kuvaaja funktiolle f, joka maaritellaan f(x)=|x.

Itseisarvo |0ytyy Math2-valikosta. Voimme Kirjoittaa my0s abs(x).
# File Edit Type ¢ & Edit Zoom Analysis & (]

M EENEEE S

Sheet1 [Sheet? [Sheet3 [Sheet4 [Sheet5| |
yi=lx| —0
Cy2:0 l D
l:‘ Y3: O x
[Jv4:0 2 =2 1 o T2 @
[]¥5:0 4
[]¥6:0 ne=1 ye=1
[lv7:0 0
Math! [Line = m| = > Sheet1 [Sheet2 |Sheet3 |Sheetd |Sheets
0" | &® | In |logg0| YO My1=Ix| [_]u
[y2:0 l
2 -1
H | x x7 |log,(l)| solvel y3:0
BOO toDMS| {™ | {3 | () [y4:0
gin | cos | tan | ° 2 [[lw5:0
: = [v6:0
By | [k
,‘4—“‘ans‘EXE‘ Clvr:n g
Rad  Real [ Rad  Real [

E Piirrd kuvaajat f ja g, jotka maaritellaan f(x)=|sinx| ja g(x)=|cosx| samaan
koordinaatistoon, kun x e[-7, 7] .

Harjoittele alueiden rajaamista ja erilaisten alueiden laskemista. Voimme oppia lisaa
trigonometrisistd funktioista kappaleessa 5.

2 Edit Zoom Analysis & % Edit Zoom Analysis ¢
b =5 (g he vl b =5 1SS he, P -
Sheet1|Sheet2 [Sheetd [Sheetd [Sheet5| | Sheet! [Sheet? [Sheetd [Sheetd [Sheet5| |
M v1=|sin(x)| — 3 M v1=|sin(x)| —
M v2=|cos(x)| l—ll M v2=|cos(x)| l—l.
[Jv¥3:0 [¥3:0
[lw4:0 [Jv4:0
[ lw¥5:0 [ ]¥5:0
[Jv6:0 [Jv6:0
w700 E [1v7:0 E

=5 T o i B 3 ! =, T o 3
Lower=—2. 356 Upper=2. 3562
fdx=0. 82842712 |M]=2. 48528137
[ BRE
Rad  Real [ Rad  Real [
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4.16 Kadnteisfunktiot

E Piirré kuvaaja funktiolle f, joka maéritellaan f (x) = In(x) . Piirrd kuvaaja kadnteisfunktiolle

f.

Loydéat In-symbolin Math1-
ja Math3-valikoista.

Piirra kaanteisfunktionkuvaaja
Analysis, Sketch, Inverse.

2 File Edit Type ¢ & Edit Zoom 0 () % Edit Zoom Analysis & X
] v= [ e [FREE AT (53 G S () ) ) 5 A
2 Cls etcl
Sheet1 TsheetZTsheetSTSheetﬂsheetﬁ] Plot G-Solve * ¥
M ¥1=In(x) t—1 Line Modify 4
Ov2:m Text
[v3:0 Tangent 8 3
[Jya:0 Normal g 9
[ ]y5:0 Inverse
[y6:0 Circle 1
0 T:IZI Vertical . N
yi Horizontal o 2 -2 -1 o 2
Math! |[jne| = | v@ | = | 3 4 =l
0™ | e® | In |loggl| VO . .
Wl | x| x7t |log,(l)|solve(
-3 -3
BO0 toDMS| {™ | {3} | ()
sin | cos | tan | ° ¥ al =
By | Ok
v+ %% s e BIEET BE
Rad  Real @m| |Rad Real ! | |Rad Real [ m

& Edit Zoom Analysm 0

o 201 ) 2

5 O

x=In(y) I
Rad  Real [

Tahan on piirretty myds y =X . Mitd ndemme?

Funktion f(x)=In(x) kaanteisfunktio on g(x)=¢e".
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4.17 Paloittainmaaritellyt

funktiot

—0.5x+3,5,kunx <1

E Piirrd kuvaaja funktiolle f, joka méaaritellaan {_xz +3x+ Lkunx <1

Tutki lisaksi, onko funktio jatkuva kohdassa x = 1.

Madrittele funktio Define.
koordinaatistoon.

Avaa koordinaatisto.

Raahaa lauseke

£+ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive & Edit Zoom Analysis ¢
] 0 I I D 0 e B (R (R E R 0 : '
=0.5x+3. 5, x%1 =0.5x+3.5,x%1 =0.5x+3.5,x=%1
Define f(x)={ 2 u Define f(x) { 2 n Define f(x)= 2 u
—x“+3x+1, x>1 —x“+3x+1, x>1 —x<+3x+1, x>1
done done done
B 0 0
Line| & | vE | n | » ::, \3
Define| f g i o at 2
solve(| dSlv | ° {E:E I O Y T L3 I | S S S TN x
-F-E-5-4-3-2 |g| 1 2 3 45 & 7 -F-E-5-4-3-2 |pg|] 1 2 314 5 & 7
< > )y [ £y I I
-2t -2
= = = * £ -2t -3
By | [ B _4
|+ [® % o |Ex | BE (%[
Alg Standard  Real Rad m Alg Standard Real Rad | (@ Rad Real T

Laske funktion arvo ja toispuo-

leiset raja-arvot kohdassa x = 1.

# Edit Action Interactive
0.5 ¢ &]‘Jb Jdx 5 Jdx _w_
il gl | Sip [ 15 | ¥ v
—0. 5x+3. 5, x=£1
Define f(x)={ 2 n
-x“+3x+1, x>1
done
f(1)
3
lim (f(x))
x31-
3
lim (f(x))
x>1+
3
0
Alg Standard Real Rad ]

Funktio on siis jatkuva kohdassa x = 1.
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5. Trigonometria

5.1 Asteet ja radiaanit

Radiaanit saadaan lausekkeesta v = 9 )
r

¥

L . .V n
Kun kulma on v radiaania ja n astetta, tastd seuraa, ettd — = 180°
T

Basic Format -tilaksi voimme valita Radian, Degree tai Grad. Ké&sittelemme tdssé vaihtoehtoja
Degree ja Radian.

Tassa on valittuna Radian. Tassé on valittuna Degree. Napsauta Deg
vaihtaaksesi tilaksi Rad tai Grad.

Basic Format & Edit Action Interactive
0.5

Current Folder el RUT Foon] BN ECA R EEVR
[ main | v] ]

Number Format
[ Normal 1 | 'l

Angle
Radian [+

Radian
Degree
Grad

[] Assistant
Descending Order
[ variable is Real
[104, Q5 on Data

Line| = | vyl | = 3>
0™ | e® | In |logg0| YO
M| x® | x™ |logw(M)|solve(

BOO [toDMS| {® | €3 | O

r

sin | cos | tan

| set || Cancel HDefault | ‘ﬁ“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad | @ Alg Standard  Real Qleg) m

On téarkeéta tietdd onko laskin asetettu Degree- vai Radian-tilaan.

=3 Vaihda 30° radiaaneiksi.

Valitse Rad-tila. Valitse Main. Sy6t4 asteet, valitse asteen symboli ja paina EXE.
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Asteen symboli 10ytyy seké

Math1- ettd Trig-valikosta. Miksi?
# Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
et b [ TS e[ o [ [ W]
30° 4] 30° [4]
x 100
6 3
b b
[+ | v ]

Line| B |vyE | = >
0" | &® | In |loggd| YO
W | x® | x [log(l) solve(

BO0 [toDMS| {= | {3} | ()

—

Line| 2 | vl | =« B
0" | e® | In |logal| YO
W | %2 | x7! |logyw(l)|solve(

BO0 [toDMS| {® | {3} | ()

sin | cos | tan °JD 5 sin | cos | tan | °© 2
|« [B | & | as 6| - [B | | s [
Alg Standard Real Rad | fm Alg Standard Real Gra | i
100

Huomaa, ettd 30° = 3 grad . Muunna 400 graadia asteiksi.

EMuunna % asteiksi (degree).

Loydéat rad-symbolin Mathl- tai Trig-valikosta.

Valitse Rad-tila. Valitse Deg-tila.
Yksittainen kulman muunnos.  Taulukko asteista radiaaneiksi.  Radiaaneista asteiksi.
£+ Edit Action Interactive $ File Edit Type ¢ # Edit T-Fact Graph ¢
R EEE e B EE
R 4 ] Sheet! [Sheet? [Sheetd |Sheet4 [Sheets| | Sheet1 [Sheet2 [Sheet|Sheetd [Sheets| |
E My1=x’ — @l ||Eyi=x" —
60 [Jy2:0 . [1v2:0 .
O [1¥3:0 []¥3:0
v4:0 [va:0
[J¥5:0 []¥5:0
WECH [J¥6:0
[v] ¥7:0 g [[1y7:0 7]
Line| 2 | yvm | = > « o1 4]
sin | cos | tan | & £ [ 0 0
30 0.52386
sin™ |cos™ |tan™| & ¢ 60 1. 0472}
sinh | cosh | tanh B % 1.o708 I
sinh™ |cosh® | tanh®| O® B
=T ]
‘ - ‘ ‘ ans“ EXE ‘ n‘ % 0
Alg Standard Real( Deg ) m Rad ) Real i Deg )Heal
SN—" SN—"
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Table Input

start:[0 |
End :[m/2 |
Step :|m/6 |

Line| B2 | yE | = EN
0™ | e® | In |loggld| YO
W | x® | x! [logw(l)|solve(
BO0 [toDMS| {= | {} | ()

o r

sin | cos | tan
BLE

Deg  Real [

ans ‘ EXE ‘

VaihdaTable Input -tilaan ja kokeile ndyttaa taulukkoja erilaisilla End- ja Step-asetuksilla.

5.2 Sinin, kosinin ja tangentin laskeminen

E Laske sini kulmalle 45°?

Valitse Trig-valilehti ja Deg-tila.

## Edit Action Interactive
2o L[| [T

sin(435)

V2

'

Line| B | ym 4
cos

tan i

S| v

sin

-1

-

sin tan™| &

sinh | cosh | tanh

sinhr* | cosh* | tank®| O"

‘ﬁ“‘ans‘EXE‘

#lg Standard Res{ Deg ) m

Rad-tilassa on kaytettava asteen merkkia.

£ Edit Action Interactive
ABEGCIE0E

sin{45°)

V2
2

Line| B2 | vym | =

$| v

sin | cos | tan i

=1

-

sin™! |cos™ [tan™!| &

o

L]

sinh | cosh | tanh

sinh® [cosh™ | tanh™| O

‘4—“ ans‘EXE‘

Alg Standard Real( Rad ) @

Jos laskin on Rad-tilassa, voimme myos laskea sinin kulmalle 45° sy6ttamallg astemerkin luvun

45 peradn. Vaikka Rad-tila on valittuna, saamme oikean vastauksen, koska kaytamme

astemerkkia.
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Jos téssé tapauksessa emme kayttéisi asteen merkkid, laskin laskisi sinin 45 radiaanille.

# Edit Action Interactive

] b [lasm o [ W[

sin(45° ) 4]
0.7071067812

sin(45)
0.8509035245

Line| B |yl | = 3
sin | cos | tan i o
sin™ [cos™ |tan™| & it

sinh | cosh |tanh | °

sinh™ |cosh| tanht| O™
‘ﬁ“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Real Rad | @@

E Laske kosini kulmalle %

Jos kulmalle (Angle) valittua tilaa ei ole tarkistettu, on syotettava r-symboli lausekkeen %

jalkeen.
Deg-tila. On kaytettéva r -symbolia. Rad-tila. r-symbolia ei tarvita.
£ Edit Action Interactive & Edit Action Interactive
| e [ [T e o s o [ [
cos(%r) [+ ] cos(%) 4]
V2 V2
2 2
b b
v ] [+ ]
Line| 2 | yvE | =« 3 Line| B2 |yl | = 2
sin | cos | tan i o sin | cos | tan i o
sin™ [cos™ [tan™| & t sin™ [cos™ [tan™| & i
ginh | cosh | tanh | ° * sinh | cosh |tanh | ° ¥
sinh? [cosh® | tank™| O® sink™ | coslr! |tanh™| O™
[~ 1% = [wox) (= [ [ [we ox)
Alg Standard Rea( Deg ) | Alg Standard Reaf Rad ) m
NS
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E Laske tangentti kulmalle 60°.

Deg-tila.

& Edit Action Interactive

s I@\J.Imzlslmplfi"?l I |'I:

tan (60) 4 ]
V3
P
[
Line| = | vl | = >
sin | cos | tan i %0
sin™ |cos™ |tan™| & t

sinh | cosh | tanh

sinh! |cosh™| tanh™| O™
‘«‘ﬁ‘ﬁ‘ans‘EXE‘

Alg Standard Hea( Deg ) ]
N

5.3 Kulman laskeminen

E Maarita kulma v, kun sinv :%

Kulman yksikoksi on valittu asteet.

£+ Edit Action Interactive

W I&,Imjlslmplfi’ﬂ IJVM I:

sin“(f) 4]
30
O
v
Mathl | fjne | = | vm | = | »
Math2 i cos | tan | & o0
Mathé sin™ [eos™ |tan™| & 5

Trig - = =
sinh | cosh | tanh

Var
sinl™ |cosh™|tanh™| O™
abc
,‘t“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg | /m

Rad-tila. Asteen merkki tarvitaan.

£ Edit Action Interactive

elor [l [ O
4]

tan{60° )
V3

b

Line| B | VO | =« B

sin | cos | tan i o

tan™| & t

sin™

o r

sinh | cosh | tanh
sinl™ | cosh™ [tank™| O™

[~ [ o o

N\

Alg Standard Heal( Rad ) m

Kulman yksikoksi on valittu radiaanit.

# Edit Action Interactive
Ei] b [afsm ][5 [ [T
sin“(f) 4]
L
6
b
v ]
Line| B2 | ym | = >
sin | cos | tan i o0
sin™ [cos™ [tan™| & 5
sinh | cosh |tanh| ° ¥
sink™ | cosh™! |tanht| O
‘t“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Real Rad | @
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E Maarita kulma v, kun cosv = —%.

Kulman yksikoksi on valittu asteet. Kulman yksikdksi on valittu radiaanit.
# Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
o [l [ TET o sl [ TOT
cos™ (—% ) u cos™ (—% ) u
120 2
0 3
]
[+ ] v ]
Line| & | yH | = » Line| & | yE | = £
sin | cos | tan i o sin | cos | tan i o
o~
sin™(| cos™ [Jan™| & t sin™ |cos™ |[tan™'| & t
sinh |cosh |tanh| ° ¥ sinh | cosh [tanh | ° "
sinh® [cosh™ | tanh™| O sinhr! | cosh | tanh?| O™

|« [Be [ % [ans [Exe | |« B | % | ans | x|

Alg Standard  Real Deg | dm Alg Standard Real Rad | @

E Maarita kulma v, kun tanv=1.

Kulman yksikoksi on valittu asteet. Kulman yksikdksi on valittu radiaanit.
£ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
2] [ [ [U I 2] o [iafsm] e[y [ ]
tan™'(1) [4] tan™'(1) 4 ]
45 L
O 4
b
v 7]
Line| & |vym | = | * Line| & |y | 7 | 2
sin | cos | tan i % gin | cos | tan | £ %
gin™ |cos™'|tan™'| & z sin™ |cos™ |tan™| & 2
ginh |cosh [tanh | ° " ginh |cosh [tanh | ° *
sinh! |cosh™| tanh™| 0" sinh! |cosh™®| tanh™| 0"

‘*“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Real Deg | fm Alg Standard Real Rad | @
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E Voit tarkistaa alla olevat kaavat laskimella.

Trigonometrian perusyhtald

sin®u-+cos’u=1

Vastakulmat

sin(—-u) =—sinu
cos(—u) =cosu
tan(-u) =—tanu

Suplementtikulmat

sin(180° —u) =sinu
cos(180° —u) =—cosu
tan(180° —u) =—tanu

Komplementtikulmat

sin(90° —u) =cosu
€os(90° —u) =sinu

Summa ja erotus

sin(uxv)=sinu-cosv +cosu-sinv
cos(u+Vv) =cosu-cosv nsinu-sinv
tanuttanv

t tV)=—--——
an(u V) Imtanu-tanv

Tasté seuraa, etta:
sin2u =2sinu-cosu
€0s2u =cos? u —sin®u

=2cos’u—1
=1-2sin’u

Trigonometrian perusyhtald

Suplementtikulmat

# Edit Action Interactive

& Edit Action Interactive

i o Jasm [ [

e o Jikafsm] e [ T

sin(15) 2+cos (15) 2

b

sin(180-z)
sin{u)

Komplementtikulmat
£ Edit Action Interactive

] b [fasme] o [v [ ][

cos(90—u)

sin{u)

Line| B | vl | = B
0" | e® | In |logad YO
Wl | x2 | x7' [logy(W)|solve(

B00 [toDMS| {® | {3 | ()

a r

sin | cos | tan

‘q-“‘ans‘EXE‘

g§|v

Line| 2 | ym | =
cos

sin tan i

=1 tan™| @

~

sin

ginh | cosh | tanh

sinhr! | cosh| tanh™| O"

‘ﬁ“‘EHS‘EXE‘

s$| v

Line | = | vm Fd
cos

sin

=1

tan™| 8

a r

™

sin

sinh | cosh | tanh

sinh™|cosh™ |tanh™| O

‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Real Deg | @@

Alg Standard Real Deg | @

Alg Standard Real Deg | m

Voit tarkistaa muut kaavat itse.
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5.4 Trigonometriset funktiot ja kuvaajat

E Piirrd kuvaaja funktiolle f, joka maaritelladn f (x)=sinx, kun x [0,2x]

Valitse kulman yksikoksi radiaanit. Valitse paavalikosta sovellus Graph & Table.

Saada View Window arvot ja ikkuna sopiviksi.

Madrittelyjoukko on annettu

do X % Edit Zoom Analysis ¢ % Edit Zoom Analysis ¢
File emory BEEE I""éI-IM'E BEEEBE M‘E
[Jx-log [[]y-log sheet1[Sheet2 [Sheet3 [Sheet4 Sheets| | Sheet1Tsheet2TSheet3TSheet4TSheet5] |
¥min 0 a M v1=sin (x) — M y1=sin(x) | 0£x<2+x —
max :2x [lv2:0 [(dy2:0
scale: 1 1] 1]
dot :0.05 Oys: Oys:
ymin :=1.5 [Iv4:0 [¥a:0
max :1.5 B8 [l¥5:0 [ ]¥5:0
[lw6:0 [¥6:0
0K | | Cancel | | Default | [Cy7:0 (v ] [Cy7:0 (v ]
— — = —
Line| B | ym | =
™ | e | In |loga0 '\/ﬁ
(MW | x? | x™ |logw(l)|solve( . . & L e s
B00 ltoDMS {E [ ) 1 2 ] 4 5 1 2 3 4 5 7 [E] E]
sin | cos | tan | " !
‘4—“‘ans‘EXE‘ B B
Deg Real [ fm| |Rad Real [ m Rad Real [ m

Harjoittele omatoimisesti adriarvojen ja nollakohtien laskemista. Valitse Analysis -> G-Solve.

E Piirra g:n kuvaaja, joka maaritellaian g(x) =cos’(x), kun x e[-z,7].

Rad-tila.
& Edit Zoom Analysis
=] [oa) ) ey (6] fal
Sheet1TSheet2TSheet3TSheet4TSheet5] |
EY1=(cos(x))2|—n£x£n =
[v2:0
[J¥3:0
[Jv4:0
[1y5:0
[Jv6:0
.7 n
= —
T /(; T
-1
363
Rad  Real Im

Deg-tila.

# Edit Zoom Analysm

Sheet1TSheetZTSheetSTSheet4TSheetE} \

[v2:0
[v3:0O
[v4:0
[¥5:0
[Jv6:0

[ 17200

M y1=¢cos(x)) 2 I—ISOSXEH[—

L I—llEiDl n

\/\/m

]

Real

Deg

EIE

Koska méaérittelyalue on valittu, voimme nahd& kuvaajan vain talla alueella x e[-x,x].
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E Piirra h:n kuvaaja, joka maaritellaan h(x) =|sin x|, kunx [0,37]

Kirjoita abs tai kayta Math2 vaIikosta I0ytyvéa symbolia.

£+ Edit Zoom Analysis & £ Edit Zoom Analysis &
E () (52 3 RN B b’fl: 7 IBEIII""&I-I&[

Sheet1TSheetZTSheetBTsheeMTSheetE] | ¥

M v1=|sin(x)||0€x<3n — ql

Cy2:0 .

[J¥3:0

[Jv4:0 .

[Jv¥5:0 "o T = 3 4 & & v & & |

[Jv6:0

[1v7:0 v] G
Y Line| B | ym | =« >
i ,EL e" | I | i | o

dpl & S | lim
|.|1 anl | dm0 fu- w30

(01| [=]|[%8]| &= | @=

o 2 2 8 &4 B & ¥ B € sin |cos |tan | & | ¢
Be | L

BE ,‘«“‘ans‘EXE‘

Rad  Real T Rad  Real [ qm

E Laske pinta-ala alueelle, jota rajoittavat x-akseli ja funktion f kuvaaja, kun maéaritellaan

. VA
f(x)=cosx jaxe[-—,—].
(x) jaxe[ 5 2]

Analysis, G-Solve, Integral. Sy0ta —n/2 ndppaimistolta.
# Edit Zoom Analysis ¢ & Edit Zoom |Analysis| ¢ # Edit Zoom Analysis ¢
75 5 1 e B | G ) (53 O 7 (5 e BEEG
etcl :
SheeﬂTsheetzTSheetaTSheemTSheetﬂ | |sheet1[sheet2 Eg_sme w—Calsycal || |[Sheet1[Sheet2[Sheet3|Sheat4 Sheats| |
M v1=cos(x) |—sx5— l—ln M y1=cos{x) Root M v1=cos(x) | Eaxg® f—1
2 2 . z Min 2 2 .
[v2:0 [Jy2:0 Max [Ov2:0
[Jy3:0 [1¥3:0 Min [1¥3:0
[va:0 y4:0 TMax va:0
[y5:0 [ Jy5:0 y=Intercept [ ]¥5:0
[lve:0 [0 vB: 0
E — [fdx Integral O E
i Jdx Root vl=cos(x) | (—n) AZEx<n /2
Distance
ff(x)2dx
=3 4] 1 . =1 s} 1\ . ' -1 o -
Lower
¥c=0 yc=1
B B E3ES
Rad  Real | @m| |Rad Real [ m Rad  Real [
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Tarkistus

£ Edit Zoom Analysis ¢ £ Edit Zoom Analysis ¢ £ Edit Action Interactive
HEEEREME O EEEEREE RSN
sheet1 [sheet2[Sheeta [Sheetd [Sheats| | x [4]
_ R K 4 ] 2
M v1l=cos(x) lTSXSE — f cos(x)dx
"
Ov2:0 . Tz
s | rs3:0 2
Lower: —x/2 [ya:0 0
Upper :|z/2| [Jy5:0
| 0K | | Cancel [Jv6:0 [+

Line| B | vm | = >

0™ | e® | In i =S
d do i
W | 450 | ag0 | = | Lz

(mo1| [=1|[2E1| g= | O

0™ | e® | In |loggd| YO
W | %% | x |logy(l)|solve(
W00 [toDMS| {® | {3 | ()

sin | cos | tan | ° : ILowE—l. 571 sin | cos | tan | & t
v« |G [ s e || S22 I |« B | % | ans | exe |
Rad  Real [ m Rad  Real [ m Alg Standard Real Rad | i

Rajatun alueen pinta-ala on 2.

86|Sivu



E Eradnd heindkuisena kesapaivana mitattiin ulkolampaétilaa. Mittaus tehtiin joka toinen tunti.
Lampotila mitattiin asteissa (°C ) ja x on tuntien lukumé&aré keskiyon jalkeen

X 0 2 4 6 8 10 |12 |14 (16 |18 |20 (22 (24
Ulkolampétila | 20,3 | 18,6 [ 18,0 18,6 | 20,4 [ 22,5|24,8| 26,4 | 27,0 (26,4 | 24,8 22,5 20,3

Kehita funktiolauseke, joka sopii mitattuihin lampdtiloihin. Piirra kuvaaja.

Syo6ta tunnit luetteloon listl ja lampatilat luetteloon list2 . Calc, Regression.
¢ Edit Action Interactive & Edit Calc SetGraph & Edit [Cale] SetGraph
3o [iafsm B [ TGP T | (s v g e e [ER ] » | L] 3 one-varisble 1 B
= - - - —| Two-Variable —_—
seq(x, x, 0, 24, 2)3list1 ety s Meid i Raaressior Linear Reg
1 . 110 .
{0,2,4,6,8,10,12,14, 16, 1)y b T 2[2|Test |MedMed Line
o 34 18 3 Interval | Quadratic Reg
416 18.86 6 | pistributi i
5|8 20. 4 53 DIS‘trIIl:IIJ‘tIF 0uh||::lHeg
Bl10 22 5 g (1 ( Inv. Distri| Quartic Reg
Tl12 24.8 ; 1] DispStat |Logarithmic Reg
8|14 26.4 14 i
al1s 97 al1s 27Exponentlallﬂeg
1018 26. 4 1018 abExponential Reg
11120 24.8 11120 Power Reg
i - 12(22 22.5 12(22 i i
Line| = | vyl | = B 13|21 20. 3 13|24 SInLlISOlIdEII Reg
™ [ o® | In |logad YO 1 I 14 Logistic Reg
15 15
W | x® | x [log(l)solve( 16 16
17 17
BOO [toDMS| {™ | {3 | O 18 18
sin | cos | tan | ° 3 Cal» Cal»
‘t“‘ans‘EXE‘ [ 141= [ 3= 4
Alg Standard Real Rad | (m| |(Rad Auto  Standard @il |Rad Auto Standard |
Sinusoidal Reg (sinimuoto).
Set Calculation Stat Calculation B &+ Zoom Analysis Calc ¢ X
Sinusoidal Reg Sinusoidal Reg I [IE?IZI Y I@I&Imgl J&] [b
Xiist:  [Tistt [+ y=a-gin(b-x+e)+d listL st [list3
a =4.4899295 1
vlist [ listz [+] b =0, 2615547 g A0e o
c =-2.612435 2|2 18.6
d =22, 5254186 3|4 18
NSe =1.9549e-3 416 18.6
Copy Formula: 1 5|8 20.4
Copy Residual: 0 6|10 22.5
Cal»
(1= o
[ ]| |
17 1
W | | e | ||
Calw| [ \ | Cale| [ [ [
[ 1= o || (1= o |
Rad Auto  Standard 1 Rad Auto  Standard [ @@ |(Rad Auto [

Funktio Y = 4,49sin(0.26x — 2.61) + 22.53 kuvaa lampdtilan kehitysta timén vuorokauden
aikana. Olemme kopioineet samalla funktion yl:een Graph & Table -sovellukseen.
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Kuvaajaa voi nyt analysoida.

& File Edit Type

s =51 Bl M 1] P2l S

£ Edit Zoom Analysis ¢ (%]

# Edit Zoom Analysis ¢ (%]

sheet1 [Sheet2 [Sheet3|Sheetd [Sheet5 |

[Jv2:0
[Jv¥3:0
[Jv4:0
[ ]y¥5:0
[ve:0
[l¥7:0
[]v8:0
[¥9:0
[Jv10:0
[Jy11:0
[Jy12:0
[Jy13:0
[Jy14:0
[l¥l5:0

M y1=4. 49-sin (0. 26-x—2.[p—

FF1=4. 49+sin (0. 26+x-2.61)+22. 53

""""" (3.9969,18.04)

Min
kc=3. 9969358 yc=18. 04

B

B

Rad  Real

Rad

Real

Rad  Real |

normaalisijainnista t sekunnin kuluttua lasketaan seuraavasti:
f(t) =6 .sin(xt), jossa f(t) mitataan senttimetreina.

= Kun lentokone putoaa ilmakuoppaan, siipien kérjet alkavat vérista. Siivenkarkien etdisyys

Piirrd funktion f kuvaaja ja maarita siivenkarkien maksimietéisyys niiden normaalisijainnista.

Valitse Rad-tila. Valitse ikkuna xmin: 0, xmax: 5, ymin: -5 ja ymax: 5.
Vaaka-akseli ndyttad ajan sekunteina. Pystyakseli nayttaa siivenkéarkien paikan muutoksen

senttimetreind.

Funktiolauseke ja kuvaaja.

% Edit Zoom Analysis ¢

]

b =] Do La, a1

Sheet! [Sheet? [Sheetd [Sheet4 [Sheet5|

M y1=g.e70- 6-Xgin (ex)
[v2:0
[¥3:0
[v4:0
[¥5:0

[Jv6:0
[e:7=00

—1

¥

X

Vil

[Bs |G

Rad  Real

Valitse Analysis.

& Edit Zoom Analysis e

(x]

o e ES L

s faca

¥

©5(0.4399,4.5262)

Fl1=6+e" (=0. 6+x) *sin (7*x)

kc=0. 4399307 yc=4.5262238

Max

EAEE

Rad Real

Suurin poikkeama tapahtuu 0,44 sekunnin kohdalla ja on noin 4,5 cm.
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5.5 Trigonometriset yhtilot
Sinilla, kosinilla ja tangentilla on yleiset ratkaisut radiaaneissa:
U=u,+n-2r

Cosu=a antaa
U=-U,+n-2rz

. U=u,+n-2r
sinu=Db antaa
u=(z—uy)+n-2z

tanu=c antaa U=u, +n-7z

jossa u, on ratkaisu, jonka saat laskimesta.

E Ratkaise yhtalo: 1 + sinx = cos®x , kun x € [0, 2n]

Algebrallinen ratkaisu Graafinen ratkaisu Intersection eli leikkauspiste.
& Edit Action Interactive & Edit Zoom Analysis e # Edit Zoom Analyms
] e Jieafsme[ o [V [T | [E]ee IEEIII"‘&III&[
solve (1-+sin (x)=cos(x) 2) | 0<x<2x || |[Sheet1 [Sheet2 [Sheet [Sheet4 Sheets| | SheeﬂTSheetzTSheetaTSheemTSheetﬁ] |

{X=0,X=7[,X=ﬂ} y1=1+sin(x) | 0%x<{ 25 l—lu yl 1+sin(x) | 02x<{2-x l—lu

2 M y2= (cos(x) ) 2 | 02x< 2ox l—ll My2=(cos(x)) 2| 05x<2+7 [—1.
u Cy3:0 [y3:0
[va:0 [va:0
[¥5:0 [v¥5:0
[¥6:0 [Jv6:0

[.,7=0 E 170 E

-|¥ =1 +sindx) | 0Sx< 21

S22 0%x< 2

] 1 2 3 4 5 B
Intersection
c=0 yc=1
7] B
Alg Standard  Real Rad 7 m| |Rad Real T Rad Real [ m
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Paina oikeaa nuolinappainté
# Edit Zoom Analy5|s *

Sheet! TsheetZTSheetSTsheeMTSheetﬂ
M yl=1+sin(x) | 0€x<2n
M v2=(cos(x)) 2| 0gx<2om =
[1¥3:0
[va:0
[J¥5:0

[n]

)| 0£x<2-x
s2|02x4{2n

5 B
Intersection

EEE
T am

¥c=3. 1415927 ye=1

Rad Real

Kursori siirtyy seuraavaan Ieikkauspisteeseen.

# Edit Zoom Analysm *

Sheet! TsheetzTSheetSTSheetﬂsheetE]
M vl=1+sin(x) | 0€x<2+x
My2=(cos(x)) 2| 0x< 2o =
[¥3:0
[Jv4:0
[¥5:0

[—

) | 0=x<2x
J2|0£x< 2w

\ F125,0)
Intersection
¥c=4.712389 yc=0
B
Rad  Real [ m

. . 3 ) . i
Ratkaisu: x=0, X=7x ja X =?ﬂ. Huomaa, ettd x =27z ei ole oikea vastaus, koska x € [0, 2.

Graafinen ratkaisu vahvistaa algebrallisen ratkaisun.

Graafinen ratkaisu — vaihtoehto 11:

Yhtalé muunnetaan muotoon 1 + sinx — cos®*x = 0 jossa x € [0, 2m].

Syota vasemmalle puolelle y1 ja

Huomaa, ettd x =27 ei ole oikea vastaus, koska x € [0, 27][.
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piirrd kuvaaja. Analysis, G-Solve, Root.
& File Edit Type o & Edit Zoom [Analysis] « [x]|| # Edit Zoom Analysis 0 [j
4[] v= |+ [ER [ 1 1 5 EE i =1 (5 O 68 (O (5] 5] 8 ) (3
etc :

sheet1 [sheet2 [Sheet3 sheetd [Sheet5 | Iy B8Ol »-Calry—cal |||*] £’l+sm(x)—(cos(x)) 2| 0<x< 2+
my1=1+sin(X)—(COS(X))2|U$X(2'ﬂ'[_] Root

Ovy2:0 Min

[ly3:0 ? Max

[y4:0 TMin

My5:0 s TMax

SRk y—Intercept

[ve:p

Oy7:0 o+~ Integral ’ =
[]v8:0

[(I¥9:0 ~ Distance .,

[v10:0 SFO0?dx

Oy11:0

[Cly12:0 z =

[Iw13:0 Root
[I¥14:0 =3 weR0 ye=0

[e1R=-0 | % | E@
Rad Real (|| Rad Real | @ Rad Real [ m




6. Kombinaatio-oppi, todennakdisyys ja tilastot

6.1 Satunnaisotanta takaisinpanolla

E Poimimme 3 alkiota takaisinpanolla 12 alkion perusjoukosta.

Kuinka monta erilaista kolmen alkion osajoukkoa voimme saada?

Ratkaisu.

£ Edit Action Interactive

o [Ealmls [T

1273

1728
123
1728

Line| B | vl | = 3>
0" | e | In |loggd| YO
Wl | %2 | x™! [logy(W)|solve(

BO0 [toDMS| {® | {} | ()

a r

sin | cos | tan

‘+“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad | (@

silmaluvun?

Ratkaisu.

Vastaus: 1728 osajoukkoa.

# Edit Action Interactive

£ Edit Action Interactive

03] e Jiasme 2o [ [ ]

et [Balom] [ TOT T

L
g4
1
1296
1/6°4
1
1296
p

1
gl
_1
1296
ansx100
0.07716049383
0

Line| 2 | vl | = B
0" | e | In |loggD| VO
Wl | x2 | x™' (logw(M)|solve(

BOO [toDMS| {® | {} | O

o r

sin | cos | tan

‘4—“‘ans‘EXE‘

Line| B | ym T 3>
™ | e* | In |loggd| YO
W | %% | x [logyu(l)|solvel

BO0 [toDMS| {™ | {} | O)

o r

sin | cos | tan

‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Real Rad | im

Alg Standard Real Rad | @

= Kuinka suurella todenndkoisyydella saamme neljén arpakuution heitossa kaikkiin saman

Todenn&koisyys on 0,077 %.
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6.2 Palauttamaton satunnaisotanta (jarjestetty osajoukko)

Otanta ilman nPr— n! Poimimme r alkiota n alkion perusjoukosta

takaisinpanoa (n—r)! palauttamatta. Jérjestykselld on tdssé merkitysta..

E Laske, kuinka monta eri mahdollisuutta meilld on ottaa 5 korttia 13 kortin joukosta, kun
otetaan huomioon se jarjestys, jossa otamme nama 5 korttia.

Selaa virtuaalindppdimiston vélilehtia ja valitse Advance. Valitse nPr ja syota 13,5
& Edit Action Interactive # Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
e b [Rafsm]2o [ [T | [es] o [mafsm] [ 9| [Es]orJRa[sm]m [ [T
b b nPr(13,5)
154440
0

[«[M[N]o]P[a]R] "] Line| int | ! |nPr| nCr Line| int | ! |nPr|nCr
Form

g an | bn | en |rSlv an | bn | en |rSlv

g’ Number

2 *1 +2 n +1 +2 n

abExpR : .

abExpReg o= | FaC | fa= | L= | TR Fao [Fao | Lao | e | TR

abs ( INPUT -

absExpand ¢ S0 | 60 | Hn S0 | %0 | Hi

aCoef = = = =
+ | |lacSeq EXE T« BB es ]| [T ] «|%[%® [ os | x|
Alg Standard Real Rad | @@ Alg Standard Real Rad | Alg Standard Real Rad | @@

Vastaus: Erilaisia 5 kortin jarjestettyjen osajoukkojen maara on 154 440.

Tarkistus:
£ Edit Action Interactive
St [imafswe [ [T

13!
8!

154440

]

Line | int ! nPr | nCr

an | bn | cn |TrSl¥

¥1 +2 n
Famo |Fao | Lao | Lam | TR
S0 | 50 | Hn
T« % % s [

Alo  Standard  Real Rad @) Kertoman symboli 16ytyy nPr-symbolin vasemmalta puolelta.
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6.3 Palauttamaton satunnaisotanta (jarjestimiton osajoukko)

Satunnaisotanta
palauttamatta.

Cr=———
ri(in—r)!

n!

merkitysta..

Poimimme r alkiota n alkion perusjoukosta
palauttamatta. Jérjestykselld ei ole téssa

huomioon jarjestystd, jossa otamme nuo 5 korttia.

Advance, nCr.

£ Edit Action Interactive
"B1 | b [fedfsime | 0| v | 4| v
nCr(13, 5)
1287
0
Line | int | nPr | nCr
an | bn | cn |TSl¥
PO n
Fao | Fao | La= | L= | TN
S0 | %0 | Hn
’T’_‘«t—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad | @

= Laske montako eri mahdollisuutta sinulla on ottaa 5 korttia 13 kortin joukosta, kun emme ota

Tarkistus:
£+ Edit Action Interactive
B3| b | fid [ Simp | I | v | AJH| ¥
131
5181
1287
0
Line | int ! nPr | nCr
an | bn | cn |ISlv
41 | s2 | D
Fao [Fao | Lo | La=| TR
0 | 6"0 | Hm
’T’_‘q-“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Rad | dm

Vastaus: Erilaisten 5 kortin jarjestamattomien osajoukkojen méaré on 1287.

6.4 Binomitodenndkoisyys

Tarkastelkaamme kokeilua, joka toistuu n kertaa. Jokaisella kokeilulla on vain kaksi mahdollista
lopputulosta: onnistuminen tai epgdonnistuminen. Onnistumisen mahdollisuus on taten sama
jokaisessa yrityksessa. Yritysten onnistuminen ei riipu toisista yrityksista. Tata kutsutaan
toistokokeeksi ja satunnaismuuttuja noudattaa binomijakaumaa.

Binomitodennédkdisyys

(

n
k

JpF —pyn

Riippumattomien toistojen méaaré on n.
p on todenn&kdisyys onnistumiselle.
Onnistuneiden toistojen maaré on k.

Heitdmme tavallista arpakuutiota 5 kertaa. Kuinka suurella todennakoisyydelld saamme

kaksi kuutosta? Todennékoisyys yhden kuutosen saamiseen on . Tama tarkoittaa sita, ettd

todenndkaisyys sille, ettemme saa kuutosta, on 5
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Ratkaisu.

Tai Catalog, binomialPDf.

# Edit Action Interactive

# Edit Action Interactive

e[ o [afse] o [ [T

e e [iafsm] 2 [ T

wers, 2 (1) %(8)°

0.1607510288

wers, 2 (1)*(3)°
0.1607510288

rBDR T, 5, % )

0.1607510288

Tai viela vaihtoehtoisesti nain.
# Edit Action Interactive

e[ o Jisafsml2e [ 9[- T

BinomialPD 2,5,1/6

done
prob
0.1607510288

B
o[ 5 [va ] = | » A le[clolel7 L] [TAle[c[ole[F]~)
™ | e® | In |loggd| YO b, Form bo Form
W | x® | x' |logw(0)|solve( bgseCOnvert( n Number b; n
=0 ECgef lﬁ%i%(fionvert(
B00 |toDMS| 15 cSeq
Bi ialCD bcS INPUT
I homchy | Moo L]
— — BinomialPD binomialCDf {
|« [ B | % e x| EXE EXE
Alg Standard Real Rad am Alg Standard Real Rad ] Alg Standard Real Rad | @m

Todennékoisyys kahden kuutosen saamiseen on 0,16.

g Heitdmme arpakuutiota 5 kertaa. Kuinka suurella todennékdisyydellda saamme véhintaan kaksi

kuutosta?

Ratkaisu.

Vaihtoehtoisesti nain

Tai yhteenlaskusaannolla.

# Edit Action Interactive

£+ Edit Action Interactive

R b JRafsmmo [ [ [/

e o Jiafsm]e [ T

£ Edit Action Interactive

] e [fsasme] o [ v [V |

1-binomialCDf (1, 5, 1/6)
0.196244856

BinomialCD 1,5,1/6
done
1-prob
0.196244856

xgz[HCr(5,x)[%]"[g]5"‘]
0.196244856
0

[alB]c]o]e]F]~] [ Talelc][o]e[F][+] Line| 2 | vW | = | »
Form bo Form ™ | e | In |logal| YO
b EI.
b; W | %% | x' |logw(l)|solve(
Egﬁegonvert( BO0 [toDMS| {=| | {3} | ()
e =
sin | cos | tan e v
binomialCDf = =
» | BinomialPD EXE + | |BinomialPD EXE |« | B | B [ ans | Exe |
Alg Standard  Real Rad {m Alg Standard Real Rad | @@ Alg Standard Real Rad | m

BinomiaICD(l,S,%) antaa todennékoisyyden sille, ettd saamme 0 tai 1 kuutosta 5 heitolla.

Todennakoisyys kahden kuutosen saamiseen on siten 1— BinomiaICD(l,S,%).

94|Sivu



= Heitamme tavallista arpakuutiota 72 kertaa. Kuinka suurella todennékdisyydelld saamme 10-
14 kuutosta?

Meidan on siis méériteltavad P(10 < X <14), jossa X on kuutosten méaéré.

Voimme myos esim. Catalog-valikon seq-komentoa pistetodenndkaisyyksien laskemiseksi.

& Edit Interactive # Edit Action Interactive
%61 | & w Transformation "_I. %1 e [T | Simp | 0 | v | LU | ¥
Advanced — =
0 Calculation » 1Y% _(5y72™x .
ool ' seq(nCr(72.x)x[§] x[E] ,%. 10, 14, 1)3list1
Eseq Create {0.1092915827,0.1232014205, 0. 1252547775, U.IH
¥ augment Statistics k o
fill Calculation »
EsubList lity 4
4 shift »
[ rotate 1. Dist
f sorta b
[_ sortD »ﬂ
listToMat (O Form
Snerom, [T
seq (
SeqSelOff
SeqSelOn INPUT
SeaSelO
sequence {
’T’* SetAxes EXE
Alg Standard Real Rad | @@ Alg Standard  Real Rad im
Valitse paévalikosta Statistics. Valitse Calc. Valitse One-Variable.
£ Edit Calc SetGraph & & Edit SetGraph * Set Calculation
gii | oa ) v | S s e > ‘i | Xt One-Variable M= One-Variable
Two-Variable it -
4’%{1@;2 list3 i penression 3 Aist [istl K2
i§l 0. 1093 i
2(0.1232 Test
3 0.1253 Interval Freq: | 1 | v]
0.1156 o i
510. 0975 DIS‘trII.Ju‘tIf)n .
6 Inv. Distribution
7 DispStat
8
9
10
1
12
13
14
15
»
17 "
; 1
Calw Calv | | | |
[ 1]= 0.109291582711713 [ 1= 0.109291582711713 [ 11= |0.109291582711713 |
Rad Auto  Decimal L m Rad Auto  Decimal L Rad Auto  Decimal |
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Pistetodennakdisyyksien summa on toisena tilastolaskuissa. Voit vaihtoehtoisesti kayttdd myos
summafunktiota. Todenndkdisyys on P(10 < X <14)=0,57.

_ & Edit Action Interactive
One-VYariahle I B e | sip | T | v [ LLE | ¥ a
— 14 72—
=0.1141837 1Y% 75 2
=0. 5708185 > nCr(TZ,x)x[g] x[gl ]
=0. 0656766 x=10
=0 0199367 0.5708185451
=5 0
=0, 097451
=0.1033713
=0.1156198
=N 13409901
1f
| |
Calw| \ | \
[ 1= [0.109291582711713 |
Rad Auto  Decimal | Alg Decimal Real Rad L

6.5 Binomijakauma

Heitdmme kolikkoa 50 kertaa. Olkoon X saatujen kruunien mééra. Satunnaismuuttuja X
noudattaa binomijakaumaa, silla toistot ovat toisistaan riippumattomia. Onnistumisen
todennédkdisyys on tasan p =0,5. Saamme heitettdessd joko kruunan tai klaavan.

™ Tee ja piirré todennakdisyysjakauma ylla mainittuun kokeeseen.

Syota tulokset luetteloon listl. Syota todennékoisyys saada klaava 0 - 50 kertaa luetteloon list2.
£ Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
B1fde f‘:&:l Simp| "o | w [ LS| ¥ [ E%l{‘jb f‘;:]lsmplji"ylvl—ky— v

seq (x, x, 0, 50, 1)3list1 seq (nCr (50, x)x0. 550, x, 0, 50, 1) list2
{0,1,2,3,4,5.6,7.8.9,10.[»] {8.881784197e-186, 4. 4408920995-14 [
0 u

Line| B |y | = 3
0™ | e | In |loggd| YO
W | % | x' [log(M)|solve(
B00 [toDMS| {® | {3 | ()

a r

sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad | fm Alg Decimal Real Rad | m
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Huomaamme, ettd P(X =Xx) =

.0,5%-0,5" =

-0,5”, jolloin list2 on helpompi laatia.

Valitse paavalikosta Statistics.  Valitse SetGraph. Asetukset.
t Edit Calc SetGraph & % Edit Calc [SetGraph] Set StatGraphs
B EEREEDIE [l‘.’iﬁ1¥éiiiilﬁﬁse""i"9--- i 1(2]3[4]5(6[7]8]8
StatGrapht :
listl  [listz __ [list3 ﬁ‘ listL | apatraphz __—‘ Drew ©on O off
1 [ - 1 ! | |
201 ﬁi_{ﬁ . 2|1 [IstatGraph3 . Ty|.:|e Slcatter ’
302 1e-12 302 [ |statGraphd AList: [ listt [+]
g 2 %E:hl] g 2 [statGraphs YList: [list2 [+]
6|5 1.95-9 B85 []statGrapht Freq: E [+]
716 1.4E-8 716 [ statGraph? )
8|7 8. 9g-8 8|7 [$tatGraphg Mark: [ large dot | vl
gl8 4. 857 9|8
109 2. 28-6 109 [ statGraphg
:II; 10 9.1e-6 1; 10 []Graph Function
11 3.38-5 11 3
1312 1.1e-4 13/12 (L Previous Reg
1413 3.2g-4 14|13 3.28-4
15(14 8.9g-4 1514 8. 3g8-1
114 3e-d 1514 3e-1
17|16 4, 4g-3 17|16 4. 41g-3 17|16 4. 4g-3
18(17 8. 7e-3 18|17 8. 7e-3 18(17 8. 7e-3
Cal» v | cal» a8 cal>| | "B
£ a <« ] o < o
[ 1= |0 | [1= o Il e 1= o |
Rad Auto  Decimal 1 m Rad Auto  Decimal T m Rad Auto  Decimal i
Piirrd kuvaaja.
Edit Calc SetGraph #% Zoom Analysis Calc ¢
i ea | vee [ i | g EIEEEEMEEE
listl  [list2  [list3 (4] listl  |list2  |Lst3 (4]
1 9:-16 ] 1(0 OE-16 ]
211 4g-14 201 4p-14
302 1e-12 3(2 1e-12
4/3 28-11 413 2g-11
5|4 2g-10 5|4 2E-10
$5 1.9g-9 6|5 1.9g-9
6 1.4E-8 Calw
o PR S na
g8 4, 88-7
10|9 2. 2E-6 [ 1= 0
110 9.18-6 s
12(11 3. 38-5 ¥
13|12 1.1g-4 -
1413 3. 28-4 =
15(14 8. 35-1 . .
16|15 2E-3 0 N
17|18 4. 48-3 . .
1817 8. Te-3 . .
Calw B . o .
<l ] > 0 53
= o | (=]
Rad Auto  Decimal I Rad Auto [
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6.6 Hypergeometrinen jakauma (palauttamaton otanta)

Hypergeometrinen [M ] . [N B MJ N on perusjoukon alkioiden Ikm,
jakauma, jota P(X =X)= n-x :\c madaratyn osajoukon alkioiden
satunnaismuuttuja X N m,
noudattaa. ( ] n on ottojen kokonaislukumaara.

n

= Meilld on 10 valkoista ja 8 punaista kuulaa laatikossa ja me otamme satunnaisesti laatikosta 5
kuulaa. Kuinka suurella todennakdisyydelld saamme 2 valkoista ja 3 punaista kuulaa?

Kaava sovellettuna. hypergeoPDf antaa. Miksi vastaus on sama?
% Edit Action Interactive & Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive
EoE S e I 5 0 O ) S ) S S A 2 B U 1 R R S e e
nCr{10, 2)xnCr(8, 3) hypergeoPDf (2, 5, 10, 18) hypergeoPDf (3,5, 8,18)
nCr(18,5) 0.2941176471 0.2941176471

; 0.2941176471 0 0

Line | int ! nPr | nCr |4|G|H|I|J‘K|L|b| |4|G‘H|I|J|K|L|b|
an | bn | cn | rSlv l[}[t_eaviside( Form l]_lleaviside( Form
t ist
e o fotoeren
fa |Fa= | LaP | La& ep ep
h: CD INPUT h CD INPUT
G oo, e,
- — hypergeoPD hypergeoPD
. ‘*“‘ans‘EXE‘ R EXE R EXE
Alg Decimal Real Rad | @ Alg Decimal Real Rad | m Alg Decimal Real Rad | im

Vaihtoehtoisesti voi kayttdd hypergeoPD-komentoa.

£+ Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive
%1 e 8| Sitap | T [ v | AL | ¥ nﬂ%l&jbl}ﬂi]lﬁm}ll% vl%klv
hypergeoPD 2,5,10,18 hvpergeoPD 3,5,8,18
done done
prob prob
0.2941176471 0.2941176471
0 0

<JefnfisfklL]>] L«lafnit]yfK]e ]

heaviside Form heaviside { Form
Histogram Histogram
Horizontal Horizontal
HStart HStart
HStep HStep
hypergeoCD INPUT hypergeoCD INPUT
hypergeoCDf ( hypergeoCDf (

a hyvpergeoPDf ( EXE i hypergeoPDf ( EXE

Alg Decimal Real Rad | dm Alg Decimal Real Rad AT
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= Meill& on 10 valkoista ja 8 punaista kuulaa laatikossa ja me otamme satunnaisesti laatikosta 5
kuulaa. Kuinka suurella todennakdisyydelld saamme vahintdén 3 punaista kuulaa?
£+ Edit Action Interactive

Lo K ) ) e N e

% [nCr(l[], (5—x))XnCr(8,x)]
x=3 nCr(18, 5)

0.3823529412
hypergeoPDf (3, 5, 8, 18)+hypergeoPDf (4, 5, 8, 18)+hypergeoPDf (5,5, 8, 18)
0.3823529412
hypergeoCDf (2, 5, 10, 18)

0.3823529412
0

>,10C(5-x)-8Cx
v 18C5
tai: hypergeoPDf(3,5,8,18)+hypergeoPDf(4,5,8,18)+hypergeoPDf(5,5,8,18)

Joko ndin:

taikka yksinkertaisimmin: hypergeoCDf

6.7 Normaalijakauma

=3 Tyypillinen esimerkki normaalijakaumasta 16ytyy asevelvollisten pituudesta. Asevelvollisten
keskiarvo on x=180cm ja keskihajonta o =7cm. Kuinka suuri osa asevelvollisista on
lyhyempid kuin 190 cm?

Ratkaisu komentojen avulla.  Tai Statistics, Calc, Distribution, Normal CD.

£ Edit Action Interactive ) (%] £+ Edit Zoom Analysis (%]
gt [ [ 5] [ : ¥
normCDI (0, 190, 7, 180) lower0 |
0.9234362745
e
NormCD 0, 190,7, 180
done e
prob u|180|
0.9234362745 p=0. 0294363
b Lower=—25. 71429 Upper=1. 4285714
B
(+[m[nfolrfalR]~] prob[0. 9234363
ncSeq Form population mean zlow|-25,71429
Egévséolder zUp(l.4285714
Next al7
norm
normal ( INPUT K180
NormalLine -
’T'— normCDI ( EXE << Back [ Help | Next >>| |<< Back | [IHelp
Alg Decimal Real Rad | i | @| |Deg Real T

Noin 92,3 % asevelvollisista on lyhyempia kuin 190 cm.
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E Kuinka suuri osa asevelvollisista ovat pitempid kuin 170 cm?

Kun olemme NormCDf-toiminnon avulla laskeneet kuinka monta asevelvollista on lyhyempia
kuin 170 cm, voimme ottaa selvaa siit4, kuinka suuri osa asevelvollisista on pitempié kuin 170
cm seuraavasti 1—P(X <170).

Ratkaisu. Tai Statistics, Calc, Distribution, Normal CD
£ Edit Action Interactive ) (%] £ Edit Zoom Analysis (]
1] b e sme [0 [+ AV | i B 5] 5] B .
1=-normCDf {0, 170, 7, 180) Lower
0.9234362745
S C—
0
o ]
uiso |

p=0.8237363" ° ?
Lower=—11428571![Upper=1.43e+998
|
[ «Im[n[olP[a[R]"] prob[0. 9234363
ncSeq Form upper boundary zlow|—-1.428571
NDist
NewFolder zUp(l. 43E+998
Next 67
norm (
normal { INPUT K180
NormalLine -
N CD
R = EXE Help | Next >>| |<< Back | [THelp
Alg Decimal Real Rad | m | @ |Deg Real |

Huomaamme, ettd on yhtd monta yli 170 cm:n pituista asevelvollista kuin on alle 190 cm pituisia.
Miksi?

E Kuinka suuri osa asevelvollisista asettuu véliin [u—o, u+ o], eli
keskihajonnan sisaan keskiarvon 180 cm molemmin puolin?

Ratkaisu. Tai Statistics, Calc, Distribution, Normal CD
& Edit Action Interactive £ (%) # Edit Zoom Analysis e (]
05 4 d]‘gl‘ Jaxml g o Tax, | ¥ _w_ v ;
2% Jaxel P -
normCDf (180-7, 180+7, 7, 180) Lower T
0.6826894921
0 Upper [180+7
ot ]
T —
p=0. 6826895 °
Lower=—1 it
LS
[«[m[n]ofrlafR]~] prob[0. 6826895
;(E)S_e:l Form lower boundary zlow|-1
15
NewFolder zlp|l
Next ol7
norm 80
normal ( INPUT K
NormalLine
’—'*‘ Sornes EXE [ Help | Next >>| |<< Back | [ 1Help
#lg Decimal Real Rad | @@ m Deg  Real i

100 Sivu



Huomaamme, etté n. 68,3 % asevelvollisista sijoittuu keskihajonnan sisdén keskiarvon
molemmin puolin. Tama tarkoittaa sité, ettd 68,3 % asevelvollisista sijoittuu vélille 173 cm - 187
cm.

Vaihtoehtoisesti ndin:
Voimme myos todennékdisyyden laskemiseen keskihajonnan funktiota f, joka saadaan
~(x=%)?
%e 20" Katsotaanpa, kuinka voimme laskea todennikoisyyden
2no

sille, ettd satunnaisesti valitun asevelvollisen pituus on keskiarvosta symmetrisesti yhden
hajonta-askeleen sisalla.

lausekkeesta f(x) =

Ratkaisu. Graafinen ratkaisu
£ Edit Action Interactive # Edit Zoom Analysis ¢ [Z]
1] b [ikafsme[ B[R] BRI EEEREE [~
 (x-180)2 Sheet1 [Sheet? |Sheet3 [Sheetd |Sheets|
187 2 2
1 ] e 2X7% 4 - (x~180)
2ax72 4173 Myl=_ 1 o 2.72 —
0.6826894923 v2-n°72
o [Jy2:0
[J¥3:0
[v4:0
[s:Rme00
Line| = |y | = | 2 ¥
0" | e® | In i %
W | 50| 50| /o= | i
[(mo1| [=]|[88]| z= | =
sin | cos | tan | & P . . . .
= = 160 170 120 130 200
‘t“‘ans‘EXE‘ B
Alg Decimal Real Rad | @m Rad Real [ m
1

Syota normaalijakauman funktio f, joka saadaan lausekkeesta f (x) = e 2

\276?

Integroi normaalijakauman funktio 173 - 187.

£ Edit Zoom Analysis ¢ (%] . . N
....... - — Nain voimme todistaa, etta n. 68,3%
e |EE ey 1] [atal i i Find == . S
[‘f 65 (5] (53] B )RR R B (S ) — asevelvollisista osuu keskihajonnan
sisddn keskiarvon molemmin puolin.
Lower=173 Upper=187
Jdx=0.68268949
(B[ %
Rad  Real [
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Tassa vield pikaohje Statistics (tai SpreadSheet) —sovelluksen kéyttdmiseen hajontalaskuissa.

Valitse Statistics-valikosta Calc.Distribution ja Normal CD. Syota arvot.
# Edit [Calc] SetGraph o ) )
MIE; One-Variable | l I =
—| Two-Variable _ _ _ _ _ _
: lif Rooression ,3 ﬁ‘ : listl  [list2  [list3 ﬁ‘ : listl  [list2  [list3 (4]
2| |Test . 2 . 2 .
3 Interval 3 g
5 DIS‘trIIl:IU‘tllon . 5 5
g| |Inv. Distribution 6 B
g DispStat Calr v | calw 8
9 < | > | < | >
10 [ 1= [ 1= _‘
11 —_— —_—
jlg Type [ Distribution [+] Lower[173 ]
" “Normal CD B Upper[187 |
1 o
17
g AT —
Cal» [ v |
[n1]= | o | [THelp I Next >>| |<< Back | [THelp
Rad Auto  Decimal T |  (NormCD [

Kuvaajan piirtdminen onnistuu p

iirtokuvaketta koskemalla. Re

o £t Edit Zoom Analysis e
HEEEREEO
list 1 list2  [list3 B |k=ter =l 5-x"2)d¥ (2. 5)
I a8
2
3
4
]
6
Calw B
<l a
[ 11=
prob
zlow|-1
zUp|l
G|7
u[180 o
<< Back [] Help xe=0 yc=0.3989423
&%
NormCD | @m| |Deg Real T

size suurentaa aktiivisen ikkunan.

Né&in voimme todistaa, ettd n. 68,3 % asevelvollisista osuu keskihajonnan sisédan keskiarvon

molemmin puolin.

Trace —toiminto kuvaajan yhteydessa ndyttaa tiheysfunktiolla olevan pisteen koordinaatit ja

funktion lausekkeen.
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6.8 Murtoviiva

Alla oleva taulukko osoittaa 6ljyntuotannon maaréa eradssa OPEC-maassa vuosien 1990 ja 2005

valilla. Tuotanto on annettu 1000 tonneina.

Vuosiluku

1995 | 1996

1997

1998

1999

2000

2001

2002 | 2003 | 2004 | 2005

13412 | 11760

10550

12300

14360

16200

16300

16100 | 18200 | 17250 | 17300

E Esitd Oljyntuotannon kehitys tané aikana murtoviivan avulla.

Syétamme vuosiluvut vuodesta 1995 vuoteen 2005 luetteloon listl seq-valinnan avulla.

& Edit Action Interactive

] b [ [ [ [T

seq(x, x, 1995, 2005, 1)3listl
{1995, 1996, 1997, 1998, 199
p

D.

Line| B2 | vl | = Y
e" | In |loggd| O

x1 |logy(D)| solve(

 [u]n]

toDMS| {® | {} | ¢

sin

cos | tan

-

“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad

£ Edit Calc SetGraph
AEEEEEEE
list1 list2 list3
1(1995 13412
2(1996 11760
3(1997 10550
4(1998 12300
5(1999 14360
6(2000 16200
72001 16300
82002 16100
9{2003 18200
1012004 17250
1112005 17300
12
13
14
15
16
17
18
Cal»
[121= | |
Rad Auto  Decimal m

Kun siirrymme Statistics-tilaan, ndemme vuosiluvut list1-luettelossa. Tuotantoluvut syotetéan

luetteloon list2.
SetGraph, Setting.
Set StatGraphs AFdit Calc SetGraph & &% Zoom Analysis Calc X
112(3[4[5]6[7[B]8 ([Lm = G B M E D O E B R E E MR
Draw: @on O off list1 list2 list3 list1 list2 list3
Type: [wyLine B 1/1995 13412 11995 13412
, : 2|1996 11760 21996 11760
AList: [ Tistt [+] 3/1997 10550 3/1997 10550
- - 41998 12300 4(1998 12300
Ylist: [ list2 [+] 51999 14360 51999 14360
Freq: E [v] 62000 16200 62000 16200
7|2001 16300 Tl
Mark: [ square [+] 8(2002 16100
92003 18200
10(2004 17250 [ 12]=
1112005 17300 ——————————
12 5
13
14
1
16
" 17
13‘ ‘ ‘ 18
Cale| | | | Cal»
[121= | Il 12= BE
Rad Auto  Decimal ] Rad Auto  Decimal {1 Rad Auto [
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6.9 Tilastollisen aineiston luokittelu

= Mind vuonna 0Oljyntuotanto on ollut v&héaisinta ja min& vuonna tuotanto oli suurinta?

Néin rajoitetusta aineistosta on mahdollista 16ytd&d ndma vuodet ilman laskinta. Mutta jos
aineistoa olisi paljon enemman, olisi tima menetelmé& suureksi avuksi.

Paina oikeaa nuolipainiketta.

£ Edit Calc SetGraph 4 Edit Calc geesrqeh ¢ Sort(Ascending) 7
in | o | Ve | S s | | *) S| 5| S| 21 P20 t How Many Lists?
-
list 2 list3 list 2 list3

111995 13412 11995 13412 [2 I+]

2|1996 11760 2|1996 11760

3(1997 10550 3(1997 10550

4(1998 12300 4(1998 12300

5(1999 14360 5(1999 14360

6(2000 16200 6(2000 16200

7(2001 16300 7(2001 16300

8(2002 16100 g 2002 16100

9/2003 18200 2003 18200

10[2000 | 17250 [2008 | 17250

1112005 17300 1112005 17300 R ry

12 12 12

13 13 13

14 14 14

15 15 15

16 16 16

17 17 17

18 18 18
Cal» Calw Calr| [ [
list= list1 || |[ist= list1 || |st= list1 |
Rad Auto  Decimal m Rad Auto  Decimal m Rad Auto  Decimal m

list2 on Base List, jonka mukaan

luokittelu tehdaén. Listl vain se

uraa mukana.

Sort(Ascending) E3 |l sorttascending) ]| | % Edit Calc SetGraph
Select Base List Select Second List E= E'i':lg:"‘“%}"lﬁi‘ «
[CEist2  [lst3
[Tist2 [ ]| ||[Tist I+ 11997 | 10550
2(1996 11760
311998 12300
411995 13412
5(1999 14360
62002 16100
712000 16200
g 2001 16300
2004 17250
cancel ||| |I[_ox 102005 | 17300
S — E—— S — —— 112003 18200
12 12 12
13 13 13
14 14 14
15 15 15
16 16 16
17 17 17
18 18 18
Cal| [ \ Calm | | | Cal»
list= list1 Il |ist= list1 || |ist= list1 |
Rad Auto  Decimal ] Rad Auto  Decimal LT Rad Auto  Decimal ]

Vuosilukua ja tuotantoa ei tule erottaa toisistaan aineistoa luokiteltaessa vaan pitaa tiedot
yhdessa. Oljyntuotanto oli pienintd vuonna 1997 ja suurinta vuonna 2003.
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6.10 Keskiarvo, mediaani, kvartiilit, tyyppiarvo ja vaihteluvili

Keskiarvo.
Kaikkien arvojen
summa jaetaan

arvojen lukumaéralla.

)_(: X1+X2 +X3+...+Xn

téssa x,,X, ... ovat arvoja.
n -
g Xy + X+ DX, Kun aryo >.<i esiintyy h; kertaa
X= n havainnoissa.

n

Frekvenssijakaumien
keskiarvo

omfamy f, o, £ k lukuvali, Jo!den keskipisteet
X= m,m,, ... m, javastaavat
n .
frekvenssit f, f,,... f,

Huomaal!

N . Jos havaintojen lukumadra on
Keskimmainen arvo, kun aineisto

Mediaani laiitellaan Kasvavaan idriestvkseen parillinen luku, mediaanin
I Jaresty ' muodostavat kaksi keskimmadista
arvoa tai niiden keskiarvo.
Tyyppiarvo Se ginei;ton arvo, joka esiintyy Toinen nimitys on moodi.
useimmin.
Vaihteluvali Vaihteluvali=
suurin arvo — pienin arvo
Ylakvartiili Korkeimmat 25 % Kerétyistd arvoista.
Alakvartiili Pienimmat 25 % keratyisté arvoista.
Kvartiilivaliin eivat vaikuta
suurimmat tai pienimmét 25 %
kerdtyisté arvoista.
Kvartiilivali Kvartiilivali= » I
ylakvartiili — alakvartiili Kvartiilivalill4 on tdmén takia

hyvé hajonta, silloinkin kun
materiaalin arvot ovat
jakautuneet epatasaisesti.

Kvartiilipoikkeama

Kvartiilipoikkeama = Kvartiilivali / 2

= Erddssa kaupungissa tehtiin litkenteen melumittauksia. Tassd yhteydesséa kerattiin seuraava
data (dB) :

52,0 544 548 551 559 561 561 572 576 581 582 594
594 599 606 607 61,1 613 621 623 630 634 637 639
639 645 648 651 659 665 66,7 671 689 691 704 728

Laske keskiarvo, mediaani, yla- ja alakvartiili, tyyppiarvo ja vaihteluvéli.
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Syota mittaustulokset luetteloon listl.

Valitse Calc, One-Variable.

& Edit Calc SetGraph ¢ % Edit [Cale] SetGraph o Set Calculation [>]|
E:..,I?IE:‘IE%} ;IE};J [« [g:...l‘:!;F One-Yariable < One-Variable
- - : — Two-Yariable AList: - H
list1 list2 list3 lis o i N | list 2
3 =5 =~ Regression
2 54.4 g| |Test
3| 54.8 9| |Interval Freg: K [*]
g gg $13 ﬁ Distribution
6l 5.1 12| |Inv. Distribution
7 56.1 13| |DispStat
8 57.2 14 79, 9
9 57.6 15 60.6
10 58.1 16 60.7
11 58.2 17 61.1
12 59.4 18 61.3
13 59.4 19 62.1
]g 59.9 gﬁl
60.6 63 Cancel
H 2 A
17 61.1 23 63.7 23 63.7
18] 61.3 24| 63.9 24| 63.9 ‘ ‘
Cal» Calw Calw| [ [ \
[201=  [62.3 Il |t 2= [62.3 || |lc2m= [62.3
Rad Auto  Decimal m Rad Auto  Decimal i Rad Auto  Decimal i
Paina alas-nuolipainiketta.
Stat Calculation | Stat Calculation |
One-VYariable One-Yariable
% =61, 722222 o it
- St 8
EXz =138008.62 Q =64. 95
S = A Mode  =56.1
WL S
Qs S ModeN =3
el 2T ModeF =2
(o ]| |5
23 B3.7 23 B3.7T
24| 63.9 24‘ 63. 9‘ ‘ ‘
Calw | | \ Calw | | | |
[ 201= [62.3 || | am=  [62.3 |
Rad Auto  Decimal fm| |Rad Auto  Decimal m

Tassa naemme, ettd keskiarvo on 61,72 dB ja mediaani 61,7 dB. Alakvartiili on 57,85 dB ja

ylakvartiili 64,95 dB. Tyyppiarvot ovat 56,1 dB, 59,4 dB ja 63,9 dB. Néita kolmea arvoa esiintyy

eniten aineistossa.

Vaihteluvéli on aineiston suurimman ja pienimman arvon vélinen alue.
maxX —minX =72,8 -52 =20,8 dvs. 20,8 dB

106 [Sivu




E Oppilaat saivat matematiikan kokeessa tietylld luokalla seuraavat numerot:

4345262614432643325334521

Laske keskiarvo, mediaani ja vaihteluvali.

Syota koenumerot luetteloon list1 Statistics-tilassa.

Selvitetdan tassé tehtévassa vaihteeksi keskiarvo, mediaani ja vaihteluvéli Main -sovelluksessa.

£ Edit Calc SetGraph &

£ Edit Action Interactive

# Edit Action Interactive

# Edit Action Interactive

i ool [T

max (list1)—min (list1)

[+[u[njofrfa]R]~]

LU( Form
mat ToList ( NIRE:
ax(
maxX
maxy
mean ( INPUT
mean( T |
MeanSAB
i MeanSB EXE
Alg Decimal Real Rad ]

sl | [elb [l [TORI| [t TRapma VT
list 1 list2 list3 mean (list1) median (list1)
i ! 3.48 3
1 4 P 0
12 3
13 2
14 6
15 4
16 3
17 3
18 2
19 5
u ) (<[m[n[olrlalR]"] L<[m[nTofrlaln]~]
29 4 matToList ( Form MeanSA Form
a5 P VoS
= . mXY %ggﬁ%ﬁrr
E — s mSE— [ e
MeanSB MedMedLine
[ 2Bl= ‘ | i MeanSErr EXE A MedStat EXE
Rad Auto  Decimal | Alg Decimal Real Rad m] Alg Decimal Real Rad ]

Tama ero antaa vaihteluvalin.
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6.11 Varianssi ja keskihajonta

\2 \2 \2
— X2+ (X —X)? ..+ (X, — X . . .
Varianssi s _ =X H (6 =X) (*, =%) Satunnaismuuttujan hajonnan
arianssi } _ n it
X on keskiarvo

12 —\2 2

Keskihajonta 5:\/()(1_)() + (% = X)" 4.4 (X, %) Varianssin nelijuuri.
n

Keskihajonta kuvaa sitd, miten suurta vaihtelua kasitteleméassamme tilastollisessa materiaalissa
esiintyy. Voimme kutsua tatd mitattavaa muuttujaa nimell& X, silla keskihajonnasta kaytetdan
usein nimityksia oy, SD(X) tai sx. Olettakaamme, ettd meilla on joukko mittauksia arvolle X.
Naihin voidaan viitata seuraavasti: Xi, X,..., Xn. Laskeaksemme keskihajonnan on ensin

laskettava keskiarvo X tai /i, .

> (%~ %)?

i=1

Kaava, jolla keskihajonta lasketaan, on seuraava: SD(x) =
n

i(xi _7)2

Keskihajonta on neli6juuri varianssista, joka saadaan seuraavasta: VAR(x) = 1=

Keskihajonnan kaavassa jakajana on n. Joskus jaetaan

poikkeamien nelididen summa tekijalla n - 1. Kun poikkeamien nelididen summa jaetaan n:lI4,
tuloksena on perusjoukon keskihajonta. Otoskeskihajonta saadaan jakamalla tekijallan—1. Jos
otos on suuri, eli n on suuri, sill4 ei ole merkitysté jaetaanko n:Ila vai tekijalla n—-1.

Laskin tekee eron perusjoukon keskihajonnan ja otoksen keskihajonnan valilla.
Perusjoukon keskihajonta on Xo,,, ja otoksen keskihajonta Xo,, .

Voimme tehdéa ensin laskelmia kasin.

™ Hunajantuotanto

Eraalla hunajantuottajalla on 53 mehiléispesédd. Tehdékseen taulukoinnin kaytannolliseksi
mehildisfarmari on luokitellut materiaalin. Kasittelemme téten luokiteltua materiaalia. Alla oleva
taulukko nayttdd mm. hunajantuotannon kilogrammaoissa mehiléispesédé kohti yhden
tuotantokauden aikana.

Vaikka taulukosta ei ole mahdollista I0ytad tarkkaa keskipainoa, voimme arvioida likimé&aréisen

keskiarvon luokkien luokkakeskusten mukaan. Luokkakeskus saadaan aikavalin todellisen
alarajan ja todellisen ylérajan keskiarvona.
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Saamme seuraavan taulukon:

Paino [kg] Frekvenssi | Luokkakeskus | Luokkasumma Poikkeamien neliot
f X, fox kerrottuina frekvensseilla
f-(x,—X)?

[10,20> 15 15 225 6615

[20,30> 7 25 175 847

[30,40> 10 35 350 10

[40,50> 8 45 360 648

[50,60> 7 55 385 2527

[60,70> 4 65 260 3364

[70,100> 2 85 170 4802

Summa 53 1925 18813
Jotta voisimme tayttaa arvot viimeiseen palstaan on laskettava keskiarvo. Keskiarvo saadaan
lausekkeesta X = T _ —1225 ~ 36, ja on siis noin 36 kg.

n

i (Xi - X)2

n

Keskihajonta: xo, =

:,/1858313 =18,84, eli 18,84 kg.

Miten voimme kaytt&é laskinta apuna ratkaistaessa tata tehtavaa?

Voimme tietysti syottad laskimeen painoluokat ja frekvenssit — ja antaa tamén jalkeen laskimen
kasitelld aikaa vievat laskutoimitukset.

Miten sitten laskin 16ytaé luokkakeskuksen arvon?

Asetamme alimman rajan luokille luetteloon listl ja ylimman rajan luetteloon list2. Frekvenssit

r . . r an list1+list2 . . .
syotetaan luetteloon list3. Sitten syotetadn kaava — luetteloon list4. Tama tarkoittaa
sita, etta list4 sisaltaa luokkien luokkakeskukset

£ Edit Calc SetGraph ¢ & Edit Action Interactive # Edit Calc SetGraph ¢

K | Sim ) v | S S S > Sl b {'j'.,xx;||51mp|£*@ vH;le

listl] |list2 |list3 |listd list1+list2 . 4 listl |list2 |list3 |list4
; 10] 20| 15 o T 20| 15(i5
20| 30 7 2| 20| 30 7025

3l 30| 40l 10 {15, 25, 35, 45, 55, 65, 85} 3| 30l 10| 10l35
4/ 40| 50 8 N 4| 40| 50 8|45
5 50/ 60 7 5 50| 80 7(55
6 60| 70 4 6| 60| 70 4|65
7| 70| 100 2 7| 70| 100 2/85
8 . 8
g g
10 10
1 1
12 ; - 12
13 Line| &4 | vl | = > 13
14 o= ] logoO| ® 14
b I In |loggldl| VO i
16 Wl | x® | x! [log()solvel 16
17 17
18 BOO [toDMS| {= | {3} | ) 18

Cal» sin | cos | tan ¥ Cal»

[ Bl= ‘4—“‘ans‘EXE‘ [ 1= 10

Rad Auto  Decimal | |Alg Decimal Real Rad | m Rad Auto  Decimal Lo

109|Sivu



Calc, One-Variable. Tulos

£+ Edit [Calc| SetGraph ¢ Set Calculation <) Stat Calculation
i | o ?ﬂﬂ-\;ari?tl':;! 1E5) One-Variable | | one-variabe
Tid Hwo arisule std XList: [ lista [+] _
i egression 4 5 X =36.320755
Test Zx =1925

2 es 5 - zx® =88725

3| |Interval 5 Freg: [ Tist3 ] 0x =18. 837712

g Distribution g £ :ég Olyged

6| |Inv. Distribution 5 minX =15

h Q =15

g DispStat 5 Med —35

g fiY -5

s

1

12

13

14

i o ]| o]

17 1/ 17

L 1 A I L I I
Calm Calm | [ [ [ | Cale| \ [ | \
[ 1= 10 [ 1= |10 | |t 1= [1o0 |
Rad Auto  Decimal @ |Rad Auto  Decimal | M| |(Red Auto  Decimal |om

Laskelmien mukaan keskiarvo on X = 36,32 ja ettd keskihajonta on xo, =18,84 .

6.12 Odotusarvo, varianssi ja keskihajonta satunnaismuuttujalle X

Odotusarvo: u=E(X)=2x-P(X =X)
Varianssi: VAR(X) =X(x—E(X))*-P(X =X)
Keskihajonta: cf:,NAR(X)

Binomijakaumassa E(X)=np ja VAR(X)=np@d- p)
Laskus&anndt odotusarvolle ja varianssille:
E(a+bX)=a+b-E(X)

E(X+Y)=E(X)+E(Y)

VAR(a +bX) =b*-VAR(X)

Jos X ja Y ovat toisistaan riippumattomia, seuraava patee: VAR(X +Y) =VAR(X) +VAR(Y)

= Taulukko osoittaa X:n todenndkoisyysjakauman.

X 5

6
3
16

4
314
16 | 16

2 3
1 2
P(X:X) E B =

||~
3|H foe)

|-
NP

Laske E(X) ja VAR(X).
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Taulukot listl ja list2.

Laskutoimitukset luetteloilla.

& Edit Calc SetGraph ¢ £ Edit Action Interactive
o [ [ve [Fa [ [ER @l | [ o [aafsm]m [ o]
list 1 list2 list3 list1xlist23list3
1 2| 0. 0625 [N 13351971
2 | Ryiaa st vee1]
3 4(0.1875
4 5 0.25 sum (list3)
5 6(0.1875 5
6 7 0.125
7 8(0.0625 O
8
|
10
11
2 TsTTu[V[WIX]>)
14 StrRotate Form
15 StrShift
18 StrShi
17 strToExp (
18 StrUpr
subList ( INPUT
Calr subMat (
m
[ 1= | | | a | SumSA EXE
Rad Auto  Decimal | Alg Decimal Real Rad | m

Luetteloiden listl ja list2 tulos on luettelossa list3. Ndemme, ettd sum(list3) antaa odotusarvon

E(X).

# Edit Action Interactive

o [l TOT T

sum (list3)

(list1-5) 2xlist23list4

116216 % 16" 2 16

sum (list4)

Line| 2 | vl | =« B
0™ | e | In |logal| YT
Wl | x2 | x7! [logy(W)|solve(

BO0 [toDMS| (= | {} | ()

a r

sin | cos | tan

EILIE

ans ‘ EXE ‘

Alg Decimal Real Rad | @

Varianssi VAR(X) =2,5.

Saastdmme paljon aikaa kayttaessimme luetteloita talla tavalla.
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6.13 Luottamusvali

2,5%

Luottamus tekijalle k % valilla —z jaz: P(-z<Z <z)=k %

95 %

2,5 %

-Z

keskihajontataulukossa.

Z

95 %:n luottamusvalilld on z=1,96 . Tdma selvid4 tutkimalla P(Z <z)=0,975

Luottamus- tai varmuusvali x

X—Z'i, X+Z'i

&

Todennékoisyys p %
sille, ettd odotusarvo
A osuu télle alueelle.

Z-

luottamusvali { =
Luottamusvéli { p-
tekijalle p

N
p(-p)
—

n
be. {f)(l—ﬁ)}
n

Tama pétee, kun np>5 ja n(1— p)=5

p lasketaan

lausekkeesta P :%

80 % luottamusvali arvolle, kun otoskoko on yksi.

Valitse paavalikosta Statistics.

Mittaustulos noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla 24 keskihajonnalla 6. M&érita

Calc. Interval. Tee ndma valinnat. Paina Next.
¢+ Edit [Galg] SetGraph o x| | & (x]
L | ¥i5 One-Variable l > ﬁ ﬁ

IYZ_ Two-Yariable 'I—]-[— . _ . Tistl Tistd Hst3
: llﬁ Regression 5 3 : list1 list2 list3 : ist ist ist
2| |Test 2 2
3| |Interval 3 2
g Distribution g g
g| |Inv. Distribution & B
g DispStat Calw Cal»
9
10 [ 1= [ 1]=
b s —_—
:}g Type [ Interval [+] Type [ Interval [+]
i | One-Sample Z Int [+] | One-Sample Z Int 1]
16 - ~
17 @ List O Variable (O List @ Variable
18
Calme

[ 1= | [1Help [JHelp

Rad Auto  Decimal ] ] ]
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Syota arvot.
Huomaa, ettd 80 % = 0,8.

o
list1 list2 list3 n
1
> [ |
3
4
]
B
Cal» B
<« ] [~ ]
[ 1]=
clewllo.s
og |
T
i ]
s
OneSampleZint [

Luottamusvali on 16,3 - 31,7.

Tulos
o
list1 list2 list3 u
3
’ [
3
4
]
B
Calm ﬂ
<« | [~ ]
[ 1]=
Lower({16. 310691
Upper|31. 689309
¥(24
n
v
OneSampleZint T

Mité tapahtuu vélin yla- ja alarajalle, jos C-taso nostetaan 95 %:iin? Kokeile itse.

Tutki myods mité tapahtuu luottamusvalille, jos otoskoko n kasvaa.

E Mika tulee otoskoon olla, jotta otannan keskiarvo 24 olisi 95% todennakdisyydella valilla

[23,25]?

Voimme kokeilla tata
erilaisilla n:n arvoilla.

&
list1 list2 list3 u
1
; [ |
3
4
]
B
Cal» v ]
<« ] > ]
[ 1]=
Clowl0.55 |
o |
T —
n{138
e
OneSampleZint [ m

Tama on hyvin lahell& haluttua vélia [23,25].

Kun n =138 saamme seuraavan valin.

o
list1 list2 list3 ﬁ‘

3
; [ |

3

4

5

B
Calw [+ |

< ] >

[ 1I=

Lower|22. 998941
Upper(25. 001059
K24
nj138

bl

OneSamplezint [
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6.14 Hypoteesin testaus

Hypoteesin testaus
Tutkii, onko todennédkdisyydelld p binomijakaumassa tai odotusarvolla x normaalijakaumassa on
jokin tietty arvo.

Binomijakauma Normaalijakauma

Nollahypoteesi H,: p=p, Nollahypoteesi H,: =g,
Vasemmanpuoleinen | Vastahypoteesi H: p<p, Vastahypoteesi H: < 4,
testi Laske tasta H, Laske tastd H,

P-arvo: P(X <X) P-arvo: P(X <X)

Nollahypoteesi H,: p=p, Nollahypoteesi H,: =y,

. . .| Vastahypoteesi H: p> p, Vastahypoteesi H: x> 1,

Oikeanpuoleinen testi .  n

Laske téastd H, Laske tésta H,

P-arvo: P(X >X) P-arvo: P(X >X)

Nollahypoteesi H,: p=p, Nollahypoteesi H,: 1= 14,

Vastahypoteesi H: p=p, Vastahypoteesi H: u# 1,
Kaksitahoinen testi Laske tasta H, Laske tasta H,

P-arvo: 2-P(X <X) P-arvo: 2-P(X <X)

tai 2-P(X >x) tai 2-P(X >X)

= Tietyn aineen mééran tabletissa tulisi olla 260 mg ja tdmén keskihajonnan 40 mg.
Viidentoista tabletin pistokoe osoittaa niiden sisaltdvan tata ainetta keskimaarin 242 mg. Onko
tdma liian vahan, jos merkitsevyystasoksi on asetettu 10 %?

Valitse paavalikosta Statistics.

Calc. Test. Tee nama valinnat. Paina Next.
t Edit [Calg] SetGraph ¢ & x| | & (x]
- | Y One-Yariable ] >
Y2i £ ]
—| Two-Yariable J—]—L L L
hﬁ Regression ~ 3 list1 list2 list3 list1 list2 list3
1 1 1
2| | Test 2 2
3| |Interval 3 3
g Distribution g g
g| |Inv. Distribution & 5
; DispStat Calw Calm
g
10 [ 1]= [ 1]=
" _ | |
:}g Type [ Test [v] Type [ Test [v]
14
15 [ One-sample Z-Test [+] | One-sample Z-Test [+]
16 - i
17 @ List () Variable () List © variable
18
Cal»
| e her
Rad Auto  Decimal i [ |
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Syota tiedot. Next.

*

[ 1

Ko

[+)
®
n

u condition| <

60

= | B b
[= RN
bo

o

OneSampleZTest

]

Tulos
& (%]
B<|260
z|-1.742843
prob|0. 0406806
X242
ni1s
e
OneSampleZTest ]

Nollahypoteesi: Keskiarvo on kuten ylla esitettiin z, =260 mg.

Vaihtoehtoinen hypoteesi: Keskiarvo <260 mg.
Ylimmalla rivilla olemme valinneet z < 4, .

Voimme ndhd& z-arvon n. 1,7428. Todenndkoisyys 16ytdéd 15 naytteen otannassa niinkin matala
aineen maara kuin 242 mg on vain 4 %, mikéli nollahypoteesi pitaa paikkansa. Hylkdamme
nollahypoteesin, silla ainemé&é&ran arvo on liian alhainen 10% merkitsevyystasolla.

Vaihdamme hypoteesia ja asetamme keskiarvoksi 246 mg.

o (x]
R
N —
N —
T —
s
o
OneSampleZTest |

o (x]
K<|260
zI|—=1.355544
prob|0. 0876221
X(246
nils
el
OneSampleZTest m

Koska todennakoisyys p =0,0876 on edelleen alle 10%, hylkd&dmme hypoteesin.
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Vaihdamme keskiarvoksi 247 mg. Tulos

-3 &
weondition[ < [v] ne[260
n (120872
= prob|0. 1040658

o0 | .
_ X247
%[247 i3
ofis |

v (v

OneSampleZTest T m OneSampleZTest

Koska p =0,1041 toteuttaa 10% merkitsevyystason, hyvaksymme hypoteesin.
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7. Lukujonot ja sarjat

7.1 Rekursiiviset lukujonot ja sarjat

Lukujono koostuu perékkaisista numeroista: a;, a,, as,........ 2 I
Yleinen termi lukujonossa olkoon a,. Jos meilla on kaava termille a, edellisten lukujonon
jasenten a, ja a,, avulla, jonoa kutsutaan rekursiiviseksi lukujonoksi.

Kun lukujonon jasenet lasketaan yhteen, saadaan lukujonon summa. Ensimmadisten n jasenen
summa voidaan merkitd s, , jossa S, =@, +a, + 8, +.....+a,.

7.2 Aritmeettiset lukujonot ja sarjat

Aritmeettisessa lukujonossa jasenten valinen ero pysyy vakiona
a,—a,, =d, toisin sanoen. a, =a, , +d

Suureen arvoa d kutsutaan lukujonossa erotukseksi. Lukujonon yleinen termi eli n:s jasen
voidaan ilmoittaa ensimmadisen j&senen ja erotuksen avulla: a, =a, +(n-1)-d .

Kun aritmeettisen lukujonon jasenet lasketaan yhteen, saadaan aritmeettinen summa.
Ensimmadisten n jasenen summa s, aritmeettisessa sarjassa on:
s = (a, +a,)n

n 2 "

EAritmeettisen sarjan ensimmainen jasen on 7 ja erotus 3.
a) Maarita a..
b) Laske s,,.

a)
Valitse valikosta Sequence. Recursive, Type.
MENU gt o Edit [Typeln.an ¢ & Edit Type [an] »
- EE1 R L = EEBEIEL =
SN[ Main Recursive Qanﬁwpe = Recursive| Bxg "
k { : _:an+2'|'ype S0,81 BCUrsIve XP hl'l
0 ane1iOansaType 21,82 OanaiB |eq
'Dﬁ Activit Statisti a=0 2=l
' BACTIVITY atistiCs D bras: 0 D byast O
b;=0 b,=0
Spread- q,ll Graph& Hena: 0 [ena: O
M sheet _ Table c,=0 c,=0

Explicit
Geometry Econics

L3
wiel DiffEq—
& Graph

LSl NumSolve

[ 4

Sequence ['%@Financial

- | Rad Real | @l |Red Real |
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Katso tehtava. Syo6ta Start ja End.
& Edi Nan ¢ AeNEdit Type n,an ¢  Edit Graph
] v el | (s ]==]==] F
Recursive| Explicit | Recursive| Explicit | Recursive| Explicit |
|:| an+1=an+3 anq=ant3 E Ans1=an+3
a=7 a1=7 al=7
[ bt O Sequence Table Input [Jbna: DO
bi=0 Start 0 b0
|:| Crne1- E End :|5 l:‘ Cnais O
= =0
' | 0K | | Cancel ©
Mathl |[jne| = | ym | = | 2 n N 4]
n
0" | e® | In |logg0| VO 7
2 10
Wl | x2 | x7' [logyu(M)|solve( 3 13
mOo [oDMS| {= | {3 | O - T
sin | cos | tan | ° N n
,‘*“‘ans‘EXE‘ 5 | |
Rad  Real i | Rad Real [ m Rad Real m

Vastaus: a; =19

b)
Avaa Table Input ja aseta yldrajaksi 10. Aseta > Display On.
£+ Edit Type n,an ¢ % Edit Type n,an [8] & Edit Type n,an [8]
IR R ) i R B ) B N B B B
Set Sequence = (O 0ff || Set Sequence  *
Recursive| Explicit | Recursive | Explicit | ¢aar sheet | Recursive| ERBICIT | plar Sheet
an+=ant3 ana=an+3 an+1=an+3
a,=7 =" a,="7
Sequence Table Input [ bnwt P [ bt 0
our " "
End :|10 |:| Cru-l-_U l:‘ Cn-n-_[]
| 0K | | Cancel o= o=
Math! |Line| = | v@ | Y o 4 | o 4]
0™ | e | In |loggl| VT
W] | x® | x' |logw(l)|solve(
BO0 [toDMS| {® | {} | O
sin | cos | tan | ° ¥ & &
v %% s o] Bl &%
Rad  Real @@ |Rad Real | fm| |Rad Real [
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£+ Edit Graph

M EEEEEE R

Recursive| Explicit |
E an+a=an+3
a,=7
[ bnw: D
b,=0
D Cnsrs O
c,=0
4]
n an Zan
7 7
2 10 17
3 13 30
4 16 46
5 19 G5
6 22 87 n
1 =]
Rad  Real [

Vastaus: s,, =205

Tarkistus 1 Main -sovelluksessa.

# Edit Action Interactive

1] oo o]t [ T

7+3%9 [4]
34
T+34
TXIU
205
n

Line| B | ym T 3>
™ | e® | In |loggd| YO
W | %% | x |logy(l)|solvel

BOO [toDMS| {™ | {} | )

o r

sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad | @m

Siirry nuolindppaimelld alaspain n=10.

£+ Edit Graph
A [ | $an
Recursive| Explicit |
ﬁ ans1=an+3
a,=7
[ bnat O
b;=0
|:| Cnert O
¢, =0
4]
n an Zan
5 19 65
6 22 87
7 25 112
8 28 140
9 31 171
10 34 205 n
1 =
Rad  Real [ m

Tarkistus 2 Main -sovelluksessa.
# Edit Action Interactive

] b Jiafsme]2o [ T
4]

10
2 (T+{x—1)x3)
x=1
205
b
Line| B | ym | = 3>
0" | e | In i %

d dD [m] ]
M| | 50| 250 | /= | &8

[mo1|[=]| (8] | g= | I=

sin | cos | tan a t
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad | m
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7.3 Geometriset lukujonot ja sarjat

Geometrisessé lukujonossa kahden perékkaisen jasenen suhde pysyy vakiona. Tata kutsutaan
suhdeluvuksi g = —=

an-1
Ensimmaisen jasenen ja suhdeluvun avulla saamme yleisen termin eli n. jdsenen seuraavasti:
an =a;-q""".

Kun geometrisen lukujonon jasenet lasketaan yhteen, saadaan geometrinen summa.
Ensimmadisten n jasenen summa s, geometrisessa lukujonossa on

E . 111 1 1 1
Laske geometrinen summa 1+E+Z+_+_+ +

8 16 32 64
Syo6ta rekursiokaava Siirry nuolindppéaimella
ja ensimmainen jasen. Saada Table Input. alaspain summaan.
& Edit Type n,an # & EdigJyge n,an ¢ & Edit Graph ¢
=@ k=Rl | [EEEER | [
Recursive| Explicit | HecursivErExplicit ] Recursive| Explicit |
ﬁ an+1=an‘% an+1=an°% an+1=an'%
= =]
O b::: é Sequence Table Input 0 bna:: q
by=0 Start : } b,=0
D Cnaers O End :7 l:‘ Cn+is O
c=0 0K Cancel ¢,=0
O Math1 1 - ans+1=an*1/2
n an u 8 Line| &4 | vyl | = > N an San
[ Null Null | 0" | e | In |loggl| YO 2 0.5 1.5
3 0.25 1.75
(Wl | x® | x7' [loge(W)|solve( 4 0.125 1.875
aC jodits] (= O | O & 0.0313 1 0088
[ v | sin | cos | tan | ° § 7 0.0156 (v |
L | ——
& % ,‘«“‘ans‘EXE‘
Rad  Real | gm| |[Rad Real | @@ |Rad Real Lo

120 Sivu



Muunna vastaus murtoluvuksi. Tarkistus 1 Main -sovelluksessa Tarkistus 2 Main -sovelluksessa

£ Edit Action Interactive # Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
n{i’%l&blfﬂijlﬁmp]fi’%lvl—w—ly[ B1] de (2 simp | 1o | w [ LLE | ¥ [ﬁ%l{g-l}ﬁ;nlﬁmlﬂxﬂvliﬂﬂvE
toFrac(1. 984375) 1 7 4] 11X
4 2037
b | -] 2[)
6 l—l
2 127
] 1
1.984375
117 f
1_ =
(3]
L
2

Line| = | ym | = | » % Line| = | ym | = | »
0" | ® | In |logad YO 0 ™ | e | In |loggd| YO
(Wl | %2 | x [log,(W)|solve( Wl | x2 | x7t [logy(W)|solve(
B00 [toDMS| {® | {3 | () B00 [toDMS| {®| | {} | ()
gin | cos | tan | ° * sin | cos | tan | ° ¥
[« [ % [ o] |« | B |G [ ans | X |
Alg Standard  Real Rad i Alg Standard Real Deg | m Alg Standard Real Rad | (m

Vastaus: Summa on 16%47

7.4 Suppenevat geometriset sarjat

Geometrinen sarja (8, #0) a; +a; g + a, - q*> + ...
suppenee, jos ja vain jos suhdeluku on itseisarvoltaan alle yksi eli -1 < q < 1.

Suppenevan geometrisen sarjan summaon S = 1“_—1q :

Jos sarja ei ole suppeneva, se on hajaantuva. Hajaantuvan sarjan summaa ei ole olemassa.

g : . 111 1 1 1
Laske geometrisen sarjan 1+—+—+—=+-—+—+—+... summa.
2 4 8 16 32 64

Laskelmat osoittavat, ettd aareton summa suppenee kohti lukua 2.
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ClassPad kasittelee &aretontd  Tarkistus. Rekursio 100 jasenella.

## Edit Action Interactive % Edit Action Interactive £ Edit Graph e
EF] 600 ) S = K A 0 e 1 BB ) E S A 2 6 B 3 B R BB R S B
® [ 1 x] o | 2| |[Recursive[ Explicit |
xgl] [5] 1-% o an+1=an-%
2 2 a;=1
g d [(Jbuse: O
b,=0
[Jenei O
[ v | v ] c,=0
Line| & | vW | n Line| ® |ym | n | » . . - O
Define| f g i o0 ) Define| f g i o
solve(| dSlv | ' [ {5 T solve(| dSlv | ' | {B:E| |
> Oy [] < > |y [ 4} [
s |lz|l=]2] ¢ gl z|l=|%]¢«
|« | B | [ans [ Exe| |« |8 | % [ans [Exe |

Alg Standard Real Rad | dm Alg Standard Real Rad | @ Rad  Real

Sarjan summa suppenee kohti lukua 2.

7.5 Muunlaiset lukujonot ja sarjat

Lukujonossa 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... jokainen jonon jisen on kahden edellisen jasenen
summa. Tatd lukujonoa kutsutaan Fibonaccin lukujonoksi.

Ensimmaiset arvot ovat a, =1 ja a, =1.

E Laske laskimella a,, Fibonaccin lukujonossa.

Valitse Type. Syéta a,,, =a,+a,,, & =1jaa,=1.
& Edit [Typeln,an ¢ & Edit Graph #
] v [[Oannrea [T I I8 I R I EE R
—| OanwType &
Recursive g . Type ao,a, | Recursive| Explicit | \
U an+zl @ansaType 81,82 4] M an.=an+an. 4 |
a1=0 a1=1
a.=0 az=1
[Ibnse: O |:| b O
b;=0 b, =0
b2=0 b=0
cpagt [ v ] [ cpae: O [+ ]
q [+]
n dn Zan . n____ an
% i é il Null Null ]
3 2 4
4 3 7
5 5 12
6 8 209 ]
<l ] £
1 G B | O
Rad  Real | Rad  Real L)
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Syota Start ja End ja taulukoi. Taulukko.

Edit Type n,a, ¢ £+ Edit Graph ¢
EIEERLEEE R M BB EEEE
Recursive| Explicit | | [4 ]
M an..=an+an. u n 5 an 5 Zan i

a;=1 4 3 7
Sequence Table Input g g %g
. 7 13 33
Start:|1 8 21 54
End :{100 9 34 88
[ o | | Cancel_| 1 8 23
12 144 376
Li = [] > 13 233 509
ine| S | VW | = 14 377 986
0 | e® | In |loggl| YO 15 610 1596
16 987 2583
Wl | x2 | x7' [logy(W)|solve( 17 1597 4180
18 2584 6764
BOO ftoDMS) {M | {3 | ) 19 4181 10945
. B r 20 B765 17710

sin | cos | tan n

v+ B [ G [ s e L
Rad Real 1o Rad  Real [ qm

Fibonaccin lukujonossa on a,, =6765.

E Laske laskimella jasenten s, ja s,, valinen suhde Fibonaccin sarjassa.

Aseta Sett > Display ”On”. Kopioi s, ja s,, Main -sovellukseen.
¢ Edit Graph o @ [Edit] Graph
MBEEEEER [wgw HEE

—| LOPY
an+2=:n+an+1 . - E‘ Recl Paste
n n 1
33 3.58+6 9.2+ Select Al
34 5.7E+6  1.5E+7 Clear All
35 9.2+6 2.4E+7 g
36 1.5E+7 3.9E+7
37 2.4ms7  B.3m+7 [ bneei O
38  3.9E«7 1.0E+8 by=0
39  B.3ms7 1.7u+8
40 1.0E+8 2.7m+8 b2=0 o
41 1.7e+*8 4.3E+8 .
42 2.7e+*§ 7T.0E+8 ezt 0
43 4.3g+8  1.1E+9 ans2=an+ans O
44 7.08+8 1.8E+9 n an San
45 1.1+9 3.0E+9 48 4.8+9  1E+10
46  1.8E+9 4.8E+9 49 7.8+49  2E+10
47  3.0E+9 7.8E+9 50 ip+10  3pe10 | W0
48  4.8+9 110 51  2e+10  5E+10
19 7. 8e+9 I 52 3e+10  9E+10
50 1m0 3510 |y 53 Seel0 1wl |yl

«f ] D O
2.0365011073E+10 e 3. 2051280098E+10 BIE
Rad  Real [ m Rad  Real [ m

. o S
Siirrymme Main-tilaan ja laskemme =2 .
Syg
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## Edit Action Interactive
el [ O
3.2951280098E+10 u
2.0365011073E+10
1.618033989
0
[v)
Line| = | vl | = >
0™ | e® | In |loggd| YT
(W] | x® | x' |logy(l) solve(
B00 [toDMS| {® | {3 | ()
sin | cos | tan | ° ¥
‘«“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Real Rad ]

Kultainen leikkaus?

# Edit Action Interactive

a] b [fa]se[ o [T

3.2951280098Ee+10

2.0365011073E+10
1.618033989

1+/5
2
1.618033989
b
Line| & | ym T 3>
™ | e® | In |loggd| YO
W | %% | x |log,(M)|solve(
W00 [toDMS| {™ | {3 | )
sin | cos | tan | ° *
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad m

Voimme ndhd4, ettd suhde l&hestyy kultaista leikkausta.

7.6 Fibonaccin lukujono taulukkolaskennassa

Laskin on varustettu kehittyneelld taulukkolaskentaohjelmalla. Téssa kappaleessa tarkastellaan
sen tarkeimpia toimintoja.

E a) Syota 50 ensimmaista Fibonaccin lukua laskimen taulukkolaskentaohjelmaan.
b) Laske s,, Fibonaccin lukujonolle. Kéyta laskimen taulukkolaskentaohjelmaa.

c) Laske kahden perédkkaisen Fibonacciluvun valinen suhde.

a) Valitse Spreadsheet. Edit, Fill, Fill Sequence.
MENU 23 & File Edit Graph Calc fe FileiGraph Calc
- [ﬂif.%I B IMI§|vIEdI[ﬂ|1|vE [DE’%I Bg:dlomedo H][ﬂll ,I..
ol Main vie
-\j_ i - E e u 1 Format ’ C n
- 7 2 Select 4
Insert J
@ ivi i isti 3 3
BACtivity Statistics X 7 Delete N
5 5 Cut
o r 6 6 Copy
Spread- mn = Graph&
sII:eet =) Tahllne T 7 Paste
8 8 Fill Range
S 190 190 Sort/Search  |Fill Sequence
Coni I
. Si= M Conics T i Clear All |
12 12
g'r’;’;%q' b= NumSolve 14
: 15
ey [ [ (63 |=&y [ | [
Sequence
X X
Tom (A1 [ m
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Syota Fill Sequence.

1 - 50 ovat nyt sarakkeessa A

Kirjoitamme nyt ensimmaiset Fibonacciluvut sarakkeeseen B .

Edit, Fill, Fill Range.

Syo6ta kaava ja solualue

Fill Sequence # File Edit Graph Calc # File Edit Graph Calc
Bor.  |x eI E0 ] - ] e o [=] [l
var. |X | A B C [ a | A B © 4]
Low |1 | 1 1 1 1 1
. 2 2 2 2 1
High 50 | 3 3 3 3
Step |1 | 4 4 4 4
5 5 5 5
Start |A1 | 6 6 6 6
7 7 7 7
| Cancel | 8 8 8 8
9 9 9 9
Line| ™ | v& | z | » 10 10 10 10
11 11 11 11
0% | & | In |logall] YO 12 12 12 12
W | x® | x™ [logw(l)|salve( 13 13 13 13
14 14 14 14
BO0 [toDMS| {M | {3 | () 15 15 15 15
sin | cos | tan | ° * 66 | 16 | | uﬂ éﬁ 16 nﬂ
— [ [ ]
[ % [ [ | [p— A V%
m Al1 T m B3 [

£ FiIeiGraph Calc # File Edit Graph Calc & File Edit Graph Calc
0i%IBUndo/HEd0 ,C']ImlllvE ‘ ‘:‘$”A‘B‘C‘D‘E‘F‘p‘ ‘ ‘:‘$ "A‘B‘C‘D‘E‘F‘b‘
Style
; Format o€ O PDEEc g EEEEETen
5 Select » Fill Range Fill Range
3 Insart ’ Formula | | Formula =B1+B2 |
4 Delete 4 Range
- ot Range B3 | g [B3:B50 |
6 Copy
o o ]| [[5]
8 Fill Range [\/_[X [\/_X
9 Sort/Search T ence
13— |lear al — T Moth! |Line| & | vE | = | » Line| & | v& | = | »
12 12 0" | e" | In |logg0| VO 0 | e | In |loggl| VT
13 13 Wl | % | %' [logy(W)|solve( Wl | x® | x! (loge()|solvel
14 14
466 16 uﬂ gin | cos | tan | ° * sin | cos | tan | ° ¥
O T ™[ =] [ Trl= % [m]o]
B3 1 B3 [ m B3 m
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Tulos b) 50 ensimmaisen jasenen summa on solussa B51.

& File Edit Graph Calc & File Edit Graph Calc

DKL E%%*I L R EI L m‘*I L
A B A B

1 1 1 42 42|12, 68E+8

2 2 1 43 43[4, 33E+8

3 3 2 44 44(7.01E+8

4 4 3 45 45(1.13E+9

5 5 5 46 46(1. 84E+9

6 6 8 47 47(2.97e+9

7 7 13 48 48(4.81E+9

8 8 21 49 49|7.78E+9

9 9 34 50 50(1. 3e+10

10 10 55 51 3.3E+10

11 11 89 52

12 12 144 53

13 13 233 54

14 14 377 55

15 15 610 56

16 16 987 ﬂ 57 ﬂ
D O OO O ﬂ

Vv X =sum{(B1:B50) X

c1 [ m B51 3.29512801e+10 [

c) Sarakkeeseen C syotetdan Fibonacciluvun ja edellisen luvun suhde.

& File Edit Graph Calc & File Edit Graph Calc
E ] =TT [ L
L I a I B | ¢ @ A B
Fill Range ; ; } i
Formula |=B2/B1 | 3 3 2 2
4 4 3 1.5
Range €2:C50 | 5 5 51.66667
: ; 5 1628
7 7 13 1.625
= 8 8 21/1.61538
=B2/Bl [vIx 9 9 341.61905
Line| = | v | # | » 10 10 55/1.61765
—— - 11 11 89/1.61818
0% | e® | In |logglll VA 12 12 144/1.61798
W | <2 | %t |logs()|solvel 13 13 233/1. 61806
14 14 377/1. 61803
OO foDMS| {8 | {3 | O) 15 15 610/1. 61804
<in | cos | tan | ° | * aB 16 987 1.61803uﬂ
— [ ]
BEEEAEIED =B2/B1 VX
21 T @ c2 1 T

Voimme nahdd, ettd kahden perékkaisen Fibonacciluvun suhde lahestyy kultaista leikkausta.
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8. Luvut

8.1 Suuret luvut, summa ja kertoma

Aloittakaamme shakkipelin keksimiseen liittyvalla tunnetulla tarinalla. Intian hallitsija innostui
kovasti shakkipelistd, jonka yksi palatsin viisaista miehista keksinyt. Hallitsija sanoi, etta tamé
viisas mies sai itse paattaa palkkionsa tasté keksinngsta. Shakkipelin keksijé oli taitava
matemaatikko. Han ehdotti hallitsijalle, ettd han haluaisi saada riisinjyvén shakkipelin
ensimmadiseen ruutuun, kaksinkertaisen maarén seuraavaan ruutuun ja niin edelleen, niin etta
riisinjyvien mééara kaksinkertaistuisi shakkilaudan jokaisessa jaljelle jadneesséa 62 ruudussa.

Hallitsijan mielesta tdma oli vaatimaton palkkio. Tama pyysi palvelijoitaan hankkia riisinjyvia ja
tayttdmaan viisaan miehen toive. Hallitsija hammaéstyi kovasti siitd kuinka nopeasti shakkilauta
tayttyi riisinjyvista ja kuinka nopeasti koko palatsi tayttyi. Riisinjyvien maara shakkilaudan
viimeisessi ruudussa voidaan kirjoittaa 2 korotettuna 63. potenssiin” tai muodossa 2%

3 Paljonko riisinjyvia oli yhteensa?

Tassa riisinjyvien méérat jokaisessa ruudussa on laskettava yhteen. Talldin tuloksena on
63
142422428+, 42%=0"2"

n=0

Siirry Main -sovellukseen. Summan symboli 16ytyy Math2-valikosta. Laske summa.
MENU £ & Edit Action Interactive # Edit Action Interactive

- B | e [103] sime | o | w | A3t [ ¥ "1 | b |10 sime | e | v | [ v

EN[aTl Main : 63

‘ > (D (2%)

- b=0 x=0

. eActivity Statistics 1.8446744078+19

. u D

Spread- q,ll Graph&

! N sheet _ Table

”~

GEOH‘IETI’Y Econics Line| & |vym | = | » Line| B | vym | = | %

; ™| e | In i % ™| & | In i o
Difqu_ [mmmSolve ml | Lo| Lo fo=| Lm ml | 40| L0 = | lm
| Graph i ao1 | [=][ (81| §= | T= a0 | [=][[28]| §= | §=
" I ahe sin | cos | tan | & i sin | cos | tan | & t

el 5 i — 5 =
' Sequence [L'."._—I Financial . ‘ = ‘ ‘ ‘ ans ‘ EXE ‘ ‘ = ‘ ‘ ‘ ans ‘ EXE ‘
- ] Alg Decimal Real Rad (i Alg Decimal Real Rad am

Vastauksessa on 20 numeroa.
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Huomaa, ettd sama vastaus saadaan myos talla tavalla:

& Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
1] oo [aafsm] o [ S et & [afsime[ 2o [ [ ]
2641 int (log, (264)
1.844674407E+19 19
D ]

Line| B | ym T 3>
™| e®" | In i %
d d|:| ] 1
M| | 550 | 30| /o= | U

[mol| [=]][29]| E= | o

Line| B2 |y | = >
0™ | e® | In |loggd| YO
Wl | x2 | x7' [logy(M) solve(

B00 toDMS| {M | {3 | ()

o r

sin | cos |tan | & A sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad m Alg Decimal Real Rad | (m

Miksi?

Jos halutaan saada selville kuinka monta numeroa lausekkeen 2% —1 vastaus siséltad, voimme
suorittaa ylla oikealla nakyvat laskelmat.

Int antaa kokonaislukuarvot. Kaikki funktiot ja komennot 16ytyvat virtuaalindppaimistén Catalog
-vdlilehdelta. Silla ei ole merkitysté Kirjoitetaanko Int vai int gwerty-nappaimistolta vai
valitaanko komento luettelosta (Catalog).

Huomaamme, ettd vastaus on 1 vdhemmaén kuin numerojen lukumaara.

VVoimme myos esittad suuria lukuja kertoman avulla. Muistamme, ettd n! =1-2- ... - (n—1) - n.
Advance -valilehti. Kertoma komentojen seq ja prod avulla.
# Edit Action Interactive % Edit Action Interactive
et [ Or [fka]smef B v g1 [a[sw] [ [T
4491 10!
3.851930518E+997 3628800
450! seq(x,x, 1,10, 1)>a
450! {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10%}
0 prod{a)
3628800
b
Line | int ! nPr | nCr b o d e f
an bn | cn |ISly h i J k i
#1 42 n n o 2| g r
Fao |Fao | Lao | L2 | TN t la|lv|w|x
50 | "0 | Hn b LY L2 CAPS
W‘*“‘ans‘EXE‘ v“'“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad m Alg Decimal Real Rad m
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8.2 Funktiot iGcd, gcd, iLcm, Icm, iMod ja mod

Laskin on varustettu erilaisilla funktioilla kuten iGced, gecd, iLecm, Icm, iMod ja mod. Selitykset
naille lyhenteille 10ytyvat kayttajan oppaasta. Mainittakoon téssa esimerkiksi, ettd gcd on
lyhenne funktiolle ”greatest common divisor” (suurin yhteinen tekijd). Kirjain “i” ndissi

lyhenteissa kokonaislukuihin (integer).

a) Etsi suurin yhteinen tekija (syt) luvuille 234, 36 ja 18.

b) Etsi suurin yhteinen tekija lausekkeille (x — 2)? ja 4x* — 16x + 16

a) ratkaisu.

£ Edit Action Interactive

05‘ &jb Id.x:l Simp | 1% Tax, | ¥ H;L v

iGed (234, 36, 18)
18

TelAL [ [x]L]-

IfEnd Form

IFFT ( All | v

InputFunc EXE

iMod ( INPUT
hobirc |

Alg Decimal Real Rad

a) ratkaisu ja selitys.

£ Edit Action Interactive
05‘ J‘jb _[dx:l Sitp Ii"y L 4 —EH— v
iLem (234, 180, 14)
16380
factor(234)
2:32.13
factor (180)
22.32.5
factor(14)
27
22x32x13x5x7
16380
0
Alg Decimal Real Rad L

b) ratkaisu.

£ Edit Action Interactive

05‘ &jb Idx:l Simp | 9% T

5 VT

ged ((x=2) 2, 4x2-16x+16)

(x=2)2

b4 >

Line| B | yE
o™ | "

loggl| YO

(W | =& | x

logw(l)| solvel

a) Etsi pienin yhteinen jaettava (pyj) luvuille 234,180 ja 14.
b) Etsi pienin yhteinen jaettava lausekkeille (x — 2) ja x?

BO0 [toDMS| {™ | {3} | ()
gin | cos | tan | ° *
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad | @@
—4x + 4
b) ratkaisu.
& Edit Action Interactive
B b |fad fsime P25 | v | 4 [ v
lem (x-2, xZ-ax+4)
x2—4ex+4
factor (x2-4x+4)
(x-2)2
b
Line| B | vyl | = 3>
" | e | In |loggl| YO
Wl | %2 | x™! [logy(l)|solve(
BO0 [toDMS| {® | {} | ()
sin | cos | tan | ° b
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Real Rad | m
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E Maarité jakojaannos, kun 234 jaetaan 180:lla.

Kéyttamatta iMod-komentoa.
# Edit Action Interactive

ws I&,I JISimpIJi"é’l 'I%Ll 'l:

2347180 [ 4 |
1.3
0.3x180
54
O
7]

Line| B | ym " 3>
0™ | e® | In |loggd| YO
W | x® | x |logwl(l) solve(

BOO |toDMS| {® | {3} | ()

a r

sin | cos | tan

‘*“‘ans‘EXE‘

Kéyttamalla iMod-komentoa.

# Edit Action Interactive

Sl ool | TUTT

iMod (234, 180)
54

[v)

Line| & | ym T 3>
™ | e® | In |loggd| YO

W | %% | x' |logy,(l)|solve(
BOO [toDMS| {™ | {} | )

a r

sin | cos | tan

‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad | @m

Alg Decimal Real Rad | m

Jakoj&énnos on siis 54.

E a) Etsi yhteiset nimittajat murtoluvuille %gz ja =

37
42"

a) ratkaisu.

b) ratkaisu.

% Edit Action Interactive

O] I%.IWJISmIE"#l I |'I:

iLcm(8, 8, 4, 42) 4 ]
84

]

a

Line| 2 | ym | = >
0" | e | In |losed| VOO

(Wl | x2 | x™ [logw(W)|solve(
BO0 [toDMS| {® | {} | ()

o r

sin | cos | tan

‘«“‘ans‘EXE‘

& Edit Action Interactive

"1 IJLJ I ﬁ]lsimplﬂxy| vl—klﬁ—l vI:

lcm(3a2b,ab2) n
3-a2.p2

Q

Line| B2 | vm | = Y
0" | o | In [loga0| VO

Wl | x® | x™' [logw(W)|solve(
BOC [toDMS| {2 | {3 | O

o r

sin | cos | tan

Alg Decimal Real Rad | (m
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® Laske jakojaannos 8°:5=

Kéyttamatta iMod-komentoa. Kéyttamalla iMod-komentoa.
& Edit Action Interactive £+ Edit Action Interactive
%1 e T | Sip | T2 | ¥ | AL | 7 1| e [0 | Sip | T [ v | A1 | ¥
83 iMod (83, 5)
5 2
102. 4 N
0. 4x%5
2
8%
5
512
5
D Line| 2 |V | = 3
0" | e | In |loggd| YO
Wl | x® | x' |logy(l)|solvel
W00 |toDMS| {=| | {3} | ()
sin | cos | tan | ° *
‘*“‘ans‘EXE‘
#lg Decimal Real Rad {m Alg Decimal Real Rad | dm

Murtoluvusta % pitéisi olla mahdollista ndhdd ilman laskelmien suorittamista, etta jakojaannos

on 2.

8.3 Alkuluvut

Alkuluku on luonnollinen luku, joka on suurempi kuin 1 ja joka on jaollinen (jakojd&nnds = 0)
vain luvulla 1 ja itselldén. Néin ollen 2, 3, 5, 7, 11, 13, ... ovat alkulukuja. Ottaaksemme selvéa
onko joku luku alkuluku, voimme jakaa luvun kaikilla sitd pienemmilld luvuilla ja tutkia sitten
jakojaannosta. Voimme osoittaa, ettd jakojaanndksen tarkistus riittad, kun jako on suoritettu
alkuluvulla, joka on pienempi kuin nelidjuuri luvusta itsestadan. Ratkaistaksemme esimerkiksi
onko luku 200 alkuluku, riittaa, ettd tutkimme jakojaannokset, jotka saamme luvuilla 2, 3, 5, 7,
11 ja 13.

Olemme aikaisemmin huomanneet, ettd voimme jakaa lukuja tekijoihin CP400-laskimella.

Jaa tekijoihin luvut 2470, 3* -1 ja 101.
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Ratkaisu.

& Edit Action Interactive Viimeisessa esimerkissa CP400-laskin palauttaa luvun, jota
%1 |6 o] sime S [ v [ 4] v yritdmme jakaa tekijoihin. Tama tarkoittaa sitd, etta luku on
factor (2470) alkuluku.

2+5+13+19

CP400-laskimessa on myos oikotie alkulukujen 16ytamiseen.

factor(34-1) Lo X o
Tasta lisda seuraavassa esimerkissa.

factor (101)
101 Komento rFactor hakee tekijoihin myos ei-rationaaliset juuret,

O kuten .

Line| B2 | ym | = >
0™ | " | In |loggl| YO
W | x® | x |logy(M)|solve(

BO0 [toDMS| (= | {} | ()

a r

sin | cos | tan
‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Decimal Real Rad | @@

40
Laske »'log,,(n) CP400-laskimella.
n=1

& Edit Action Interactive

i Kl ] ) B N el

42(:]

log, (1)

n=1( 1 )

log(37)+log(31)+log(29) +log (23)+2-log(19)+2-1og(17)+3+log(13)+3-log(11)+5-log (7)+5-log(5)+18-log(3)+34-log(2)+4

0

Huomaamme, etté logaritmien summa muunnetaan alkulukujen logaritmien kerrannaisiksi.

Yha suurempien alkulukujen etsiminen on kauan ollut erd&nlainen "urheilulaji" matematiikassa.
Aina silloin talléin saamme kuulla uusista alkulukuennéatyksista. Tall6in joku on onnistunut
I6ytdmé&én uuden alkuluvun, joka on suurempi kuin yksikaan aiemmin tunnettu alkuluku.
Suurten alkulukujen etsinté jatkuu edelleen.

Mahdollisia uusia alkulukuja ovat luvut, jotka seuraavat kaavaa 2" — 1. Téllaisia lukuja kutsutaan
Mersenne-luvuiksi Marin Mersennen (1588 — 1648) mukaan. Taman tapaisia lukuja, jotka
osoittautuvat alkuluvuiksi, kutsutaan Mersenne-alkuluvuiksi. Mersenne tiesi, ett4 jos n on
yhdistetty luku, taytyy myos 2" — 1 olla yhdistetty luku. Tarkastellaanpa tata lahemmin
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# Edit Action Interactive
e[l [ TS

factor(zlg—l)

524287

factor(223—1)
47+178481

factor(231—1)
2147483647

factor(237—1)
223.616318177

factor(241—1)
13367-164511353

factor(247—1)
2351-4513+13264529
factor(253—1)
6361-1416003655831
Standard Rad

Alg Real m

# Edit Action Interactive

%1 | e [T | Sitmp [ S5 [ ¥ | - | ¥

D

judge(mod(2747-1, 2351)=0)

TRUE

[«laH[1[slk]L]v]

{ Il Form
laplace ( K
lapl LA [v]
lem
Ldot
lim { INPUT
lim T |
LinearR

i LinearReg EXE
Alg Decimal Real Deg ]

Ensimmaisessa ja kolmannessa laskussa CP400-laskin antaa luvun eika tuloa. Tamén taytyy
tarkoittaa sité, etta luku on alkuluku. Vasta vuonna 1883 keksittiin, etta 2°*-1 on alkuluku.

CP400-laskimessa on muitakin toimintoja, joita voidaan kéayttaa sen selvittamiseen mihin
luokkaan jokin luku kuuluu. Voimme saada tietynlaista tietoa luvuista testaamalla lukujen
jaollisuutta, kuten on esitetty esimerkissa ylhaalla oikealla.

8.4 Kompleksiluvut

g Madrita reaaliosa ja imaginaariosa kompleksiluvusta 3+4i.

Interactive, Complex.

Valitse re ja syota luku.

Reaaliosa on 3.

£ Edit Action £ FEdit Action Interactive
'3 | &o» | g Transformation ' Complex number: e[ e Taafsme o [T
Advanced 3 5 =
3+4i | :
D Calculation 3 re(3+4+i)
Complex 0 3
List conjg B
Matrix |re
Vector |im
Equation/| cExpand
Assistant| compToPol
Distributi| compToTrig
Financial |compToRect
Line | Define [Math1 ‘ Line 2 |yl | = Y Line| = | ym e
0™ | e® | In |loggd| VO ™| e"|In| i | o 0" | e® | m( i |)e
W | x® | x! [logy(W)|solve( m | 40| L0| [ | Lm ml | Lo &o| = lm
BO0 [toDMS| {™ | {3 | () (m01| [=]{[®E]| g= | o [(mo1| [™=]|["8]| g= | I=
sin | cos | tan | ° * sin | cos | tan | & t sin | cos | tan | & t
‘ﬁ“‘ans‘EXE‘ ‘1—“‘ans‘EXE‘ ‘*“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Qplg Rad | @m Alg Standard Cplx Rad m Alg Standard Cplx Rad |
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Interactive, Complex. Valitse im ja syota luku.
£+ Edit Action ## Edit Action Interactive

61 I PN I}ﬁn I;ansfo;mation : 1 I PN I{ﬁ]ISimpr"xyl v IH} | ¥ I
vance
re(3+4-L) |calculation ’ re(3+4-i) 4 |

[Complex ara 3
0 List conjg im(3+4-¢)

Matrix |re 4
vector |im 0
Equation/| cExpand
Assistant| compToPol
Distributi| compToTrig n
Financial | compToRect
Line || Define

Line| B | vyl | = Yy
0" | e® | In i %0
d dD ] I
| | 50| a0 | Jo= | B

SIEIEIFEEE

™| e*"| In i %
= ;
I | 50| w0 | Jo | AR

01| [=1[ (%21 | g= | o=

sin | cos | tan | & 2 sin | cos | tan | & t
‘q—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Cplx Rad | (@ Alg Standard  Cplx Rad | @@
Imaginaariosa on 4.
E a) Laske: (3+4i)+(2-7i).
b) Laske: (3+4i)-(2-5i).
a) ratkaisu. b) ratkaisu.
£ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
i o [Rae] [ TE T et [apel O
(3+48)+(2-7i) 4] (3+4i)%(2-5i) 4 ]
9-3-2 26-7-4
0 b
[v] 7]
Line| B | ym | = Y Line| 2 | vl | = 3
™| e | In| £ | o " | e | In| £ | =
W | 50| 20| S | L W] | 50| e | S|
[mo1| [=]|[82] | 2= | O o1 | [=1|[851| §= | D=
sin | cos | tan | & t sin | cos | tan | & t
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard  Cplx Rad | (m Alg Standard  Cplx Rad | m

Kompleksiluvun (a+bi) kaanteisluku on sen liittoluku (a+bi)™, joka maaritellaan
a b i
a’+b*> a*+b?

(a+bi)* =
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E Tarkista yll4 oleva laskusaanto laskemalla laskimella (5+3i)™".

Ratkaisu.
# Edit Action Interactive

'y [a]swe ] [T

(5+3i)~1

5 _3i
34 34

Line| & |yl | = >
0" | e® | In i %
d a0 o i
W | 50| 4a0 | = | L5

rac1| (=] [%8]| 5= | O=

sin | cos | tan | & 2
‘4—“‘ans‘EXE‘

AMlg  Stendard  Cplx Red | @m Aseta a=>5 ja b =3tarkasta itse.

EEtsi konjugaatti luvulle 3+4i.

Interactive, Complex. Valitse conjg ja syota luku. Ratkaisu.
£+ Edit Action # Edit Action Interactive
(e I e If‘jx":l Transformation 3 Complex number: [",‘_‘.% I e I{xnISimpri’ﬂ v [H}l v r
Advanced 3 |3 i | —

conjg (3+4-1)

D Calculation »
[Gomplex _ arg 3-4-4

List conjg 0
Matrix |re
Vector |im

Equation/| cExpand
Assistant| compToPol
Distributi| compToTrig
Financial | compToRect

Line || Define [Math1 | Line| B |y | = > Line| & | vl | =# >
0| e"| In| i | | e | In | i |« 0" | e | In | i | =

= = - - = = -
W | a0 | dal | o= | 5 W | 50| a0 Ji= | BB W | 50 | dul | = d

o1 | (=18 | E= | o= rao1| (=1 [%8] = | o= o1 | (=151 | 8= | O=

sin | cos | tan 8 i sin | cos | tan -9 i sin | cos | tan 8 -t
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘*“‘aﬂs‘EXE‘ ‘*“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Cplx Rad | im Alg Decimal Cplx Rad | i Alg Decimal Cplx Rad | i

Tee kokeiluja kompleksiluvuilla ja niiden konjugaateilla. Mité laskentasaantdja summalle,
erotukselle, kertolaskulle ja jakolaskulle voit tarkistaa laskimen avulla?
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EEtsi itseisarvo (moduuli) lausekkeelle 5-3i.

£ Edit Action Interactive
e[ br ] sim |2 [ v 4+ ]|
|5-3] 4]
V34
b
7]
Line| B | ym " >
™| e | In i o
W50 | e | S|
(a0l [=]|[88] | &= | O=
sin | cos | tan | & t
‘«“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Cplx Rad 1T

Mika laskentasaanto tuntuisi sopivan tdhan?

EEtsi argumentti lausekkeelle 3+3i.

Interactive, Complex.

# Edit Action Interactive
1] b [iaafswe o[+ [
abs(5-34) 4]
V34
52+(-3)2
34
]
v ]
Line| B2 | vl | = Y
o e" In i ®
W | 50| 450 | = | i
(m01|[=]|[%8] | g0 | I
sin | cos | tan 8 t
‘ﬁ“‘EHS‘EXE‘
Alg Decimal Cplx Rad m

Valitse arg ja syoté luku.

£+ Edit Action & Edit Action Interactive
nﬁ%l&?'lfﬁa Transformation ’ Complex number: ['E,%I&»Hﬁ]lﬁmplﬂ%l vIth;Ll vI
Advanced 4 ‘3 +34l |
O Calculation » arg(3+3-i) [4]
[Camplex | =15 oK x
List conjg 4
Matrix  |re a
VYector |im
Equation/| cExpand
Assistant| compToPol
Distributil compToTrig
Financial | compToRect [ 2
Define [Matm | Line| 2 |vym | = | 2 Line| B |vym | = | %
0™ | e | In | & | o 0™ | e | In | £ | = ™| e | In| i | @
m | o) 0| .| i W | 50| a0 | /o= | b5 M | 50| o0 | /= | G
(mo1| [=]|[%]| g | I (mo| [=1{[=C1| g~ | O (0| [=1|[2E1| g= | O
sin | cos | tan 8 t sin | cos | tan 8 i sin | cos | tan &8 i
‘+“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Decimal Cplx Rad ml Alg Decimal Cplx Rad ] Alg Decimal Cplx Rad am

Laskin on Rad-tilassa. Miksi argumentiksi saadaan % tassa tapauksessa?
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E Muunna kompleksiluku 3+3i polaariseen muotoon.

Valitse compToPol. Sy6té luku. Vastaus:
Edit Al:tlon compToPol # Edit Action Interactive
ni%l Transformation : [” 1 I }‘?&]ISimprixA v IHH v E
0 povanced 343 | compToPol (3+3-4) (4]

Calculation 4

IcomEIex arg Eid)
List conjg 326 4
Matrix |re 0
Yector |im
Equation/| cExpand
Assistant| compToPol
Distributi compToTrig

Financial | compToRect n n

Line || Define

0™ | e® | In i @

Line| B | y@ | = 3

™| e | In i %0

Line| = | vl | = ®

™| e | In i %

W1 | 50| dan | /o= | i W1 | 50| 320 | /o= | b W | 50| 20| Jim | i
(m01| [=]|[®R] | g= | D= [mo1| [=]{[®E] | 2= | D= (01| [=]([%6] | E= | D=
sin | cos | tan | & 4 gin | cos | tan | & [4 sin | cos | tan | & 4
|« % |5 | os [ex| |« [Ba [ % [ans [ x| |« % | % [ as [ex |
Alg Decimal Cplx Rad | (ml Alg Decimal Cply Rad | m| |Alg Standard  Cplx Rad | {m

7Z'
Polaarisessa muodossa: 3J_ e

7l
E Muunna kompleksiluku 2-e 3 kompleksitasomuotoon a+bi .

Valitse compToRect. Sy6té luku. Vastaus:
& Edit Action compToRect & Edit Action Interactive

“51”«).1 Transformation ’ [05'I&’Hmlﬁ‘“"lfi’ﬂ'l*Hl'E

Advanced ’ 26~ (=i /3) |
4]

Ri

Calculation » el
I[:omglex arg compToRect[Ze 3 ]

List conjg
Matrix |re
Yector |im simplify (ans)

Equation/| cExpand 1+/3-i
Assistant| compToPol 0
Distributi compToTrig [+ ] B
Financial | compToRect
Line || Define

Line B | ym | = EN
™| e* | In i %
d an ]
Ml | G50 | amD | o= | G52

o1 | [=1{ %81 | &= | =

Lne| &2 | vl | = >
0" | e® | In i o
d do i
W | S0 | 450 | f= |

(M01| [=]|[®8]| 2= | O

0™ e | In i o
d d|:| 0 I
| | 5a0 | 40| /0= | d5

[mo1| [=]] 28] | E= | O

sin | cos | tan -8 t sin | cos | tan | & i sin | cos | tan | & -t
|« % |5 | s x| |« | B | B [ans | Exe | |« [ B | % s ||
Alg Decimal Cplx Rad | (@ Alg Standard Cplx Rad | i@ Alg Standard  Cplx Rad | @@
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8.5 Binddriluvut ja heksadesimaaliluvut

E a) Muunna binaariluku 1101011 desimaaliluvuksi.
b) Muunna desimaaliluku 107 bind&riluvuksi.

a) Siirry Main-tilaan.

Valitse Bin ja syota luku.

Valitse Dec. Paina ans ja EXE.

# Edit Action Int #& Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
EorY T S ¢ ) O I ) 2 2 0 I 81 8 ) B I M R )
b dx 4 ] 1101011 1101011 O
1101011b 1101011b
0 ans
107d
)
v ] 2 v ]
Line| = |ym | = | 2 Line| B | vE | = Y Line| = | vyl | = £
0" | e | In i % ™| e® | In i o0 ™| e | In i %
| | i 1| 0] 0 /o= | U | 0] <0 /= | I
[(mo1| [=]|[88]| 2= | I= [(mo1| [=]|[88]| 2= | D= [mo1| [™=]|[®8] | g= | I=
sin | cos | tan 8 i sin | cos | tan &8 i sin | cos | tan 8 t
‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘ ‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Cplx Rad | i [ m [

b) Valitse Dec. Syota luku. Valitse Bin. Paina ans ja EXE.
£ Edit Action Interactive £ Edit Actlon Interactive # Edit Action Interactive
23] 6 [iaxafsime] Dec 5] 4] + [: it [ [ simevec [ G 23] e [ina]sme] Bin [« [ ]+ l:
0 Jax, 107 u 107
107d 10'7d
0 ans
1101011b
0
= 7] [+ [
Line| &= | vm | = | * Line| & |vm | = | ® Line = |vl | # | 2
| e | In| i | ™| e" | In| §{ | < | e | In| i | o
Wl | 0| 4e0 | | b W1 | 50| 420 | /o= | U5 W | L0 a0 | | I
[WO01|[=] [88]| 2— | O (m01| [=]| (28] | g= | @= [uo1| [=]|[%6]| 2= | I=
sin | cos | tan | & 4 sin | cos | tan | & t sin | cos | tan | & i
[~ 1% [ o [oe] | Je] =l % [ws|oe] |~Tel=|%[% [ o]
Dec [ b |Dec [ @@ |Bin [ m
Téssé ndemme, ettd 107,,0n muunnettu muotoon 1101011,
# Edit Action Interactive
e[l e [ TO T
1+1 [4]
10b
b I Harjoittele laskemista eri kantaluvuilla.
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Muunnamme desimaaliluvun 1995 heksadesimaalimuotoon.

Valitse Dec. Syota luku.

Valitse Hex. Paina EXE.

™ Osoita laskinta kayttéen, ettd heksadesimaaliluku 7CB,;on yhté kuin 1995,

£ Edit Action Interactive

61 | > | | simr [Hex| v | 44| v

# Edit Action Interactive
%61 ¢y 2| simp | Dec| v |- v
1995
1995d
]
4 >
loggl| %O
logy,(M)| solve(
{3y O
‘ ans ‘ EXE ‘
Dec |

1995
1995d
1995d
TCBh
]
Line| B2 | ym | = >
0™ | e® | In |loggd| O
(W] | %% | x! [logw(W)|solve(
W00 [toDMS| {= | {3 | ()
sin | cos | tan | ° ¥
‘q-“‘ans‘EXE‘
Hex {1

Voit kayttaa yhteenlaskua, vahennyslaskua, kerto- ja jakolaskua eri lukujarjestelmissa. Kokeile

itse.

Kommentti:

Voimme myds muuntaa jossakin lukujarjestelmassa olevan luvun toiseen lukujarjestelmaan
baseConvert-komennon avulla. Katso alla oleva nayttokuva.

& Edit Action Interactive
B | e || simp| S5 | v [ 1)
baseConvert (107, 10, 2)
1101011~
baseConvert (1101011, 2, 10)
»107"
baseConvert (7CB, 16, 10)
»1995”

D

[alefclofefF]x]

Form
baseConvert( |
bCoef
bhcSeq INPUT
BinomialCD -
binomialCDf (
i BinomialPD EXE

Alg Standard Cplx Rad | m
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9. Vektorit

9.1 Skalaarit ja vektorit

Skalaari on koon tai maaran mitta. Tyypillinen esimerkki skalaarista on massa. Lukumé&aré on
toinen hyva esimerkki skalaarista.

Vektorilla on taas suuruus ja suunta. Esimerkkejé vektoreista ovat voima nopeus, Kiihtyvyys,
séhkokentan voimakkuus jne. Vektori ilmaisee taten seka jotakin skalaaria ettd suuntaa. Vektoria
kuvataan usein suoralla nuolella, jolla on tietty pituus ja suunta. Matemaattisessa tekstissé
vektori erotetaan skalaarista paksumman kirjasimen, kirjaimen ylapuolelle on merkityn nuolen

tai suoran viivan avulla: A, A tai A.

Vektorin A pituutta merkitaan |4].

9.2 Vektorit tasossa

Vektori u, jonka lahtopiste on P (x,Y,) ja loppupiste Q(X,,Y,), piirretddn nuolena, joka alkaa
pisteestd P ja loppuu pisteeseen Q ja johon on merkitty nuolen suunta pisteesta P pisteeseen Q.
Niinpé vektori u merkitdan muodossa u = [uy,u,], Missé U, = X, —X, ja u, =Yy, —y,. Vektoria,
joka alkaa origosta (0,0), kutsutaan paikkavektoriksi. Muistamme, ettd tasossa oleva vektori
koostuu seka suuruudesta ettd suunnasta. Komponentteja u, ja u, kutsutaan ensimmaiseksi ja
toiseksi komponentiksi.

8 Vektorilla on lahtopiste P (2,3) ja loppupiste Q(3,—1). Maarita vektori PQ xy-tasossa.

Vaihtoehtoisesti hakasulkujen
(Math3) kanssa néin

& Edit Action Interactive

£+ Edit Action Interactive

E Vel FUYS fﬁ] Simp |1 | w [ 4P| v

nif.%l&jl‘lfﬁ: Simplfixy vliq[%lv

[3 -11-12 3]
[1-4]
0

[3,-11-[2, 3]
[1-41
0

Mathl || Line B /E| x >
Math2 D. L In i o
W | 50| 420 | J=| I

TI = =
= (o)) (=1 (%] g= | T=
sln | cos | tan & t

v‘*h“‘ans‘EXE‘

Line| 2 | vl | = B
0" | e® | In i o
m | Lo &0 [ | Lo
(mo1| [=] (8] g

|
x| I=
- -

sin | cos | tan a t

‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard Cplx Rad | m
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9.3 Vektorien yhteenlasku

Kahden xy-tasossa olevan vektorin yhteenlasku voidaan suorittaa graafisesti piirtaméall& vektorit,
miké& on esitetty kuvana alla. Piirrdamme vektorin a alkamaan origosta. Sitten siirramme vektorin
b siten, ettd sen alkupiste on sama kuin vektorin a pdaatepiste. Summa ¢ = a + b on vektori,

jonka lahtopiste on origo ja jolla on sama péitepiste kuin vektorilla b. Nama kolme vektoria
muodostavat taten kolmion.

y;

(1!

b

a

X Vektorien yhteenlasku voidaan suorittaa myods
algebrallisesti.

Laske yhteen vektorit @ = [—3,1] ja b = [5,2].

& Edit Action Interactive
B1] e |2 Simp | e | w [ AL | v

[-3 11+[5 2]

[2 31
0

Line B | ym | = EN

0™ e | In i %
d dD ] 1
| | a0 | o0 | /= | d

(mo1| [=]|[88]| 2= | O=

sin | cos |tan | & i . . .-
Laskemme yhteen molempien vektorien x- komponentit ja

|+ % [% [ oe] y-komponentit, ja saamme summaksi niin sanotun

Alg Standard  Cplx Rad | (@ resultantin ¢ = [2’3]_

3 Kayté laskinta kahden tai useamman koordinaatistossa olevan vektorin yhteenlaskuun.
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9.4 Vektorit kolmiulotteisessa koordinaatistossa

" Z - - - - - -
A :‘ Tilassa oleva vektori voidaan ilmaista vektorin
komponentteina kolmiulotteisessa
A koordinaatistossa.
| Esimerkiksi ndin A = [4,,4,,4,].
LA
Ag R

X
Vektori pisteesta P(x,,Y,,2,) pisteeseen Q(X,,Y,,Z,) on PQ =[xy — X1, V2 — V1,22 — Z1 |-
Niin kutsuttu nollavektori on vektori, jonka pituus on 0. Tadma tarkoittaa sitd, ettd nollavektorin
jokainen komponentti on nolla. Nollavektori merkitain 0. Vektoreille voi myGs antaa nimia
laskimessa. Tdma helpottaa monesti vektoritehtavien hahmottamista (ks. esim. luku 9.11).

a) Anna vektorille [a,b,c] nimi OPvektor ja vektorille [k,I,m] nimi OQvektor.
b) Mé&érita PQvektor.

a) ratkaisu. b) ratkaisu.
£ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
B3 | b | f0a siwe | S0 | v | 5| v 1| b | i [sime | 10 | v | -] v
[a, b, ¢c130Pvektor [a, b, c]1»0OPvektor
[a b cl [a b c]
[k, 1, m130Qwvektor [k, 1, m1>0Qvektor
[k 1 ml [k 1 m]
0 0Qvektor—OPvektor
[-a+k —b+] —c+m]
b

Line| 2 | vE | = B
™| e | In i %

] O =
Wl | 50| dg0 | Jo= | 3

(o1 | [=]] 28] | 8= | o

Line B2 |yl | = B
0™ | e® | In i %

] 0 ]
Wl | 50| dal | S| U

(001 [=]/[®8]| E= | O

sin | cos | tan | & 4 sin | cos | tan | & i
|« % | % [ans [ x| [« [ |G [ans | exe |
Alg Standard Cplx Red | @@ Alg Standard Cplx Rad | (m

9.5 Vektorin pituus

Tutkitaanpa ensin erddn skalaarin suuruutta. Maarittelemme skalaarin suuruus sen
absoluuttisena arvona eli itseisarvona. Seké skalaarin 7 ettd skalaarin —7 suuruus on 7.

Kaksiulotteisessa tilassa voimme I0ytéa vektorin pituuden kayttdmalla Pythagoraan lausetta.
Vektorin v = [vy, v, ] pituuden voimme laskea |v| = /v + v§ .
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Vektorin tarkasteluun kolmiulotteisessa tilassa voimme kayttaa lauseketta v = [v,, vy, v,].
Vektorin pituus voidaan laskea maarittamalla ensin pituus vektorille v = [v,, v, 0]. Tama vektori
muodostaa yhdessé vektorin [0,0, v,] kanssa uuden suorakulmaisen kolmion. Vektorin & =

[vx, vy, 0] pituus on \/vZ + v2 ja vektorin [0,0, v,] pituus on |v,|. Kdytamme Pythagoraan
lausetta kerran ja huomaamme, etté

_ 2
|7| = \/(,/v,? +vZ) 4 |v,l? = JvE +vE + 2

E Maarita pituus vektorille v = [—4, 5, =2].

Y114 olevasta kaavasta voimme johtaa |7] = \/(—4)2 + 5% + (—2)% = 3v/5.

Kirjoita vektori ja maalaa se, Interactive, Vector, norm. Sama soveltamalla normin kaavaa.

£ Edit Action £ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
) 8 e ) 53 ) o 2™ e ) G 5 S S B
vance 4
RS | calculation » norm([-4 5 -21) norm{[-4 5 -21)
Complex ’ 345 345
List "I 2,52 2
Hatrix , V-1 2452+ (-2)
augment  ||Yector 3.5
fill Equation/Inequality 4 0
dim Assistant 4
unity Distribution/Inv. Dist
— angle Financial 3
M{norm Define [Math1 ‘ Line B | ym | = ES Line| B |yl | = £
M: crossP e | In 7 % o™ | " | In i I ™| e® | In i @
M dotP 5 5 . 5 5 - il ol -
toRect dLll[I %D fn- H—I)% L] T(;D %D fn- LI-I)II%! L] %D dLll[I fu- 1II-I)g
toPol [=1|[®3]| g= | I= (mo1| [=]([88] | g= | O (mo1| [=]|[®8]| g= | D=
:22::1 cos | tan | & i sin | cos | tan | & i sin | cos | tan | & t
|,||4-|“ans‘EXE‘ ‘«“‘ans‘EXE‘ ‘ﬁ“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg {m] Alg Standard Real Deg | @ Alg Standard Real Deg | @@

CP400-laskimen norm-toiminnon avulla voimme helposti méérittaé vektorin pituuden.
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E Laske likiarvo vektorin [-4,5] pituudelle ja piirra vektori koordinaatistoon.

Pituus kuten edellé. Avaa Geometria —sovellus. Valitse Draw-valikosta Basic
Object ja Vector.
£+ Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive #* File Edit Viewi
na%l&jblfﬁalﬁmplfi"yl?l%lv[ [OSII&).‘II"X:ISImPIIixyl %I POiITt
= Line Segment Special Polygon
norm ([—4, 51) (0] | norm([-4,51) 1 \nfinlts Line Function
6.403124237 € Ray Toxt
0 D . . M [ Vector Attached Angle
Circle Measurement
Arc Expression
Ellipse *| Construct
Hyperbola
Parabola
u = = Polygon g
Line| B2 |V | = > Line| = | vl | = &
0 | e | In |loggd| VO 0™ | e® | In |loggd| YO 4
W | x® | x! [logw(M)|solve( (W | %2 | x [logw(W)|solve(
BOO [toDMS| {=| | {3 | O BOO |toDMS| {8 | {3 | ()
sin | cos | tan ° ¥ sin | cos | tan ° r
‘*“‘ans‘EXE‘ ‘*“‘ans‘EXE‘ -4 1
Alg Standard  Cplx Rad | d@m| |Alg Standard  Cplx Rad | {m T

Napauta origoa ja sen jalkeen pistettd (—4,5).
& File Edit Vlew Draw & File Edit View Draw

Afr] ]

norm([-4,5])

6.403124237

o

i
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Valitse Measurement. Valitse Length. Vastaus:

% File Edit View [Draw (%] £ File Edit View [Draw (%] £ File Edit View Draw :
i v [ 3] [ Besiconiect — ol|  [BRH <[ 5[ v [ {BasicObject ol ] v [ ~s| v o f o] | o ]ge
Special Polygon  *|— Special Polygon  »||
Function v Len tunction > Lenii 620
Text Text
Attached Angle Attached Angle

Measurement . 5
Expression

v Construct > B

\ & r

Direction

I I I | I | | Equation
T 1 -4 Length T 1

D%

Slope

| | |

Tassa olemme kayttdneet CP400-laskinta vektorin [-4,5] pituuden laskemiseen seka Main- etta
Geometria —sovelluksissa.

9.6 Yksikkovektori

Niin kutsuttu yksikkovektori merkitaan tavallisesti muodossa e tai €°. YksikkGvektorin pituus on
le] = 1.

Vektori voidaan muuntaa yksikkdvektoriksi jakamalla vektori sen omalla pituudella.
Tastd johtuu se, ettd vektori voidaan ilmaista muodossa ”pituus kertaa samansuuntainen
yksikkovektori”.

Vektorialgebrassa on normaalia, ettd vektoreita kuvataan akselien avulla. Yksikkovektori, joka
sijaitsee x-akselin positiivisella alueella on 7 = [1,0,0]. Positiivisella alueella y-akselilla
yksikkovektori on j = [0,1,0]. Yksikkovektori, joka sijaitsee z-akselin positiivisella alueella on
k =[0,0,1].

Tésté seuraa, ettéd [x,y, z] = x[1,0,0] + ¥[0,1,0] + 2[0,0,1] = xT + yj + zk.

Aikaisemmin tassa kappaleessa kerrottiin, ettd vektorin v = [—4, 5, —2] pituus on 3-5. Tista
johtuu, ettd v = [—4, 5, —2] voidaan muuntaa yksikkovektoriksi seuraavasti

7 _[-45-2] |- ] l4x/’x/‘—2x/‘

5 3v% 3\/‘ 3\/' 3v5 3715

v =
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Kirjoita vektori ja maalaa se.

= Muunna v = [—4, 5, —2] yksikkovektoriksi.

Interactive, Vector, UnitV.

Y ksikkovektorin pituus on 1.

& Edit Action|lnteractive| £ Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
e[ [ restormston ) [T [alsm] S [ [PT I [Ei e Jafsm]a [ JET]
vance;
Calculation » unitV([-4 5 -21) unitV{[—4 5 21)
Complex 4 [_4.\/3 ¥5 _z.ﬁ] [_4.‘/3 V5 2.\/3]
List 4 15 3 15 15 3 15
Matrix ¢ a norm (ans)
augment Yector 4 1
fill Equation/Inequality 4 0
dim Assistant 4
unity Distribution/Inv. Dist *
angle Financial »
norm Define Line| = | vl | = B
crossP 0™ | e® | In |logad| YO
dotP
toRect (W] | =2 | x |logy(l)|solve(
toPol B00 [toDMS| {® | {1} | ()
toSph ; = r
sin | cos | tan
toCyl
‘4—“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg ] Alg Standard Real Deg | im Alg Standard Cplx Rad | (m@

Tassd ndemme, ettd CP400-laskimella v = [—4, 5, —2] voidaan muuntaa yksikkovektoriksi.
Samalla voimme tarkkailla ettd yksikkdvektorin pituudeksi saadaan todellakin 1

Muunna erilaisia vektoreita yksikkdvektoreiksi. Tarkista tulos seké laskimella ettd késin
laskemalla.

9.7 Pistetulo

Kahden vektorin @ ja b pistetulo lasketaan kaavalla @ - b = |a||b|cos6, missa & on naiden
kahden vektorin valinen kulma. Jos cos@ = 0, niina - b = 0 . Taten vektorita jab ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos ja vain jos niiden pistetulo on 0 (eikd kumpikaan vektoreista
ole itsessdéan nollavektori). Pistetulo ei ole kertolasku eikd sen symbolia voi jattad merkitsemaétta.

Geometrian nakokulmasta tarkasteltuna kahden vektorin @ ja b pistetulo on sama kuin vektorin
a projektion pituus vektorilla b kerrottuna vektorin b pituudella. Pisteen englanninkielinen
nimitys on 'dot’ ja pistetulon komento ClassPadissa dotP. Pistetulo on reaaliluku.

Kun tarkastelemme vektoreita suorakulmaisessa kaksi- tai kolmiulotteisessa koordinaatistossa,
voidaan vektorien @ ja b pistetulo ilmaista@ - b = a,b, + ayb, + a,b, eli saman akselin
komponenttien kertoimien tuloista koostuvaksi summalausekkeeksi. Tutki tatd CP400-laskimen
avulla tai muulla tavalla.
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Laske vektorien @ = [—3,2,5] ja b = [3,—2,1] pistetulo. Laske myos naiden kahden
vektorin valinen kulma.

Pistetulo lasketaan seuraavasti @ - b = [-3,2,5] - [3,—-2,1] = —3-3+2-(-2)+5-1=-8

Vektorien valisen kulman kosini on tallgin
a-b -8 -8 —4+4/133

cosf = ._= = =
al[b] J(=3)+22+52,/32+(-2)+1 +38/14 133

Téaten, ettd @ =110,3°. Vastaus voidaan tarkistaa kayttaméalla CP400-laskimen toimintoja dotP ja
angle. Koskemalla kahdesti vektorin (matriisin) symbolia, saat lisattya paikkoja.

Madritelldan vektorita ja b Interactive, Vector, dotP Interactive, Vector, angle
% Edit Action Interactive % Edit Action Interactive

B3| br | 1adsime || v |- [ v Vector: A B3 | e [ fad [ Sime |20 v [ 4| v

[-3 2 513a Another: b ] [-3 2 51%a
[-3 2 5] [-3 2 5]
[3 -2 1] - -— [3 -2 11
o 0 dotP (a, b)
-8
angle(a, b)
110. 2944003
Line| = [vm | z | » e | oBy | Meth | symbol || |
™| e | In | i | o 1(2(3|4/ 5|/6(7(8|9|0(-
ml | L0 L0 /o= lm qlw|e|r|t|yv|uli|o|p|@
(w01 [=]|[®E] | 2= | Io als|d|f|g|h|j|k]|!]
sin | cos | tan | & 5 $|z|x|c|v|b|n|m|, |. [ars
‘4—“‘ans‘EXE‘ 4_-|H4-‘ Space ‘EXE‘
Alg Standard  Real Rad i Alg Standard PReal Rad | m Alg Decimal Real Deg | @@

Naemme, etté laskimen avulla vastaus voidaan todistaa oikeaksi. VVoit kokeilla laskea muita
esimerkkeja itse.

Tarkista CP400-laskimella, onko pistetulo vaihdannainen, elia-b = b - a.

Tarkista CP400-laskimella myGs, etta pistetulo distributiivinen, elia- (b+¢)=a-b+a- ¢

Kolmion ABC kulmat ovat A(2,1,-1), B(-10,2) ja C(1,-2,2). Laske CP400-laskimella
kolmion kulmat.

Tutki seuraavaa vaittamaa: Vektoreiden a ja a pistetulo on |a|?.
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9.8 Ristitulo

CP400-laskimessa ristitulolle on komento ”crossP”. Ristitulo tunnetaan myds vektoritulona.

Ristituloa kéytetddn usein matematiikassa — erityisesti mekaniikan ja sahkdmagneettisuuden
alueilla. Mekaniikassa ristituloa kdytetddan muun muassa erilaisten vaantovoimien yhteydessa.
Sahkomagneettisuuden alueella ristitulolla on erityisen suuri merkitys esimerkiksi tutkittaessa
litkkuvien virittyneiden hiukkasten vélisid voimia. Ristitulo on vektori.

Maal’lte|ma O|k00t a= [al, a,, a3] Ja E = [bl, bz, b3]
Ristitulo @ x b madritelldan vektorina [a,b, —a)b,, a0, —ab,,ab, —a,b ]

Voimme my®os laskea ristitulon @ x b determinanttina matriisille, jonka ylin vaakarivi koostuu
komponenteista t, j ja k, toinen vaakarivi vektorin @ komponenttien kertoimista ja kolmas
vaakarivi vektorin b komponenttien kertoimista.

seka suoraan ettd 3x3determinantin avulla.

Vektorien madrittelyt

Interactive, Vector, crossP

Meilla on kaksi vektoria @ = [—3,1,2] ja b = [2,—3, —1]. Laske laskimella ristitulo @ x b

Syota vektorit, OK.

& Edit Action Interactive @ Edit Action [Interactive crossP E|
"1 e 103 s | 2| v 444 | ¥ 51| | Jaeq) Trensformation "I |l vector: a
Advanced 4 )
[-3 1 21%a [-3 1 21%a|galculation 3 Another: b
[-3 1 2] Complex 4
[2 -3 -113%b [2 -3 —1]stList g o |
[2 -3 -11 Matrix > -m
D augment Yector » q T
fill Equation/Inequality »
dim Assistant »
unity Distribution/Inv. Dist »
angle Financial »
Line| = | yW | = | » orm Define sic | oBy | Math | symhol |
™ | e | In| i | o ”;’033" e | In | i | o 12 3|als5|6|7(8|9|0]-
- otP -
L] d%'j ai-DU f;‘ i toRect %D dlfﬂ f;‘ im a|wielr|t|y|u|lijo|p|@
(mo1| [=]([88] | 2= | Do toPol [=]/[88]| 2o | Do a|s|d|f|g|h|[j|k[]];:
sin | cos | tan 8 t :ﬁ:r cos | tan 8 i 4|z x|c|v|b|n|m|, |. [ars
‘4—“‘ans‘EXE‘ |,“4—“‘ans‘EXE‘ ﬁ‘d—‘ Space ‘EXE‘
Alg Standard Real Rad m Alg Standard Real Rad m Alg Standard Real Rad {m
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ClassPad tdydentdd komennot. Ristitulo determinanttina.

& Edit Action Interactive # Edit Action Interactive
E1] e 2| simp | 1| w [ AL | v BL] e [ | Simp | | w | AL | v
[-3 1 2]12a [-3 1 2]%a
[-3 1 2] [-3 1 2]
[2 =3 =11%b [2 -3 -11%b
[2 -3 -1] [2 =3 -1]
crossP(a, b) crossP (a, b)
[51 7] [51 7]
b i j k
det(|-31 2 |
abc T afy T Math TSymhoI 1 2 -3 -1
1|2|3|4|5/6|7|8|9|0]|- 5-itj+7-k
g|lwle|r|t|y|lu|li|lo|p| @ P
a|s|d|f|g|/h|j|k[]]:
$|lz|x|c|v | b|n|{m|, |. [ars
- ‘ - ‘ Space ‘EXE ‘
Alg Standard Real Rad m Alg Standard Real Rad |

Meilla on kaksi vektoria @ = [-3,1,2] ja b= [2, -3, —1]. Tarkista CP400-laskimella, etta
ristitulo @ X b on kohtisuorassa vektoreita a ja b vastaan.

# Edit Action Interactive
1| b |2 sime | B0 | v

dotP{crossP([-3,1,21,[2,-3,-11),[-3,1,2])

dotP{crossP([-3,1,21,[2,-3,-11),[2,-3,-11)

D

Alg Standard Cplx Deg a

Y1l olevasta naytosta voimme ndhda, etta ensimmaisen rivin tulos on (a x b)-a = 0. Tasta
seuraa, ettd (a x b) L a.

149 |Sivu



Kokeillaanpa edeté yksittéisestd tapauksesta kohti yleisia periaatteita.

Osoita, ett ristitulo @ x b on aina kohtisuorassa vektoreita @ ja b vastaan.

Ratkaisu.
£ Edit Action Interactive

@I&jb f‘;i:l Simp]fixy|vl—%)—|v -

[a, b, c1®avektor

[a b c]
[k, 1, m1%bvektor
[k 1 m]
crossP (avektor, bvektor)
[b*m—c-l —asm+c+k a-l-b-k]
dotP ( [b-m—c-] —a+m+c+k a-l1-b-k]1, avektor)
¢+ (a+l-b+k)-b- (a*m—c+k) +a+ (b-m—c-1)
simplify (ans)

dotP( [bem=c+] —a-m+c*k a-l-b-k], bvektor)
m-{a+1-b+k)-I- (a*m—c+k)+k+ (b-m—c+1)

simplify (ans)
0
b
Alg Decimal Real Rad L

Tutki vasemmassa ndyttokuvassa nakyvaa tapausta. Tutki, voimmeko vaittaa, etta
a x b = 0 jos vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset.

# Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
B3| b | J0Q sime | T2 | v | A/ | v B3| b | 183 sime | o | v [ A [ v
crossP([-4,3,11, [-8,6,2]1) [a, b, c1?avektor

[0 0 0] [a b el
] kx[a, b, c1>bvektor

[a*k bk c*k]
crossp (avektor, bvektor)
[0 0 0]

b

Line| 2 | vl | = >
™ | e" | In |loggd| YO
W | x® | x' |logy(M)|solvel

BO0 |toDMS| {® | {3} | ()

Line| B2 | ym | = EN
0™ | & | In |loggd| YO
W | x® | x' [log, ()| solve(

BO00 [toDMS| {® | {3 | ()

o r =] r

sin | cos | tan

sin | cos | tan

|« | B | B | ans [ Exe| [« [B |G [ ons [exe ]
Alg Decimal Real Red | m Alg Decimal Real Rad | i
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9.9 Suunnikas

Suunnikkaan pinta-ala A rajoittuu vektoreihin @ ja b ja se saadaan lausekkeesta A = |a| |E|sin9,
missd 6 on vektorien @ ja b vélinen kulma (0 < @ < 7). Ristitulon maéritelméan mukaisesti
voimme myos laskea suunnikkaan alan A = |a x b|.

E Suunnikkaan kulmat ovat P(1, 0,-1), Q (0, 4, 5) jaR(3, 1, 7). Laske alue.

Merkitadn @ = PQ = [—1,4,6] jaa = PR = [2,1,8]. Alan laskeminen ClassPadilla:

£ Edit Action Interactive

BEESE B

norm{crossP([-1,4,61,[2,1,81)

V1157
angle([-1,4,61,[2,1,81)
34.22722138
norm([-1,4,6]1)xnorm{[2, 1, 8])xsin{ans)

v 1157

Alg Standard  Real Deg I

Naemme, etta laskusaantd |a@ x b| = |a||b|sin6 voidaan vahvistaa. Ala on V1157 alan
yksikkoa.

g Miten voimme laskea kolmion PQR pinta-alan, jonka kulmat ovat P(1, 0,-1), Q (0, 4, 5) ja
R(3, 1, 7)? Kokeile itse.

9.10 Suuntaissirmio

Tuloa (a x b) - ¢ kutsutaan vektoreiden @, b ja ¢ skalaarikolmituloksi (tdssé jarjestyksessa).
Pistetulon kaavasta (@ x b) - ¢ = |a x b||¢|cos6 seuraa, etta skalaarikolmitulo kuvaa sen
suuntaissarmion tilavuutta, jonka virittavat a, b ja c.

Lausekkeen |d X b | arvo kuvaa tassa tapauksessa suuntaissarmion pohjan pinta-alaa. Lauseke
|ClcosO ilmaisee kuinka korkealla vektorin ¢ nuolenkérki on siita tasosta, jonka muodostavat a
jab . Jos @on suurempi kuin 90° niin cos@ on negatiivinen. Talloin on tarpeen kayttaa
lausekkeen (@ x b) - ¢ itseisarvoa suuntaissarmion tilavuuden laskemiseen. Tilavuuden arvo on
positiivinen.
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B Laske tilavuus suuntaissarmiélle, jonka virittavat vektorita = 1+ 2j — k, b = —21 + 3k ja
¢ =7j— 4k.

Ratkaisu.
£ Edit Action Interactive

BEEDE C

crossP([-2, 0,31, [0,7,-41)

[-21 -8 -141]
abs(dotP([1,2,-11,[-21,-8,-141)
23

Alg Standard  Real Deg L

Tilavuus on 23 tilavuusyksikkoa.

9.11 Ristitulon ominaisuudet

Alla olevasta kuvasta nakyy kuinka voimme CP400-laskimen avulla osoittaa, etta ristitulo ei ole
vaihdannainen laskutoimitus: (@ x b) = —(b x @). Olemme myés osoittaneet CP400-
laskimella, ettd vektorin ristitulo itsensé kanssa on nollavektori: (@ x @) = [0,0,0] = 0.

& Edit Action Interactive
E1] e o | Simp | 12| w | AL | v

[x, ¥, z]®avektor

[x vy z]
[r, s, t]*bvektor
[r s t]
crossP (bvektor, avektor)
[—tew+sez tex—r+z —Sex+rev]
—crossP (avektor, bvektor)
[=tev+5ez tex—T+z —s*x+r+¥v]
crossP (avektor, avektor)
[0 0 0]
D

Alg Standard  Real Deg |

152 |Sivu



distributiivinen.

Ratkaisu.

& Edit Action Interactive

B3] de | f0a sime | 20| v [ 45| ¥

[a b cl®x

[a b cl
[k 1 m]l»y

[k 1 m]
[rstlyz

[r s t]

crossP (x, (y+z))
[b* (m+t)—c- (l+s) —a-(m+t)+c-(k+r) a-(l+s)—b-(k+r)]
simplify (ans)
[bem+b-t—c-l-c-s —a-m—a-t+c-k+c-r a-l+a-s—b-k=b-rl
crossP (x, v)+crossP(x, z)
[bem+b-t—c+l-c+s —a-m—-a-t+c-k+c-r asl+as—b-k-b-rl

]

Alg §tandard Real Rad

Osoita sitten, etté |a x b|* = |a|?|b|" — (@- b).

Todista, ettd @ x (b + ¢) = (a x b) + (a x ¢). Tama tarkoittaa sit4, etta ristitulo on
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10. Kartioleikkaus

10.1 Ympyra

MENU £

-

eVl Main

L4
Dﬁ edctivity

i Spread- Eﬂ_j] Graph&

-

Statistics

sheet Table

O-A

rs -

gl DiffEq-
Graph

a:b NumSolve

r3

Sequence [“&?‘ Financial

- ]

e ——
Gl GEometr . Conics |>
R

Kartioleikkaus on yleisnimitys leikkauskayralle, joka saadaan,

kun taso leikkaa kartiomaisen pinnan. Erilaisia
kartioleikkauksia syntyy erilaisista leikkauskulmista tason ja

kartiopinnan valilla.

Matemaattisesti ajatellen kartioleikkaus on kéyrg, jota kuvaa
kahden muuttujan toisen asteen yhtalo.

Jos oletamme ympyran olevan erés ellipsin
esiintymismuodoista, siitd voidaan saada nelja erilaista
kartioleikkausta: ympyré, paraabeli, ellipsi ja hyperbeli.

Paavalikossa kartioleikkauksille on sovellus Conics.

g a) Piirrd yhtaloa x* +y* +4x—2y—11=0vastaava ympyra.

b) Maarita keskipiste ja sade.

a)
Valitse Conics. Syota yhtalo.

Edit Form Fit

B o ) S

Conics Equation:

k2+y2+4ex-2y-11=0

Sty

4

3

2

1
T EE43-2 pl L2348 8 7

-2

-3

s

LS

Deg  Real 1o

Paina Draw-ndppainta.
& Edit Zoom Analysis # (%]

Conics Equation:

x4y 2+4.x-2-y-11=0

¥
4
2
2
1

x

Fk5-1-5-2 o ik & 48587
-2

EAEE

Deg Real [ m

Voi olla, ettd ikkunaa pitaé saataa.
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b)
Valitse Analysis, G-Solve. Center (keskipiste).

& Edit Zoom [Analysis| ¢ (%] & Edit Zoom Analysis & (%)
wooeT=e SN 2 2 G2 EE E EE
- - etc ’ - —
Conics Equation x-Cal/y—Cal ~ Conics Equation:
x4y 24d.x—2 x24y244.x-2.y-11=0
Center
Radius
(x+2) 2+(F=Tr4P=16
®-Intercept 3
y-Intercept 2
T X R -

-7 4-5-4-3-2 go| 1 3 4567 -7 /4-5-4-3-2 0 1 2 45 B 7
ol -2
= = Center

_al ¥c=—2 _llyc=1
B B
Deg  Real [ Deg  Real [
Ympyrén keskipisteen sijainti on (-2,1) .
Valitse uudelleen Radius (séde).
& Edit Zoom [Analysis] (%] # Edit Zoom Analysis & (x)
fon | 3 | €59 | Trace . fan | £y o
IVI —1 Sketch 3 IVIEEIL\_
Conics Equation x-Cal/y—Cal 5 Conics Equation:
x24y244-x-2 x24y244-x-2-y-11=0
Center
Radius
x-Intercept
y-Intercept
T
=7 '5'4'a'zo/izé:iéé7' 5456 7
ké v Radius
[%[%) B
Deg Real [ Deg Real [ m

Ympyrén séde on 4.
Huomaa, etta ympyran yhtalo nakyy keskipistemuodossa (x +2)* +(y —1)* =4%. Voit myos

sovittaa ympyran eri muotoihin aktivoimalla ylemman ikkunan kynalla ja valikosta Fit -> Fit into
Conics Form.

155|Sivu



10.2 Paraabeli

E a) Piirrd yhtaloa y = x* —2x—1 vastaava paraabeli.
b) Mé&arita polttopiste, symmetria-akseli, johtosuora ja huippu.

a)
Valitse Conics Form -ikkuna.
&+ pdi\Form Fit
) s | A
Conics Equation:
]

x
123 465¢867

—T-E-5-4-3-2 0

Merkitse paraabelin yhtalo.

Select Conics Form

On=ACy-K)2+H
(x=Ay2+By+C
Oy=A(x-H)2+K
O y=Ax2+Bx+C

(Ax2+Bxy+Cy2+D

O (x-H)2+(y-K)2=R?
(O Ax2+Ay2 +Bxu+Cy+D=0

®+Ey+F=0 | (Y

Aol

Syota arvot A, B ja C.
& Edit Form Fit

EEBEL

IConics Equation:

y=A-x2+B-x+(

_— —

Deg  Real | am |Deg Real | | |Deg Real [ m
Paina Draw-kuvaketta. Painike Resize (ndyton alapuolella) suurentaa ndyton.

& Edit Form Fit & Edit Zoom Analysis (x]| | % Edit Zoom Analysis & (x]
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Conics Equation: Conics Equation: 13
2 3 12
y=x<-2-x—1| y=x4-2ex—1 11l
10ar
ol
al
ol
ol
sl
al
al
ol ¥ ar
3 5r 1r

f : ——55-1-3-2 (\\-1]3 it ¢t 70
—76-5-4-3-2 p| 1 2 3 4 5 & TX 2 —2r
1t _al
1 I | P T T S R S x _ab
- E-5-I-3-2 (\\173 T 5 6 7 8 _:_
-4 -zt s}

%] %] A B

Deg Real | @m| |Deg Real [ Deg  Real [ m




b)
Valitse Analysis, G-Solve.

Focus nayttaa polttopisteen.

Symmetry nayttaa
symmetria-akselin.

Directrix nayttaa johtosuoran

£ Edit Zoom |Analysis| ¢ [Z] £+ Edit Zoom Analysis e £ Edit Zoom Analysis e
2 1 I = B ED =) ) 3 ""E:;iI.]_[: BEEE ""E:;i[-]_[:
etc 5
¥-Cal/y=Cal Y v={x—-1)"R-2 13t¥ v=(x—1)"R-2 13¥
F 12r 1z2r
ocus 11F 11F
Vertex 100 1ob
Directrix at ar
Symmetry ar al
Latus Rectum Length Z ;
5t 5l
at at
a al
Eccentricity ar ar
x-Intercept o . L .
=6 -5 -4-3 -2 | y—Intercept 55 -4-3-2 (\ T 73 156 7 8 “E5-1-3-=2 (\ ]'é T 68 78
2 —2FNF(1,-1.75) -2\
-3t -3t -3t
-ar -4t -4t
—5r —5r Focus —ar Symmetry
—&r xc=1 -6 yc=—1.75 -6f
(B | (B[] |x=1 L
Deg  Real T Deg  Real [ m Deg  Real [

Vertex nayttaa huipun.

£ Edit Zoom Analy5|s *

&% Edit Zoom Analysis ¢

EBEEEEE [ EBEEERE [
y=({x—1)"R-2 18" y=(x—-1)"g-2 13t¥

12 12t

11 11t

10 1of

9 |3

! at

7 o

& g

5 sl

4 al

3 3t

2 ol

1 x o x

F5-a52 345 6 7 8 T E5-1-3-2 (\ ]5' 1656 78
o \7 —9\-_'
t1,==)

= _af

=4 —al

-3 Directrix =57 Vertex

-6 ¥c=1 -6F yc=—2
y=—9/4 B[ B
Deg Real [ m Deg  Real 1o
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10.3 Ellipsi

2 2
L e qpan. (X+1 -1
Ea) Piirra ellipsi, joka maaritellaan ( 1 ) +(y 2 ) =1
b) Mé&érita polttopiste, leikkauspisteet x-akselilla ja y-akselilla.
a)
Valitse Conics Main -sovelluksessa ja syota yhtalo. Paina Draw-kuvaketta.
& Edit Action Interactive & Edit Form Fit £ Edit Zoom Analysis e
e [flomli | TOR ][I T | [l M--al-I
Conics Equation:
(x+1)2 (312 i
1 v 4 -
_'3 1 2I =
) B
Line| ® | vm | = > Conics Equation:
2 2
0™ | e* | In |logad| YO (X+11) +(y_41) =1
Wl | x® | x! [loge)solvel
BOO [toDMS| {® | {3} | O
sin | cos | tan | ° *
] v‘*‘“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg ] Deg  Real 1T Deg Real |
b)
Analysis, G-Solve. Focus nayttaa polttopisteen.  x-Intercept (leikkauspiste x-
akselilla)
t Edit Zoom [Analysis] » & Edit Zoom Analys|s . % Edit Zoom Analysis ¢
B E - o] O ] 1< [EE ML
etc
Conics Equationy ) /y—Cal ,1| | [Conics Equation: Conics Equation:
(1) 2 | (y-Focus erD? | =12 a2 -2
1 Vertex A T 1 4
Center
Eccentricity (x+1) "2+ (y-1) ~20=1 (x+1) "2+ (y-1) " Bf4=1
¥-Intercept g
y-Intercept G
3
J x . . . X . . . . x
-3 = -1 1 2 -3 1 2 -3 —2&(-1.26E,0} 1 2
-1t 1 Focus 1 ¥-Intercept
¥c=—1 yc=2. 7320508 ¥c=—1. 866025 ye=0
(B[ B B
Deg  Real | @ |(Deg Real 1o Deg  Real [
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Nuoli oikealle ndyttaa seuraavan

leikkauspisteen.

fe] Edlt Zoom AnaIyS|s *

Conics Equatlon

(x+1)2  (y-1)2
1 - 4

=1

(x+1)~2+(y=1)~28=1
3

1]

x

I = Co.1940 ¢
\_/?;} ¥~-Intercept
®c=—0.133975 =0

B
T

Deg Real

10.4 Hyperbeli

E a) Piirrd hyperbeli, joka méaaritellaén

y-Intercept. (Leikkauspiste y-
akselilla)

£ Edit Zoom Analy3|s .

)2

Conics Equation:

—132
-1 _,

1

4

(x+1)~2+(y-1) ~2A=1

at

l':I(D,l)
_IS _' _'1 ]I_ é x
we=0 —;-c -1 y-Intercept
(B |
Deg  Real T m
(x+1)° (y+2)"
16 9

b) Maéérita polttopisteet ja asymptoottien jyrkkyydet.

a)

Syota yhtélo ja piirrd kuvaaja

Muuta ikkunan koko Resize
painikkeella.

# Edit Form Fit

A |29 it | KA

& Edit Zoom Analy5|s .

o E|:I|t Zoom Analysm .

Conics Equation:

x+D)?2  (y+2)2

=1

16 9

Conics Equation:

x+1)2  (y+2)2 ;
16 9 -

18 o 18
vl | > e
In |loggl| VO /
1 |logy(M)| solvel | \ ,,,,, =
-11 0 11
=mli{y| O
tan | ° 8
— =9 —24]
Oz | ans | EXE . -
[ ans | Exe | AL %]
@ (Deg Real | @@ |Deg Real [ qm
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b)

Analysis, G-Solve. Focus. Oikea nuolindppaéin.

# Edit Zoom [Analysis| ¢ X & Edit Zoom Ana]ysm * & Edit Zoom Analysis ¢ (x]

o] G e reee [ BEEEE ﬁ I EE

ol B | [lo]=l2 DEEEERE.
x-Cal/y—Cal | |[e+1)~2/16- (WZ’) 2/9=1 (x+1)"2/16- (33 ~2/9=1
Focus f
Vertex ;

\ Center \ \

-18 Asymptotes s T W) S A -18 0 5
Eccentricity e Fo\
x-Intercept '
y=Intercept

Focus Focus
24 xc=—06 —2af yc=—2 ¥c=4 —-24fyc=—2
I EIE3 B
Deg  Real o Deg Real T Deg  Real [

Analysis, G-Solve, Asymptotes.
£ Edit Zoom Analy5|s *

O ECIRE -1_E

(x+1)"°2/16- (ﬂ”_z') 2/9=1

F Asymptotes
-zaf
y=—3+(x+1)/4-2, y=3- (X+1| ‘
Deg  Real i

Asymptoottien jyrkkyydet ovat i% (kulmakerroin).

Koeta itse 16ytaa hyperbelin muut tarkeat pisteet.
Kartioleikkaus voidaan myos piirtd4 napakoordinaattien ja parametrifunktioiden avulla
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11. Geometria

Geometriasovelluksessa voit tehdd puhdasta tai analyyttista geometriaa.

11.1 Valikot ja ndppaintoiminnot

&

MENU £

- .

e[ Main

Ld -

Dﬁ ectivity Statistics

spread- | [fren™™ Graphs

pread- e Grap

@ sheet Table

e —

—
@E=J

——

EE Conics

-
gl DiffEq-
N Graph

MNumSolve

Sequence

,’-u??":l Financial

# File Edit View Draw

Select an item

Kun valitset paavalikosta
Geometry, naytto tyhjenee ja
nakyviin ilmestyy uusi
painikevalikko nayton ylareunaan.
Tata valikkoa kaytetaan kuvioiden
piirtdmiseen ja ndyttdmiseen

Ylimpané naytossa nakyvat
seuraavat valinnat:

File Edit View Draw

Draw

v| b [v]:

£ File Edit Yiew Draw

£+ File Edit View Draw

Seuraavassa kuvataan nédiden painikkeiden toimintaa.
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Draw-painiketta kaytetdan kuvaajien piirtdmiseen. Draw-valikosta 10ytyvat vasemman
puolimmaisessa kuvassa nakyvat valinnat erilaisille geometrisille muodoille ja perusmuodoille.

Draw, Special Polygon, Kite

¢ File Edit View |Draw) & File Edit View [Draw] & File Edit View Draw
! Point Basic Object [%l vl & | vl JBasil: Object >|. [kl ,l @ | ,,l Tl l#l b
= Line Segment Special Polygon  » Triangle
Infinite Line Function 4 Isosceles Triangle A
Ray Text Equilateral Triangle
Vector Attached Angle Trapezoid
Circle Measurement 4 Kite
Arc Expression Parallelogram
Ellipse ¥ Construct ’ Rectangle D B
Hyperbola Rhombus
Parabola Square
Polygon Regular n-gon
C
| m |
Jana ja piste. Draw, Perpendicular tekee Painikkeista I16ydat samat toi-
Valitse kynélla piste ja jana. janalle keskinormaalin. minnot nopeasti.
# File Edit View Draw & File Edit View [Draw] % File Edit View Dra
i v|.2|v] o] v b ]ds ][ o[+ [Ceesconect L) ]2 [-AT¢
Special Polyoon || N
Function 4
Text
Attached Angle
Measurement .
G, B Expression B
Perp. Bisector
/ Perpendicular /
2 Midpoint 2
/ Intersection
” Angle Bisector »
Parallel
Tangent to Curve
A Reflection A
Translation
Rotation
Dilation
General Transform
am m LT

Geometriaohjelmisto on kattava ja se sisaltda runsaasti erilaisia toimintoa. Kun aloitat
tyoskentelyn Geometria-sovelluksen parissa on hyva muistaa yksi asia: tyhjan kohdan

koskettaminen kosketuskynalld poistaa aiemmat valinnat.

Esim. ylld kuvassa on valittu seka piste C ettd jana AB. N&ma valinnat poistetaan koskettamalla
tyhjaa kohtaa piirtoalustassa.
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11.2 Nelikulmio nelikulmiossa

E Kuvitellaan jokin mielivaltainen (ei sdanndllinen) nelikulmio.
Voimme maérittd4 uuden nelikulmion piirtaméalla viiva nelikulmion
sivujen keskipisteiden valille. Mita voit sanoa uudesta nelikulmiosta?

Draw, Basic Object

Valitse Polygon.

Merkitse AB.

¢ File Edit View [Draw]

& File Edit View Draw

| _ix_File Edit View Draw

{ Point Basic Object ; ikt [ v ] v ] Al [_;,_| 5 [ it
| Line Segment Special Polygon ||
Infinite Line Function 4
Ray Text
Vector Attached Angle Y C
Circle Measurement 2 D D
Arc Expression
Ellipse ' || Construct ’
Hyperbola
Parabola
Polygon
A A

o

Laite piirtdd monikulmion automaattisesti, kun kulmapisteet on merkitty.

Draw, Construct.

Midpoint.

Toista BC, CD ja AD

& File Edit View |[Draw]

£+ File Edit Yiew Draw

# File Edit Yiew Draw

i | v ]@| v [ | Basic Object
Special Polygon

Function

Text

Attached Angle

D/ Measurement

Expression

=

»

Perp. Bisector
Perpendicular
Midpoint
Intersection
Angle Bisector
Parallel
/ Tangent to Gurve
Reflection
Translation
Rotation
Dilation
General Transform

TT

[TT

Nyt voit tehda kokeiluja geometriaohjelmistolla.
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Draw, Basic Object, Polygon.

Valitse kynélla A.

Siirra A eri paikkaan.

£+ File Edit View Draw & File Edit Yiew Draw % Flle Edit View Draw
i [ v ] v | o] o |5
C C C
G G G
’ ’ T
F F F
H H]
B B B
A A
A
] [-2.82,1.67] ] [-1.99,0.71] ]

Nyt voit tutkia kuvion siséan piirrettyé nelikulmiota. Tutkiminen tuottaa olettamuksen, etta

nelikulmio on suunnikas. Tassé yhteydessa ei ole tarpeen esittaa asian teoreettista perustelua.

11.3 Kolmikulmion ominaisuudet

Voit kayttaa piirtotoimintoa

Piirra mielivaltainen kolmio ja muodosta kolmion mediaanit.

tai valita Draw, Special Polygon.

Harjoittele muilla muodoilla.
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Draw, Construct, Midpoint.

Toista sama muille sivuille.

& File Edit View Draw & File Edit View Draw & File Edit View [Drawl
S OEnEC EpE ol D pEnEnEnE Ol D nE e —"
=S — Triangle
| A 2 Isosceles Triangle
—— Equilateral Triangle
|é é Trapezoid
| = s
— Parallelogram
=§|E<3 Rectangle
F=A Rhombus
|£ ﬁ‘ Square
Regular n—-gon
A C
m il 1




# File Edit Yiew Draw

# File Edit Yiew Draw

£+ File Edit View Draw

v[—'—lv :

B

A A
A -\D\- D
C
[-1.35,0.58] i i LT
Muodosta jana. Napsauta A ja E. Toista janoille BD ja CF.

# File Edit View Draw

£ File Edit Yiew Draw

# File Edit View Draw

i v

P - [ T

m

Kuvio osoittaa kolmen mediaanin leikkaavan toisensa samassa pisteessa. Muokkaa kolmiota ja
kokeile pateekd tama jalleen. Voidaanko tdmé todistaa matemaattisesti?

Piirrd jokin kolmio ja luo kolmion kulmienpuolittajat.

Valitse ensin kynalla AC ja AB. Valitse tydkaluista kulmanpuolittaja. Poista valinnat koskemalla
tyhjéa kohtaa ja toista prosessi muillekin kulmille. Muuta kolmion muotoa.
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£+ File Edit View Drag—

£ File Edit View Draw

# File Edit Yiew Draw

v Al X

vl%lv i

C

1

Kuvio osoittaa kolmen puolittajan leikkaavan toisensa samassa pisteessa. Muokkaa kolmiota ja
kokeile pateekd tama jalleen. Voidaanko tamé todistaa matemaattisesti?

Piirrd jokin kolmio ja sivuille keskinormaalit.

Valitse AC ja piirrd sille keskinormaali. Poista valinta koskemalla tyhj&é kohtaa. Valitse uusi
sivu ja toista sama. Kokeile muuttaa kolmion muotoa siirtdamalla jotain kolmion kérkipisteisté.

£ File Edit View Draw £ File Edit View Draw # File Edit Yiew Draw
5 B e A ) )
TN A
B B
A

A A

C C

m 4T [-3.095,1.465] [ m

Kuvio osoittaa kolmen keskinormaalin leikkaavan toisensa samassa pisteessa. Muokkaa
kolmiota ja kokeile pateekd tdma jélleen. Voidaanko tdma todistaa matemaattisesti?

11.4 Kolmion sisaan piirretty ympyra ja kolmion ymparille piirretty ympyra
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Maarita kulmanpuolittajien
leikkauspiste E

Piirrd jokin kolmio ja kahdelle kulmalle kulmanpuolittajat.

Valitse piste E ja sivu AC.

Piirrd normaali pisteesta E

sivulle AC.

& File Edit Yiew Draw

& File Edit View Draw

£ File Edit View Dray—_

B

Maarita piste F.

Valitse ympyratyokalu.

Koske pisteisiin E ja F.

£ File Edit Yiew Draw

£ File Edit Yiew Draw

£ File Edit Yiew Draw

B
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Keskinormaalit

Piirrd jokin kolmio ja kahdelle sivuista keskinormaalit

Maarita leikkauspiste.

Luo ympyra kolmion ympaérille

# File Edit Yiew Draw

# File Edit View Draw

& File Edit Yiew Draw

v| k]

LT

SR

Voit sédatdd zoomausta

Muista pikazoomaus; ndppdimiston

m

99__9

”+” ja ”-” ldhentévit ja loitontavat.

£ File Edit |View|Draw

£+ File Edit Yiew Draw

S l (+) || select
Zoom Box

Pan

Zoom In
Zoom Out
Zoom to Fit
Toggle Axes
Grid 4
Animation Ul
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g Piirrd suorakulmainen kolmio ABC ja luo sen sisddn ympyrda. Tutki onko olemassa yhteys
kolmion pinta-alan ja niiden kahden janan pituuden vélilla, joihin sivuamispiste E jakaa

hypotenuusan?

ClassPad laskee automaattisesti kolmion ABC pinta-alan
ja pituudet janoille BE ja CE. Ndetko yhteyden?

£ File Edit View Draw £ Edit Action Interactive
Ces] e [Rafsme] o [ O
4, 70x%6. 70
31.5
Jana BE: 4.70 .
Jana CE: 6.70
Ala ABC: 31.50
A \ B
| |Alg Decimal Real Deg | (m

Varit voi maérittdd Edit- ja Style-valintojen avulla. Pituudet voi mé&arittda Draw- ja Measurement-
valintojen avulla. Valitse esim. pisteet B ja E ja niille pituus Measurement, Length.
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11.5 Viisikulmio

viisikulmiossa?

Piirra saannollinen viisikulmio. Kuinka suuri kulman suuruus on saannoéllisessa

Mittaa viisikulmiosta yhden lavistgjan ja yhden sivun pituus. Laske lavistdjan ja sivun pituuden

véalinen suhde.

# File Edit View Draw £ File Edit View Draw & File Edit View
D0 pEsnE ol - D GInEs e
Special Polygon  »||
Function »
n-gon Text
- A Attached Angle
Number of Sides (3-20)
Angle
15l | Supplementary Angle
E 5| | E
Length
D C D C
i m i

Kun jokin geometrisen kuvan kohta on valittu, voi sen ominaisuuksia katsoa nayton oikeassa

ylareunassa olevasta nuolesta avautuvasta ominaisuusrivista. Selaa ominaisuuksia alaspéin

osoittavasta nuolesta. Koskemalla ominaisuusrivin vasemmalla puolella olevaa ominaisuuden
symbolia, voit pudottaa sen naytolle.

# File Edit View Draw

# File Edit Yiew Draw

& File Edit View Draw

*]'1/ "l@ VI—F—|' : 'I—l“—l' it |H|,|3.447492 [n B
£ 108.00 £ 108.00 £ 108.00
Length: 3.45 Length: 3.45
Length: 2.13 Length: 2.13
A A A

E, B E, B E B
D C D C D C

m m m
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Kuulostaako suhde tutulta? Mika on timan kuvion kultainen leikkaus? Vertaa suhdetta aiemmin
tassd ohjeessa laskettuu Fibonaccin lukujonon perékkaisten jasenten suhteeseen.

£ File Edit View Draw # Edit Action Interactive £ File Edit View Draw
|._.||,|2.130667 [ﬂﬁ o [ ] e Pxa) sime S v [ 445 v |H|.|1.316825 [nn P
f: lg? 3045 3.447492
ength: 3. 5 120RR7
Length: 2.13 2. 130667 A
A 1.6180341865
1+V5
2
1.618033989
E B b E F B
Line| = | ym | = >
™ | e® | In |logg0| YO
W | x® | x7! |logw(l)|solvel
D & BOO [toDMS| {8 | {3 | O b ¢
sin | cos | tan | ° ¥
‘ﬁ“‘ans‘EXE‘
] Alg Standard Real Deg ] ]
11.6 Neliolaskentaa
D C
Nelion ABCD sivun pituus on x. F on keskikohta janalla E
BC, ja AE L DF. Mittaa nelion sivun ja janan BE pituus .
F
A x B
Draw, Square. Valitse DC ja Midpoint. Tee jana BE ja sille normaali
A:sta.
& File Edit View [Draw) & File Edit View Draw & File Edit View Draw
i v | o [v] ABasiconiect L1 WG] [ ] O] ]]]: JolJ] ]
Triangle I
Isosceles Triangle
Equilateral Triangle
Trapezoid
Kite B . C B, C
Parallelogram
Rectangle =
Rhombus -
Square
Regular n—-gon 12
A
] ] m
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Madrita F. Piirrd jana FD.

Janan AD pituus

Janan FD pituus

& File Edit View Draw & File Edit View Draw & File Edit View Draw
[ [ [l ] i [ +[3- 042709 L [ +[3- 042709 .
B © B c B
E E
/ D 1V
@ m @

Mita ndemme? Muokkaa neliota ja tutki pitddko olettamus paikkansa. Todista matemaattisesti

I6ydetylle yhteydelle.
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11.7 Tangentti ympyran ulkopuolisesta pisteesta

Ympyra

Piste ympyran ulkopuolella.

# File Edit Yiew Draw

£ File Edit Yiew Draw

Jana AC ja janan keskipiste.

) +

0 - DEINESE

# File Edit View Draw
ipil v ——|

Ympyra keskipisteend D.

Piste E leikkauspisteené.

Tangentti pisteen C lavitse.

# File Edit Yiew Draw

# File Edit View Draw

# File Edit Yiew Draw

JUESE

\/

o

o

Perustele ylla oleva. Valitsemalla tangenttisuoran kynallg, voit helposti selvittaa sen yhtalon.
Paina ddrimmaisené oikealla olevaa pienté nuolta avataksesi ominaisuuskentan.

173 |Sivu



11.8 Mielenkiintoinen geometrinen lauseke

Tasakylkinen kolmio Satunnainen piste D. Pisteen D etéisyys sivuista.
# File Edit View Draw # File Edit View Draw # File Edit Yiew Draw
E:Rjilv[+/|vlﬁ+ v]x v[f K v[+@]vlﬂ+ v[x v[f R vl+?]v[&, ']4*,_|.[5
B B B
-
A C A C A C
m a i
Janojen ED, FD ja DG pituudet. Korkeus
£ File Edit View Draw # File Edit Yiew Draw £+ Edit Action Interactive
& [ AT ] N Fei] e [afse] s [ T
Length: 1.51 Length: 1.51 1.51+2.59+1. 17
Length: 2.59 Length: 2.59
Length: 1.17 Length: 1.17 5.21
Length: 5.27 o
B B

Line| =2 | yW | = >
™ | o® | In |loggl| YO
(W | %2 | = [logw(l)|solve(

A C A F| H C W00 [toDMS| {® | {3 | ()
sin | cos | tan | ° v

[+ 1% [% [ [o0]

i Lo Alg Standard  Real Deg | m

Mité tastd tulee mieleen? CP400 -laskinta voi kéyttdd myds hypoteesien muodostamiseen.
Muokkaa kolmiota ja liikuta pistettd D kolmion sisdssé ja tutki pateeko alla oleva Vivianin lause.

Tasasivuisen kolmion sivujen etdisyydet kolmion siséll& olevasta pisteestd ovat yhteenlaskettuna
sama kuin kolmion korkeus.
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11.9 Pythagoras ja puoliympyrat

Miksi kahden sinisen puoliympyran alat ovat yhteensa
punaisen puoliympyrén pinta-ala?
# File Edit View Draw

~ 1 7 Tee kokeiluja tasasivuisen kolmion
B[] [A] [ J . £l | Kateeteilla ja hypotenuusalla.

Area: 1. 98
Area: 5.23
fAreaz 1.21 Mit& voimme sanoa muista
yhdenmuotoisista kuvioista?
G
H

11.10 Kolmion pinta-ala

g Piirra vapaavalintainen kolmio ABC. Mittaa kolmion kahden sivun pituus ja niiden valinen
kulma.

Laske A= %bcsin ZA.

Piirra kolmio Draw, Measurement. Area.
¢ File Edit View Draw @ File Edit View [Draw] % File Edit View Draw
: Basic Object 4N
Special Polygon  *|—| =
Function N Area: 23.72831074
Text
B Attached Angle B
Area
Circumference/Perimeter
A C A C A C
| i m
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# File Edit Yiew Draw
v| b o]

B

Length: 9.540327124 % Edit Action Interactive

e . TR %XB.085418825x9.540327124xgin(54.82694498)
23.72831073
2: 54.82694498 2
A" Length: 6.085418825 ©
L) Alg Standard  Real Deg 1o

E Piirrd kolmio ABC, jossa AB =5 cm, AC =3 cm ja ZA=60°. Laske pinta-ala.

Syo6ta 5 ja paina EXE. Ominaisuus lukittuu.
% File Edit View Draw | | # File Edit View Draw L # File Edit View Draw
R[] ]2 v]4L|-[JJ(]'-) =1 BE.308578 ||« i [+ [8 Ial -
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Tee sama janalle AC Aseta kulmaksi A 60°. Tekstid voi muokata.

# File Edit Yiew Draw # File Edit View Draw # File Edit View Draw
Zi0g &L [ALE B [o]fst E3E
C
C
=B
K
A
i [ qm [
Pituuden yksikkd on cm. Voit myos tallentaa tiedoston.  Pinta-alan suuruus laskemalla.
Geometry Format E| i Edit Yiew Draw & Edit Action Interactive
Number Format New [n"‘ “ [ﬁ%l&rlf‘;ﬁ]lﬁm]ﬂxﬂ v [H}l v FL
[Fix2 [+] ] Open :
Length Unit Save 0. 5%5%3x%sin (60)
(em [v) 6. 495190528
Measure Angle 0
[ Degree | v]
Function Angle
[ Radian | v]
Axes
[ off [+]
Grid
[ off [+] Line| &f | vl | n | *
1. 00cm 0™ | &® | In |logg0| YO
90.00 Wl | x® | x |logy(l)|solvel
A B y=sin (x) o0 [toDMs| {= | (3 | O
sin | cos | tan - ¥
| set H Cancel H Default | ‘ -~ ‘ ‘ ‘ ans ‘ EXE ‘
am T m Alg Standard Real Deg | m

Harjoittele piirtamistd, mittaamista ja laskemista.
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11.11 Main -sovelluksesta geometriaan ja takaisin

2 2
E Syota lauseke y=x* ja %+y7 =1 Main -sovellukseen ja vie paraabeli ja ellipsi

geometrianayttoon.

Kirjoita lauseke Main-ikkunassa, maalaa se, nosta kyna hetkeksi ja raahaa lauseke alempaan
ikkunaan.

# Edit Action Interactive # Edit Action Interactive -1} File Edit View Draw
ei[or [ 2 TORL| [l [l BE] | B2 Al T
y:xz = u y—x2
y=x2 y=x2
2 2 2 2
S xT ¥
gtz ! 2=l
2 2 2 2
X ¥ _ X ¥
gtg-l g+ta-!
: g | o
v |
Alg Standard Real Deg | (m Alg Standard Real Deg | (m [ m

Voit myos kaytta toista tapaa.

Siirrd paraabelia Geometria -sovelluksessa. Raahaa se ylempaan ikkunaan. Voit myos tutkia
paraabelin yhtalén Geometria —sovelluksessa valikosta Draw, Measurement, Equation.

£+ Edit Action Interactive & File Edit View Draw Flle Edit View Draw
i Jaafsmelwo[Jos[ ]| W[ [a]- ] /D E 0 EN e C

y=x2 4 ] 2 2

2 2
2 L2 D SN A X_ Y_=
9+ = T o
y=(x+2)"240.5

y=(x+2) 2+f

Eq: v=(x+2)"2+0.5

Alg Standard PReal Deg | @ [ m [

Tee sama ellipsille!
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11.12 Animointi

CP400 -laskimella voit my6s luoda animaatioita. Tdma toiminto on erityisen kayttokelpoinen
tutkittaessa tiettyja kayrien ominaisuuksia. Animoinnin avulla voi myos esim. piirtaa kayran.

E Animoi niin sanottu ”Pascalin etana”.

Piirrd ympyra ja luo sille tangentti. Maarita piste D ympyréan ulkopuolelle ja piirrd sen kautta
normaali tangentille. Mé&arita tangentin ja normaalin leikkauspiste E. Animoi tangentti kulkemaan
ympyran ympari ja tutki pisteen E muodostamaa kayréa.

Valitse ympyré ja piste C.

Edit, Add Animation.

Valitse E. Edit, Animate, Trace.

# File Edit Yiew Draw

£ File View Draw

& File View Draw

VIlev[EEE::

Undo/Redo

Clear Constraints

Show All

Style

Properties 4
Animate | Add Animation
Cut Replace Animation
Copy Trace

Paste Edit Animations
Select All |Go {once)

Delete Go {repeat)

Clear All |Go (to and fro)
Stop

Fa

Undo/Redo

Clear Constraints

Show All

Style

Properties >
Animate | Add Animation
Cut Replace Animation
Copy Trace

Paste Edit Animations
Select All |Go (once)

Delete Go (repeat)

Clear All |Go (to and fro)

Stop

—

FaY

Edit, Animate, Go (once).

Muokkaa Steps-valintaa, mikali

Se on tarpeen.

# File Edit Yiew Draw

e

o (]

Steps

80
Animations

70 0 Fenowe |
t

Traces

e

0|

[-0.379368,-1.46658]

999

kuvan.

ndppdimistoltd sovittaa

179|Sivu



Steps-valintaa voi muokata valitsemalla Edit, Animate, Edit Animation.

Valitse AB seka piste E.

=1 Selvitd animoinnin avulla missa kohti janaa AB pisteen E tulisi olla, jotta CE+DE olisi
mahdollisimman pieni. Mittaukset on esitetty ensimmaisessé ikkunassa vasemmalla.

Edit, Animate, Add Animation. Edit, Animate, Go (once).

Voimme ndhdd, etté E siirtyy

jalla AB.

¢ File Edit Yiew Draw

# File Edit View Draw

# File Edit Yiew Draw £+ File [Edit] Yiew Draw & File Edit Yiew Draw
Undo/Redo | |dosf w |  [Pikd l ‘F_l
Clear Constraints
AB=8. 00km AB=8 Show All AB=8. 00km
AC=6. 00km AC=6 AC=6. 00km
BD=10. 00km BD=1 Style D BD=10. 00km D
Properties » A
Animate | Add Animation
Cut Replace Animation
Copy Trace
C C Paste Edit Animations C
Select All | Go (once)
Delete Go (repeat)
Clear All |Go (to and fro)
Stop
A E A |} B A E
[

Valitse AE. Valitse taulukko.

£+ File Edit View Draw N\

------- ]4,_| |H|.|1.757124 (e e | <
N
AB=8. 00km AB=8. 00km AB=%. 00km —
AC=6. 00km AC=6. 00km AC=6. 00km
BD=10. 00km BD=10. 00km D BD=10. 00km D
C C C
A E A E AT E
m
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Valitse pisteet C, E ja D. Piiri antaa mitan CE + DE + CD
& File Edit View Draw File Edit View Draw o Edit (x]
k4| |1 757124 : - g])v|26.98497 < a

AB=8, 00km

AC=6. 00km

BD=10, 00km D C
N q‘

[Distance IDistance Perimeter
0 0 27.70052
0.101266 0.101266 [27.68836
0.202532 0.202532 [27. 62840
0.303797 0.303797 [27.57066
0.405063 0. 405063 [27.51512
0.506329 0.506329 [27. 46180
0.607595 / 0.607595 [27.41070
0.708861 A B 0.708861 [27.36181
0.810127 0.810127 [27.31514
0.911392 0.911392 [27. 27068
1 N12065% 1 N1I2RRY (27 299472
(i | I

Etsi taulukosta pienin arvo. Tarkista piirroksen avulla.

& Edit (%] £+ File Edit View Draw

_ufl T

AE=3km
D
r\\\ |

. 329114 . 87652
. 430380 26.86424
. 531646 |26.85400 A
. 632911 |26.84580
. 734177 |26.83961
. 835443 (26.83541
36709 _|26. 83320
26. 83295
3= 7] |26. 83468 r
3.240506 |26. 83830
3.341772 |26.843886

N _AAAN0O oo OF1 00

[SLSLS] SN

& @ Miksi?
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11.13 Peilikuva, kaantiminen ja muuntaminen

Lisatietoja peilikuva-, kierto- ja muokkaustoiminnoista I0ytyy kéyttdjan oppaasta. Tassé
ohjekirjassa esitdmme ndista vain muutaman yksinkertaisen esimerkin.

ABC:n peilikuva akselin DE

suhteen.

ABC:n peilaus pisteen suhteen. ABC kierrettyna 90° pisteen D

Valitse kiertokulma. suhteen.

8 File Edit View Drag— & File Edit View Draw & File Edit View Draw
~ N o BE ]| 2 ||l [D]]:
B Rotation
Angle B
Bl || [em |
A D’ D
Cl
x A A
B’
Al
| am ]
Valitse Translation. Sy0té siirtovektori. Muokkaus koordinaatistossa.
# File Edit View Translation #+ File Edit View Draw
B [ [ 2o 7| oo & [~ [ [T
Special Polygon  »|& [BI —
Function 4 B’
Text
Attached Angle 10
Measurement .
Expression
B Perp. Bisector IMI B
Perpendicular
Micpoint "
Intersection
Angle Bisector
Parallel -
Tangent to Curve = 3
Reflection
A Translation A A
Rotation
Dilation 5
General Transform
) [ m |

182 |Sivu




12. Differentiaaliyhtalot

12.1 Johdanto

Differentiaaliyhtaloita voidaan kayttad monilla alueilla — esimerkiksi tarkasteltaessa jonkin
kohteen lampétilan vaihtelua, eksponentiaalista kasvua, sdéhkdlatauksen purkautumista,
radioaktiivista sateilya tai kiihtyvéaa liiketta.

Differentiaaliyhtalo sisaltd derivaattoja tai differentiaaleja. On olennaista pystya erottamaan
minka tyyppisen differentiaaliyhtélon kanssa olemme tekemisissd ennen kuin yritdmme ratkaista
yhtélén CP400-laskimella.

Differentiaaliyhtald, jossa ei esiinny korkeampaa kuin ensimmaisen asteen derivaattaa, on
ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtélo.

Differentiaaliyhtal6d, jossa toinen derivaatta on derivaatan korkein kertaluku, kutsutaan toisen
kertaluvun differentiaaliyhtaloksi. Toisen kertaluvun differentiaaliyhtéld voi sisaltdd myos
ensimmadisia derivaattoja.

Differentiaaliyhtalon asteen maaréa yhtalon korkeimman derivaatan aste (eksponentti).

Differentiaaliyhtalon (y”)* +3(y)° —4y =3 kertaluku on 2, koska yhtélon korkein derivaatan
kertaluku on 2. Lisaksi differentiaaliyhtalon aste on 4, koska korkeimman derivaatan aste on 4.

12.2 Yleinen ja yksikasitteinen ratkaisu

Kun ratkaisemme epamaaréisia integraaleja, saamme ensin niin kutsutun yleisen ratkaisun, joka
sisdltdd vakion C. Saamme ns. yksikasitteisen ratkaisun, kun vakioille C annetaan jokin tietty
arvo. Vakioiden arvot saadaan tunnetuista x:n ja y:n arvoista tietyilla ehdoilla. Nama tietyt ehdot
tunnetaan reunaehtoina tai alkuehtoina.

Laske yleinen ratkaisu ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtélolle y'=5 kayttden apuna
CP400-laskinta.

= Laske yksikasitteinen ratkaisu ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtalolle y'=5 jonka
alkuehto on x=0 kun y =2 (toisin sanoen y(0) = 2).

CP400-laskimen funktio dSolve laskee ensimmaisen, toisen ja kolmannen kertaluvun
differentiaaliyhtaloita sekd ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtéloryhmia.

Loytadksemme yleisen ratkaisun kdytdmme seuraavaa syntaksia [yhtalo, riippumattomat muuttujat,
riippuvat muuttujat] tai Interactive —valikosta kohtaa Advance -> dSolve.
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Yleinen ratkaisu

Y ksikésitteinen ratkaisu

# Edit Action Interactive

& Edit Action Interactive

L] e Jikafsm]Bo [ T

—

e o Jiafsm]eo [ [T

—

Interactive —valikon kautta
dSolve

") No condition

dSolve (¥'=5, x, ¥) dSolve (¥’=5, x, ¥, x=0, ¥=2) @ Include condition
{y=5-x+const (1)} {y=5-x+2} Equation:
0 0 e var
conditon
Condition: y=2
Mathl | fjne| = | v@ | = | » blcldl|lelf Line| ® | ym | = 2
Define i L] I3 i 7|k i Define| f g A L
‘ Math3 0 w0 ; m.0
— | solv€(| dslv Bl 1 nlol|p|lal|r solve( | dSlv {88 1
v < >t (3| 00 tla|v|w|x <> lololn
ar
< > = * Z v | z CAPS = = = * £
abc abc —
v« B | % | e | v+« B [ B s | e | |« B | % | mos x|
Alg Standard Real Deg | (m Alg Standard Real Deg ] Alg Decimal Real Deg |

Voidaksemme laske yksikasitteisen ratkaisun meidan on kdytettavé seuraavaa syntaksia
[yhtald, rilppumattomat muuttujat, riippuvat muuttujat, alkuehdot] tai valittava Interactive —
valikon ikkunassa kohta “’Include condition”.

E Ratkaise differentiaaliyhtald y' +2xy =4e™ | y(0)=7.

Kirjoita yhtalo ja maalaa se

Interactive, Advanced, dSolve Téayta alkuehdot ja paina OK.

£+ Edit Action Interactive £ Edit Action dSolve
"i-s.%ld]‘)“ I}ﬁﬂ[ﬁml’lji"é’l v ]H?Ll 'r i &7\ Transformation d 7) No condition
— solve Advanced "
dSolve Calculation » @ Include condition
taylor Complex » Equation: V4+2ey=4-e" (
laplace List 4 Inde var:
invLaplace Matrix L4 Depe var:
fourier Vectolr . » Condition:
invFourier Equation/Inequality 4 Condition: =
FFT Assistant » ondition:
IFFT Distribution/Inv. Dist »
Financial »
Line| 2 |vE | =« e Define [Math1 Line| B |yl | =« 3
Define| f g i | = 0" | ™ | In |loggd YO
solve(| dSlv | * | {®EF| | W | x® | x [log,(W) solve(
<>l n BOO [toDMS| {&= | {3 | ()
£ = = * 4 sin | cos | tan | ° ¥
‘ﬁ“‘ans‘EXE‘ ‘*“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg | @ Alg Standard Real Deg ] Alg Standard Real Deg ]

Kun kaytat Interactive —valikkoa, ClassPad tdydentaa kaikki komennot ja syntaksin puolestasi.
Néin valtyt Kirjoitusvirheilta eika sinun tarvitse tietada laskimen komentojen kirjoitusasua.
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Pitkissa laskuissa nayton voi kaantaa vaakaan nayton alla olevasta kuvakkeesta Rotate.
# Edit Action Interactive
61| b |13 sime | 50 | v

2
dSolve (y’+2-x-y=4°e_x X, ¥, x=0, Y=7)

{y=4ox-e_X2 +'?-e_)(2 }

0

Math3 |Line | &= | VB | n | & | & |

ﬁ Define| f | g |solve( dSlv| * |{™B| |

Var < > ()] &y I1 = = =

alv| = | £ - ans | BXE |7 o

& Edit Action Interactive Vaihtoehtoinen tapa ratkaista tehtéva on
[nts.% I T» Iﬁiﬂlﬁ‘“"]%| - HH - l__ kayttaa komentoa dSlv Math3 —valilehdelta,
— jolloin syntaksi on [yhtéld, riippumattomat
muuttujat, riippuvat muuttujat, alkuehdot].

2
dSolve (¥ +2xy=4e™X ,x, ¥, x=0, y=T)

{y=4-x-e_X 2 +'i’-.9_)(2 }

= Meilla on kolmannen kertaluvun differentiaaliyhtalé y” =0 , jonka alkuehdot ovat
y(0)=3, y'(1) =4ja y"(2) =6. Laske differentiaaliyhtalon yksikasitteinen ratkaisu CP400-
laskimella.

Kolmen ehdon tapauksessa on kaytettavéa suoraa komentoa.

£ Edit Action Interactive

e 1] b [asime [ [ [ v [~

dSolve (3*’=0, x, ¥, x=0, y=3, x=1, y'=4, x=2, y"’=6)
{y=3°x2—2-x+3}

O

Syntaksi on [yhtéld, riippumattomat muuttujat, riippuvat muuttujat, alkuehdot -1, alkuehdot -2,
alkuehdot -3].
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E Ratkaise differentiaaliyhtald y”+2y’=8sin(2t) , y(0)=y'(0)=0

Kirjoita yhtalo ja maalaa se Interactive, Advanced, dSolve Téaytd alkuehdot ja paina OK.

£+ Edit Action Interactive £ Edit Action dSolve
Bl e }ﬁ:l Simp [ I, | ¥ | L) | v e P |Transformation d (") No condition
— solve Advanced N "
> +2°=8sin (22) dSolve Calculation » @ Include condition
taylor Complex ’ Equation: ¥ +2y’=8sin (2
laplace List 4 Inde var:
invLaplace Matrix L4 Depe var:
Tourler . VEI:tOIr . 4 Condition:
invFourier Equation/Inequality 4 condition: = =
FFT Assistant 4 ond|tion:
IFFT Distribution/Inv. Dist »
Financial »
Line| 2 |vE | =« e [Math1 Line | Define [Math1 Line| B |yl | =« 3
sin | cos | tan i o Math2 sin | cos | tan i o Define| f g i o
sin™ [cos™ [tan™| & gin™ |cos™ [tan™| & 2 solve(| dSlv | * [{®5| |
sinh | cosh |tanh | ° * sinh |cosh | tanh " < > )y | {3y I1
sinh* [cosh™ |tank™| O" sinh* [cosh™ | tank™| O® < b3 = + £
‘ﬁ“‘ans‘EXE‘ ‘#“‘ans‘EXE‘ ‘*“‘ans‘EXE‘
Alg Standard Real Deg m] Alg Standard Real Rad ] Alg Standard Real Deg ]

£ Edit Action Interactive

2 6 [ s[5 | o [ ]+ o

dSolve (y"*+2y'=8sin(2t), 2, ¥, =0, y=0, =0, y'=0) >

{y=—e_2°t—cos(2-t)—sin(2-t)+2} Huomaa! Rad_tila_

E Ratkaise differentiaaliyhtalo y”+y = tan(x) , |x| = %

£+ Edit Action Interactive
C1lde fgi:l Simp | T, vl—H;»'— v

dSolve(¥+y=tan(x), x, ¥) Iabs(x)#:%

Yecos(x)

{y=—ln(|sin(x)+1 Yecos(x) +ln(|sin(x)—1

5 > +cos(x)°const(1)+sin(x)°const(2)}

Tutki seuraavaal

Osoita CP400-laskinta kayttéen, ettd differentiaaliyhtalon y"—3y’'+2y =0 yleinen ratkaisu

voidaan ilmaista y = Ae”* + Be” , jossa A ja B ovat vakioita. Valitse itse erilaisia alkuehtoja ja
laske naiden avulla yksikésitteisia ratkaisuja.
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12.3 Nopeus ja kiihtyvyys

Gravitaatiokiihtyvyys on lahella maan pintaa 9,8— . Tama tarkoittaa sitd, etta vapaasti tyhjidssa
S

putoavan esineen nopeus kasvaa 9,8— jokaista sekuntia kohden. Tastd puolestaan seuraa, ettéa
S

(nopeuden muutos sekunnissa on) % = 9,8m2 :
S

Paastamme esineen putoamaan alkunopeudella 0 m/s. Voimme ajatella esineen putoavan

maata kohti ilman ilmanvastusta. Miten suuri nopeus on t sekuntia putoamaan paastamisen

jalkeen?

Ratkaisemme differentiaaliyhtalon

% Edit Action Interactive

B3 | b | e sime | | v | 44| v

0

dSolve(’=9. 8, ¢, v, =0, v=0)

{v=9. 8-t}

>

Line | =
f

Define

vl | ®
&

i

o0

solve(| dSlv

u,0
0,0

Q| {3

[1]

< >

= | %

£

‘4—“‘ans‘EXE‘

Alg Standard

Real Deg

((]:li_\t/ =9,8, jonka alkuehto on v=0 kun t=0.
CP400-laskin antaa vapaasti putoavan esineen nopeuden
v(t) =9,8-t mz , t sekuntia irtipaastamisen jalkeen.

S

Huomaa, etta t:n yksikko on s.

12.4 Muuttujien separoiminen

Erésta differentiaaliyhtaltyyppid kutsutaan separoituvaksi differentiaaliyhtéloksi. Taman
tyyppiset differentiaaliyhtélot voidaan ratkaista muuttujien erottamiseen pohjautuvalla

menetelmallé.

Tatd menetelmé&é voidaan kayttaa vain silloin, kun differentiaaliyhtéld voidaan kirjoittaa
muodossa A(x)dx + B(y)dy =0 , jossa A(x) on ainoastaan x:n funktio ja jossa B(y) on vain

y:n funktio.

Kun differentiaaliyhtél® on tarvittaessa saatu kirjoitettua ylla kuvattuun muotoon, voimme
muuttujien erottamisen avulla kerétéd y:n tekijat vasemmalle puolelle ja x:n tekijat oikealle
puolelle. Té&mé&n jalkeen nd&ma puolet voidaan integroida yleisen ratkaisun I6ytdmiseksi.
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Ratkaistaan differentiaaliyhtdld y°dy + x*dx = 0ensin ilman CP400-laskinta.

Tama yhtélé on onneksemme jo halutussa muodossa ja voimme menetelld ylla kuvatulla tavalla
ja suorittaa integroinnin yhtalon molemmin puolin. Talléin tuloksena on

y> X! 3x* )3 . : .
[y?dy =—[x%dx = 5=~ +Ci=y=|-=-| +C; jatama on differentiaaliyhtalon

yleinen ratkaisu.

Ratkaise differentiaaliyhtald y*dy + x’dx =0.

it Acti - dy . —_
& Edit action Imteractive Koska — =y’, voimme Kirjoittaa alkuperaisen
ea] e [iafsme] i [ [V dx

dSolve(yzoy’+x3=0, X, y)

differentiaaliyhtalon seuraavasti y*-y +x*=0

1 jakamalla sen symbolisesti dx:l1&.

v= (-3.x*+12-const (1)) 5

% Voimme laskea yleisen ratkaisun CP400-laskimella
1 seuraamalla syntaksia. Tee ensin yhtdlo, maalaa se

ja valitse Interactive, Advanced, dSolve.

simplify (ans)

1
(-6-x*+24-const (1)) 5 .. - s
¥= 2 Alkuehtoja ei ole. Vastausta voi sieventéa

i painamalla ndyton ylareunassa nakyvaa painiketta
Simp laskun jalkeen.

Alg Standard Real Rad ]

Tutki seuraavaal

Osoita, ettd differentiaaliyhtalo d—y Inx— Y =0 voidaan ratkaista separoimalla muuttujat.
X X

Ratkaise yhtalo ilman laskinta. Tarkista vastaus ratkaisemalla y’-In x Yo 0 kayttden CP400-

=
laskinta.

Laske muuttujien erottamisen avulla yksikasitteinen ratkaisu yhtalolle j—y +2y =6, jonka
X

alkuehdot ovat y =1 kun x=0.

Separoiminen antaa 5 dy =dx. Integroimme yhtaldisyysmerkin molemmat puolet ja saamme
dy : . .1
I— = Idx joka tarkoittaa, ettd —=In|6—2y|=x+C.
6-2y 2
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Alkuehdosta y =1 kunx =0 seuraa, etta —% In |6 -2 ]J =0+C . Ratkaisemalla vakio C saadaan

C:—lln4.
2

... 1 . . 1 1
Kun sijoitamme ehdon C = -3 In4 yleiseen ratkaisuun, saamme > In|6—2y| = X=3 In4.

Tasté4 voidaan ratkaista y laskimella.

Y ksikésitteinen ratkaisu. Yksikasitteinen ratkaisu laskettuna CP400-
laskimella differentiaaliyhtalona.
& Edit Action Interactive £ Edit Action Interactive
£01 Kkle {f&:' Simp | S0y | v | 41| v - "ﬂ%l&r“ﬂi]lﬁmﬂﬂxﬁ vI—'s;];J— v‘ -

solve(—%ln(G—Zy)=X— dSolve (¥'+2y=86, x, ¥, x=0, y=1)

{y=—2.6"2"%43}

ln(24) »

{y=—2-e72"%43}

Differentiaaliyhtalon j—y +2y =6 ratkaisu, alkuehdoilla y =1 kunx =0, on siis y =—-2e*+3
X

Ratkaise separoituva differentiaaliyhtald y’'=2xy*, y(2) = —%.

Yksikasitteinen ratkaisu.

£+ Edit Action Interactive Huomaa!
5 [ [ia]sme] o [+ T4+ ~ Koska nimittaja x*+10 ony méariteltyna
] kaikille x:ille.
dSolve(y’=2xy2 X, ¥, X=2, y=—g)
{y_ -1 } Tarkista tamé laskemalla ilman laskinta.
=2
x<+1

Tutki seuraavaa!
Kirchhoffin laki sahkaisille piireille maarittaa differentiaaliyhtalon R- 1 + Lg—i =U, jossa

esimerkiksi R=10Q, L=2H,U=60Vjal=0,kunt=0.

Ratkaise differentiaaliyhtélo seka separoimalla ettd suoraan kéyttamalla CP400-laskimella.
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12.5 Kayraparvi ja suuntakentta

Voimme havainnollistaa ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéléjen ratkaisuja ratkaisematta
yht&l6a. Niin sanottu suuntakenttéd havainnollistaa differentiaaliyhtdld ja auttaa hahmottamaan
sitd milta ratkaisufunktio nayttaa. Differentiaalifunktion ratkaisut muodostavat kéyréparven.
Alkuehdot toteuttavien funktioiden kuvaajia kutsutaan ratkaisukayriksi.

E Piirr& suuntakentta differentiaaliyhtaldlle y'=2x.
Piirrd ratkaisukayréa, joka toteuttaa alkuehdon x=0 , kun y=0.

Valitse DiffEg-Graph

Kirjoita yhtalo.

Muokkaa Steps.

& Edit Zoom Analysis

# Edit Zoom Analysis

DiffEg| IC [Graphs]
v'=2x
Vo o S
Vo B s
\ I 2
N S
N
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MENU £ # Edit Zoom Analysis Yiew Window
- E Window |Solutions
g Main Diffeq| IC_|Graphs| ||| ¥min = |
: v=2x o | B |
Ld - L3 .
ymin 5
Dﬁ eActivity Statistics | < |
. ymax |4 |
gp—— ~ E— Field [ ATTOWS | ,]
pread- o Grap
@ sheet S 451 Table Steps 5 |
[ e —
L — A A
@ Geometry . Conics v : L IR A
~ L s T E R B R S
Yo N o e A A A A
r DIffE Yoor % w T e A s
/e UITTEG= T | e T
Hﬁrﬂph MNumSOIVE Va2t w7 h 7
. ¥ ¥ o w Tw A A -~ * *
—~ = Yooh %ty e m—alo—m A A A
L T ] e o R S S
Sequence lFlnanmaI vov v —Z I Y Y 0K ” Cancel ” Default
v % Cw e —_ A A F
- ] [ |
Suuntakentta. Kirjoita alkuehdot.



E Piirrd suuntakentta differentiaaliyhtéalolle d—y =sin(xy), ja piirra ratkaisukéyra alkuehdolle
X
x=3jay=4.
Syota yhtalo. Kirjoita alkuehdot. Kokeile siirtdd pisteita.
# Edit Zoom Analysis # Edit Zoom Analysis £+ Edit Zoom Analysis
- K3 69 2] R (O A 622 -~ 0 8 %) B3 (T O 6 G - B 6 2] KA (N
DiffEq[ IC [Graphs] |
v'=sin (x+¥) [ 4 | Initial Condition 1 4] D
Initial Condition 2
xi:0
vi:
Y] 7| Y|
B 1 I s T \,.—v/‘*—-,.\a/‘/‘\,—u/‘ ‘“\‘—v/"“wh/"’“\—'/‘
B e T . Y —_— e Al A, o s — A R B s e
e S TR VN I MM A = A A
B T T e e T ey, e e e I T T S e T TR
T VHR VI [ R R G T U I m:‘/‘.’;/\/’_
S 257 72 o w w 5w — R I R P Y PR R TR o
T oy e A e ey v A e ey A
T T BV o B e T R Tl i S e e A e e,
O O T B — e e A A — e e A
B . 1 [ S /‘—»\,—f‘_}\.m/‘—’\. /‘—»\.,—a_}\,a/—»\.
[ m [m I m

Voit muuttaa alkuehtoja siirtdmalla kosketuskynalla pisteita.
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