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1 Trigonometriset funktiot

1.1 Teoria
1.1.1 Sini

Olemme oppineet laskemaan pythagoraan lauseella suorakulmaisen kolmion minka tahansa
sivun pituuden, kun kahden sivun pituus tunnetaan. Tulemme nyt oppimaan laskemaan
trigonometristen funktioiden avulla minka tahansa suorakulmaisen kolmion sivun tai kulman
suuruuden, kun tunnemme ainoastaan yhden kulman ja yhden sivun, tai kahden sivun
suuruuden. Ensimmainen trigonometrinen funktio, jonka opimme, on nimeltaan sini.

vastakkainen kateetti

Olkoon meilla suorakulmainen kolmio ABC. Suhde hypotenuusa on nimeltaan sini
kulmalle «, ja se merkitaan sin a.

B

BC = vastakkainen kateetti
AB = hypotenuusa

BC
AB

Sin v =

Jos kulman sinin arvo tunnetaan, voidaan sen avulla laskea kulman asteluku. Teemme tdméan
esimerkissa kahdella eri tavalla. Ensin laskemme sen kuvan ja astelevyn avulla.

6

Sin & = 10.

Esim. Maarita kulma «, kun

Koska "' @ = 1g tarkoittaa tima, ettd meilla on suorakulmainen kolmio, jossa yksi kulma «
maaraytyy 6 yksikon pituisen vastakkaisen kateetin ja 10 yksikon pituisen hypotenuusan
mukaan. Saamme seuraavanlaisen kuvan:

6 10

0%

Voimme astelevyn avulla mitata, ettd kulma « on noin 37°.
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Aikaisemmin sinin arvo laskettiin kayttden edellisen esimerkin mukaisia geometrisia
muotoiluja. Nama vastaukset koottiin taulukoihin. Tana paivana kaytimme kuitenkin laskinta,
kun haluamme maarittda kulman suuruuden.

Tieddmme nyt, ettd 5" ¢ = 10, Meilld on kiytossaimme yksi funktio, jonka kautta voimme

ratkaista « arvon. Jotta voisimme tehda timan, tulee meidan operoida sinin kddnteisfunktion
kautta, joka poistaa sin yhtalon vasemmalta puolelta:

o = sin E
¥ = & 10
6

16ydamme laskimesta nippédimen sin*. Painamme titi ja kirjoitamme arvon 10 ja saamme
tietad, etta @ = 306, 869... astetta.

.. : — 3
Olisimmeko saaneet saman vastauksen 511 @ = 5?

Esim. Talo on 5 m korkea ja se ndhdian 27 asteen kulmassa. Kuinka pitka vialimatka on
katsomispisteesta talon korkeimpaan kohtaan?

Muodostetaan yhtalo
sin 27° = > m
x

ja ratkaistaan yhtalo ristiin kertomisen avulla
x-sin27° =5 m

Jaamme tekijalla sin 27°, jolloin saamme

5 m
xr= =11,013...
! sin 27° ' m

Eli valimatka on noin 11 m.

sin

kulma //_\ vastakkainen kateetti
hypotenuusa

1.1.2 Kosini
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Seuraava suhde, jota suorakulmaisessa kolmiossa tutkimme, on nimeltdan kosini. Kosini kuvaa
kulman « viereisen kateetin ja hypotenuusan valista suhdetta suorakulmaisessa kolmiossa:

B

AC = viereinen kateetti
AB = hypotenuusa

AC
AB
Esim. Maarita kulma o

COS x =

11

7
Muodostetaan yhtilo

7
cos (v = —
11

Saadaksemme «:n arvon, tulee meidan operoida kosinin kaanteisfunktion kautta. Saamme:

(Tl/_CO‘?f1 l
¥ = S 11

Nippiilemme timin laskimeen ja saamme vastaukseksi noin 90. 9 astetta.

Esim. Eiffeltorni ndihddan 21 asteen kulmassa 782 metrin etaisyydelta. Kuinka pitkd matka on
katsomispisteesta tornin huippuun? Laske myo0s, kuinka korkea torni on.

Piirretaan tilanteesta kuva

782 m v

ja muodostetaan yhtalo:



, Ma.fi

_d

782 m
T

cos 21° =

Ratkaisemme yhtalon ristiin kertomisen kautta ja saamme
x-cos21° =782 m

lopuksi jaamme tekijalla cos 21° ja saamme vastaukseksi

782 m
T =
cos21°

=837,635... m

Etiisyys katsomispisteesta tornin huipulle on noin 838 m. Saadaksemme tietda, kuinka korkea
torni on, voisimme tietenkin kayttaa pythagoraan lausetta, mutta tilla kertaa laskemme sen
sinilauseen kautta. Voimme muodostaa seuraavanlaisen yhtalon, jossa i on tornin korkeus:

sin 21° = L
838

Ratkaisemme yhtalosta h:n ja saamme vastaukseksi
h =sin21° - 838 m = 300,312... m
Eli torni on noin 300 metria korkea.

COS

kulma /‘\ viereinen kateetti
hypotenuusa

1.1.3 Tangentti

Viimeinen trigonometrisista funktioista, johon tutustumme, on nimeltaan tangentti. Tangentti
on funktio, joka kuvaa kulman « vastakkaisen kateetin ja viereisen kateetin vilistd suhdetta
suorakulmaisessa kolmiossa:

B

BC' = vastakkainen kateetti
AC' = viereinen kateetti
BC

tano = E
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Esim. Kartalta voidaan katsoa, etta tulivuori on 14 km pitka ja 4 km korkea. Erdaana paivana
joukko retkeilijoita paattaa vaeltaa tulivuoren huipulle. Missa kulmassa he tulevat nousemaan
tulivuorelle?

Meilla on kuvan mukainen tilanne:

Muodostetaan yhtilo

tang = =
Saadaksdmme tietid o yhtalosti, operoimme tangentin kaanteisfunktion kautta, joka poistaa
tangentin yhtialon vasemmalta puolelta.

4
a =tan ! (?) = 29, 745...

Eli tulivuorelle noustaan melkein 30 asteen kulmassa.

tan

kulma /‘\ vastakkainen kateetti
viereinen kateetti

s.7/11
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1.2 Tehtaviat
Sini
1. Muodosta murtoluku, joka kuvaa alla

olevan kolmion sin o ja sin /3,

a

Piirra kolmio, joka kuvaa seuraavia
suhteita, ja maarita o kulmalevyn ja

laskimen avulla:
a) sin ¢ = %
b) sin ¢ = g
c) sina = 0,65

Kumpi on suurempi: sin 20° vai sin 40°
b)

Maarita tuntematon muuttuja.

a)

23°
T
5 m
b)
Y 9 cm
65°
c)
5 mm

7 mm

8, 3 m korkeasta puusta on vedetty
koysirata, joka on 32 m pitki. Missa
kulmassa koysirata koskettaa maata?

1, 8 m pitkd ihminen niikee 45 m
korkean tornin 21 asteen kulmassa.
Mika on etdisyys tornin huipulta
ihmisen paahan?

Suorakulmaista kolmiota, jonka
sivujen pituudet ovat 3, 4 ja 5,
kutsutaan egyptildiseksi kolmioksi.
Laske kolmion kulmat.

Maarita suorakulmaisen kolmion
teravien kulmien suuruudet, kun
hypotenuusa on 12 cm ja toinen
kateeteista on 5 cm.

Kosini

9.

10.

11.
12.

Muodosta murtoluku, joka kuvaa alla
olevan kolmion cos a ja €os 3,

b

Piirra kolmio seuraavista suhteista ja
madariti o kulmalevyn ja laskimen
avulla.

a) COS (¥ = %
b) cosS(x = %
c) cosa = 0,5

Mika on suurempi: cos 20° vai cos 40°?
Maarita tuntematon muuttuja.

a)
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14-

15.

16.
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17.

12,3 m

b) 18.

/ 49 V2 em

©) 3,2 mm

«

5,6 mm

Kaupungissa kaatui 10 m korkea
pylvis kerrostaloa péin, joka oli 2;
m etaisyydella pylvaasta. Minka
kulman kaatunut pylvas muodosti
suhteessa maahan?

Maarita Za ja halkaisija x.

7.8 cm

Kuinka pitka on 15 m korkean talon
varjo, kun auringon sateet
muodostavat 42 asteen kulman
maasta katsottuna?

Mika on sinin ja kosinin vilinen
yhteys? Tayta ruudut.
a) sin(50°) = cos(0)

b) cos(45°) = sin(0J) 20.

) sin o = cos([J)

19.

d) cos 3 = sin([J)

Tangentti

Muodosta murtoluku, joka kuvaa alla
olevan kolmion tan o ja tan j,

Piirra kolmio, joka kuvaa seuraavia
suhteita, ja maaritd o kulmalevyn ja
laskimen avulla.

a) tanoq = 2

=1

b) tana = 6
c) tana = 0, 333...

Maarita tuntematon muuttuja.
a)

49°
T

4 mm

b) 13,2 m

©) 2\/§ cm

Y

V2 cm

Kuvan ihminen niakee tornin 40
asteen kulmassa 20 metrin
etdisyydeltad. Kuinka korkea torni on?
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21.

22,

230

24-

250

Majakan lamppu sijaitsee (tietenkin)
majakan huipussa. Kuinka pitkan
matkan lampun valoside joutuu
kulkemaan majakalta laivalle, joka on
500 metrin paassa, kun majakka on 55
metria korkea?

Laiva sijaitsee 5 km padssa suoraan
pohjoiseen karikolta ja silla on suora
kurssi kohti karikkoa. Kuinka paljon
pitaa laivan muuttaa kurssiaan, jotta
se voisi ohittaa karikon 1 km paasta
karikon vasemmalta puolelta?

Maien kaltevuus ilmoitetaan usein
prosentteina kulmien sijaan. +%
kaltevuus tarkoittaa, ettd 100 metrin
matkalta nousu on suoraan ylos «
metria. Missa kulmassa (asteina)
noustaan maelle, jonka kaltevuus on

a) 5%

b) 10%

c) 100%?

Kun ollaan noustu eraalle maelle, on
liikuttu suoraan ylos 6 metria ja

linnuntieta 25 metria. Mika on méaen
kaltevuus

a) asteina?
b) prosentteina?

Suora 4z + 5y = 20 muodostaa
yhdessa z-akselin ja ¥-akselin kanssa
kolmion muotoisen alueen. Maarita
kaikki tdméan kolmion kulmien
suuruudet. Perustele kunnolla.

s.10/11
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2.1 Trigonometriset funktiot / Vastaus: Tehtavat

2 Vastaus
1. sina = ¢
sin 3 = g
2. a) Katso ratkaisu.
b) Katso ratkaisu.
c) Katso ratkaisu.
3. sin 20° < sin 40°
4. a) ~2m
b) ~ 10 cm
c) ~ 46°
5. Kulma on =~ 15°
6. noin 121 metria
7. noin 37°, 53° ja 90°
8. Kulmat ovat 65° seka 25°
9. COS (¥ = %
cos f =2
10. a) Katso ratkaisu.
b) Katso ratkaisu.
c) Katso ratkaisu.
11. cos 20° > cos 40°
12. a) ~ 6,3 m
b) ~2,2cm
c) ~2 5H°
13. ~~ 76°
14. r~ 11,7 cm
o ~= 60°
15. noin 17 metria
16. a) sin(50°) = cos(40°)
b) cos(45°) = sin(45°)
) sina = cos(90° — «)
d) cos 3 = sin(90° — )
17. tana = ¢
tan g = 3
18. a) Katso ratkaisu.

b) Katso ratkaisu.

19-

20.
21.
22.
23.

24-

25.

c)
a)
b)
©)

Katso ratkaisu.
T~ 3 mm
y~31lm

o~ 27°

noin 17 metria

noin 503 metria

noin 11 astetta

a)
b)
c)
a)
b)

noin 3 astetta
noin 6 astetta
45 astetta
noin 13 astetta

24%

.ﬁ ~ 390jaag =~ H1°
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