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Alkusanat

Tama aineisto liittyy pitkdn matematiikan
oppikirjaan Lukion Calculus 4:4an, ja se
on tarkoitettu helpottamaan opettajan tyo-
t4 ja nopeuttamaan tehtdviin tutustumista.
Aineisto sisaltdd kurssien Derivaatta ja
Juuri- ja logaritmifunktiot tehtévien rat-
kaisuja.

Lahes kaikkien tehtavien ratkaisut on
esitetty. Mukaan ei kuitenkaan ole otettu
aivan kaikkein helpoimpia tehtavig, joissa
harjoitellaan vain kaésitteiden kayttoa ja
jotka ovat melko mekaanisia. Sitd vastoin
kaikki soveltamista, analysointia tai todis-
tamista edellyttévat tehtdvat on ratkaistu.

Tehtévien ratkaisuihin on pyritty liitta-
maan sanallista selvitysté ja havainnollista-
via piirroksia. Tavoitteena on, ettd my0ds
oppilaat tottuvat esittdmaan tarpeelliset pe-
rustelut ja laatimaan vastauksensa niin, etta
siitd kay ilmi, miten ratkaisu on ajateltu.
Taméa edellyttdd usein juuri tdydentdvan
sanallisen selvityksen ja selkeiden piirros-
ten kayttoa.

Huhtikuussa 2006
Tekijat



Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja 3

Tehtavien ratkaisuja
Derivaatta

Rationaalifunktio

1 Rationaadlifunktio

g3
6. Funktio f(x)=1- 23 X
XS +tx+1

on kaikkialla madritelty, jos nimittdjalla ei ole nollakoh-

tia. Nollakohtia ei ole, kun diskriminantti D =t?> —4 <0 elikun —2<t<2.

2—-3X 1-2x
7. a) f(x)= b) f(x)=
) f(x) 2 ) (%) N
YA YA
/
- S . E——— &\\ N
x| I~ X
Maarittelyjoukko R\ {0}  Madrittelyjoukko R

N

Nollakohdat x = =

Nollakohdat x = 1
3 2

2 Rationaaliyhtdld

13. 3

josta x = 2 tai x:%.

2
X +2X-2
) f(X)=——m—
) F(x) >y 2
YA |l
L1
— .
A il X

Madrittelyjoukko R\ {1}
Nollakohdat x = —1++/3

f(x)=g(x) < 4—E RVETE x = 0;1 Yhtalo sievenee muotoon 4x? —9x+2=0,
X X-

14. Funktion f (x) =(2 +1)(4—§) nollakohdat x = —% ja x :% ratkeavat tulon nolla-
X X

s&&nnon mukaan yhtaloista 2 +1 =0ja 4 _3 = 0. Funktion arvoa koskeva ehto
X X

(2+£)(4—§) =7 (x#0) saadaan muotoon x* —2x—3=0, josta x = -1 tai x = 3.
X X

© Lukion Calculus 4
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15.

16.

17.

18.

Luku 1 on yhtalén i—lzi juuri, kun i—E:L, a = =1. Kun yhtalo
X+a X X-a l+a 1 1-a

kerrotaan binomilla 1 - a% saadaan 1-a—1+a® =1+a, josta a’ —2a-1=0 ja

azliJE.

.. . . . . . .72 . .
Alun perin ilmoittautui x oppilasta, jolloin kustannus oli 120 euroa oppilasta kohti.
X

Kun neljé oppilasta jéi pois, kustannus oppilasta kohti oli (E +2) €eli 104 €.
X X—
Yhtélo 720 +2= 7204 sievenee muotoon x> —4x —1440= 0. Sen ratkaisut ovat
X X—

x =40 tai x = —36. Alun perin oppilaita ilmoittautui 40.

Olkoon (keski)nopeus menomatkalla v (km/h) ja paluumatkalla v + 15, jolloin meno-

aika oli 150 (h) ja paluuaika 505 . Paluuaika oli 20 min = % h lyhyempi, joten
v

150 1 150

v 3 v+15
v =-90. Nopeus paluumatkalla oli siis (75 + 15) km/h = 90 km/h.

. Yht&ld sievenee muotoon v2 +15v—6 750 = 0, josta v = 75 tai

Merkitééan lukuja kirjaimilla x ja'y. Talléinon x+y =15 ja 1 + 1 = % x=0 ja
Xy

y = 0. Sijoitetaan edellisestd yhtalostd y =15—x (= 0) jdlkimmadiseen, joka sitten sie-

venee toisen asteen yhtaloksi x* —15x + 26 = 0. Sen juuret ovat x = 2 tai x =13, jol-

loin y=13tai y=2. Luvut ovat 2 ja 13.

3 Rationaaliepayhtdld

24,

25.

. 2x-1 ...
Funktio f (x) = X on méadritelty, kun 2x-1 — - +
2x+1 2x+1 - + +
2x-1 > 0. Merkkikaaviosta saadaan ratkaisu osamdara + | 20— 1 *
2X+1 _1 1
2 2

x<—£taix21.
2 2

Tutkitaan lausekkeen X—_5 merkkid. Ehto on X +3 %0 eli x = —3. Merkkikaaviosta

X+3
s . X—90 ) _ 3
néhdaan, etta —— <0, kun -3< x <5, ja o3
X+3 X+3 - +
X_ i aara —_—
> >0, kun x <=3 tai x >5. Annettu yhtalo osamaara +
X+3 % :

© Lukion Calculus 4
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26.

27.

28.

X=5 = X=> toteutuu itseisarvon mééaritelméan nojalla tarkalleen silloin, kun
X+3] x+3
X—-5 . . .
>0 eli arvoilla x<—3 tai x>5.
X+3
8—x2 x? i ) . .
a) — 4+220<:> — > 0. Epayhtal6 toteutuu, kun x“ —4 >0 tai x“ =0 eli kun
X° — X° —

X<-=2taix>2taix=0.

1 1 2X—2 o — _
by —-=>0< > 0. Osoittajan nol- =2 L
2-X X 2X — X2 2X - X2 — + | + -
lakohta on x = 1, nimittajan x =0 jax = 2. Merk-  osamaara + | — | + | —
kikaaviosta saadaan tulos x <O tai 1 <x < 2. 0o 1 2
J— 2 - 2 — — —
c)i+ 1 _1>0<:> 2X +3x+9>0. 22+ 3x +9 +
2x x+3 3 6X(x + 3) BxX(X + 3) + | =] - +
L. 1. osamaara - |+ | - + —
Osoittajan nollakohdat ovat x = -1= jax =3, >
2 313 0 3

nimittdjan x = 0 ja x = 3. Merkkikaaviosta saa-

daan tulos —3 < x<—1% tai0<x<3.

a) Maarittelyehto on x = 0. Kerrotaan epayhtald —- < 0,01 arvoltaan positiivisella
X

lausekkeella 100x%, jolloin saadaan yhtapitava epayhtald x? > 100. Sen ratkaisu on
x <-10 tai x > 10.

b) Kerrotaan epayhtélo <1 arvoltaan positiivisella lausekkeella x* + 9, jolloin

x> +9

saadaan yhtapitava epayhtald 6x < x> + 9 eli (x — 3)? > 0. Epayhtald toteutuu, kun
X#3.
2

>1 arvoltaan positiivisella

c) Madrittelyehto on x = —2. Kerrotaan epayhtalo 52

(x+2)

lausekkeella (x + 2)?, jolloin saadaan yhtapitava epayhtalo x2 > (x + 2). Sen ratkaisu
on x <-1. Vastauksessa tahan on liitettdvd maarittelyehto x = -2.

Jos tyontekijoiden méara on x ja tyon kestoaika y, niin y =;, jossa k on vakio. Tyon-

tekijdmaaralla x + 2 tyén valmistumisaika on enintédén 0,9y. Saadaan epéayhtélo
K

X+2
rin suunniteltu ottaa enintdan 18.

<0,9-—, jossa x > 0. Ratkaisuksi saadaan x <18, joten tyontekijoita oli alun pe-
X

© Lukion Calculus 4
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Funktion raja-arvo ja jatkuvuus

1 Funktion raja-arvo

32. a) Iirrcl)f(x) =lim— . Alla oleva tutkimus viittaa tulokseen -3.
X—>

x>0 2X° — X
L&hestyminen vasemmalta Lahestyminen oikealta
X f(x) X f(x)
-0,1 -2,5 0,1 =3,75
—-0,01 —2,941176 0,01 -3,061224
0,001 —2,994012 0,001 -3,006012
-0,0001 —2,999400 0,0001 -3,000600
. . x*-8 . .
b) lim f(x) =lim . Alla oleva tutkimus viittaa tulokseen 12.
X—2 Xx—2 X —2
L&hestyminen vasemmalta Lahestyminen oikealta
X f(x) X f(x)
1,9 11,410000 2,1 12,610 000
1,99 11,940100 2,01 12,060100
1,999 11,994001 2,001 12,006001
1,9999 11,999400 2,0001 12,000600
A 3
34. a) lim2 =1 _ > b) IimM ei ole olemassa ] >
X050 X 1 [X X0 X L 1 [X
[
_ X
3. a) limL-—):(@1-x)=-2 b) lim==% = _1
Xx—1 X x—>0 X
yA yA
| X - >
1 |+ ‘\\\ . X
14 ™
| \
1N
36. a) limf(x)=1lim X3 . Alla oleva tutkimus viittaa tulokseen 2.
X—3 x=34/3x =3
L&hestyminen vasemmalta Lahestyminen oikealta
X f(x) X f(x)
2,9 1,983192 3,1 2,016530
2,99 1,998332 3,01 2,001665
2,999 1,999833 3,001 2,000167
2,9999 1,999983 3,0001 2,000017

© Lukion Calculus 4
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0 iy 109 = i

X

1 ) ..
L Alla oleva tutkimus viittaa tulokseen 0,5.

9% —

Lahestyminen vasemmalta Lahestyminen oikealta

X f(X) X f(x)

-0,1 0,527438 0,1 0,472562
-0,01 0,502747 0,01 0,497253
-0,001 0,500275 0,001 0,499725
—0,0001 0,500027 0,0001 0,499973

37. a) lim f(x)=-2 lim f(x)=-2 lim f(x) =-2
X—>2— X—>2+ X—2

b) lim f(x)= 4

o) lim f(x) =2

d) !(irr;f(x) =5

lim f(x)=3
X—2+

lim f(x)=4
X—>2+

lim f (x) ei ole olemassa
X—2

lim f (x) ei ole olemassa
X—2

2 Raja-arvon muodostamissadntoja

x?—4x 1-4 3

38. a) lim -—=
x—1 2 2
2_
by lim X=X 0 _
X—4 8
2 J— f— —
¢) lim > im X0 i XA,
x—0 x—0  2X x—0 2

39. a) |im3(—3x—x2) =9-9=0

by lim 2% = lim 2 = 2

x—0 X

x—0

c) |ir?5\/9—2x =J9-5=44=2
X—7Z,

. X . X+ 2 . 1 1
40. a) lim —=1Im —7———=|lim ——=-=
x>2X =4 x>2(X-2)(X+2) x>2x-2 4
3 2 .
o) tim X=X Zpim XD i XKEDXHD k1) = 2
x—1 X—=1 =1 X-=-1 x—1 X—=1 x—1
2_ J—
o) lim X=X i XX=2) i X 1
x>2 8—4X  x>2—-4(x-2) x>2-4 2
2 —
a1, a) timX X2 i XEDCE2) 9y 23
x—1 1 x—1 XxX—1 x—1
2 —
b) lim X =2X =3 _ i Y=Y k1) 2 4
x—3 3 x—3 X—3 x—3
2 )Y _
C) IimX 4X+4: &_ X_ZZQZO
X—2 x>2 (X—=2)(X+2) x>2x+2 4

© Lukion Calculus 4
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42.

43.

44,

45.

46.

47.

a)“m«/_—l (f DX +1) mo XL 11
o1 e X=D(Wx+1)  1(x=1)(x+1) xolx+1 2
o) tim -3 o (-3)(Bx+3) L (x-9(Bx+Y) . VIx+3_,
3J_ 3 Hg(\/_ 3)(V3x +3) ! 3(x - 3) x>3 3
o) lim i X(L+ 1+ x) _ lim X(L++/1+X)
x>01—41+ X 20 (1—41+X)L+~1+x) x>0 1-1-x
:|im1+— '1+:_2
x—0 -1
2 tim 2= fim X lim 11 o) tim M= tim =X lim <) =
x—0+ X x—0+ X X—0+ x—0- X x—>0- X X—0—

c) Edellisten, toisistaan eroavien tulosten nojalla I|m| | ei ole olemassa.
x—>0 X

a) lim f(x)=3, lim f(x) =2, lim f(x) ei siis ole olemassa.
X—>2— X—2+ X—2
] —X+2,kun x <1, _ I
b) Funktiolla f(x) = ) on raja-arvo kohdassa 1 tarkalleen silloin,
2x° +t, kun x >1,
kun lim f(x) = lim f(x) eliehdollal =2 +t. Tastat=-1.
X—1- X—1+

a) Funktio f(x)=+/x on madritelty arvoilla x> 2. lim Vx-2=4/2-2=0

X—2+

b) Funktio f(x)=+1—x* on maritelty valilla —1<x<1. limv1-x* =4/1-1=0

Xx—1-

c) Funktio f(x)=+/x%—3x on méritelty, kun x <0 tai x> 3. Kohdassa 3 ei ole va-
semmanpuolista raja-arvoa, joten lim~/x* —3x ei ole olemassa.

x—3
2
. X“+6x . X(x+6 .
a) lim 6 = lim ( ): lim (x+6)=6
X—0+ | X| x—0+ X x—0+
2
X“+6X .. X(x+6 .
b) lim J = lim ( ): lim ((—(x+6))=—6
X—0— |X| x—>0- —X Xx—0—
2
c) li ngT ei ole olemassa, koska toispuoliset raja-arvot kohdassa x =0 eivat ole
X—> X
samat.

a) lim (x+|x) = lim 2x=0ja lim (x+|x) = lim (x—x) = lim 0=0, joten
Xx—>0+ Xx—>0+ Xx—0- Xx—0- Xx—0—

lim(x +|x|) = 0.

x—0

b) Arvoilla x > 1 lauseke on mééritelty.

lim o (DXt -1 1)\/x -1 \/xz—lzg

x—=1+ [ y2 _1 x»1+ X% — -+ X+1 2

=0

© Lukion Calculus 4
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48.

49.

50.

51l

52.

53.

&) lim w/x (x+4 _ x|\/x+

x—0 x—>0 x—>0

|X|“X+ _ Jim ZXYX*+4 _||m(—\/F)_

x—>0— Xx—0- Xx—0-—

x«x+ . X

| | = lim ——— = lim vx+4
X—>0+ X X—>0+ X X—>0+

3 2 2
. AXT+4x \/ x> +4x . .
Koska lim ———— = lim , raja-arvo ei ole olemassa.
Xx—0— X x—>0+

Iim\/7_1_ lim (\/7 1)(\/7+1) = lim o = lim

x=2 2—X X—2 (2 X)(\/7+1) va(2 X)(\/7+1) X—2 (\/74_1) Z

Iim\/1+x2 -1 (\/1+X “D(W1+x2 +1) Chim X 04
x>0 X X*O X(V1+x% +1) X‘>°x(\/1+x +1) 2

f(2+h)—f(2) ="m(2+h)2—4_ . 4h+h?

a) lim =lim =lim(4+h)=4
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
b) lim f(2+h)—f(2) _lim 3(2+h)—-2-(6-2) _ “m@_ lim33
h—>0 h h—0 h h-0 h  h-0
2_
a) Janan kulmakerroin on 4y = -1 =t+1,t=1.
Ax  t-1

b) Kun t = 2, kulmakerroin on 2 +1= 3.

2 J—
o) limE =t i DD iy 22
tol t—1 tol t—-1 t—1

Lauseke % supistuu polynomiksi, jos x + a on osoittajan tekija. Talléin —a:n

tulee olla osoittajan nollakohta eli a® +a+a=0. Tastd a = 0 tai a = —2. Edellisessa

ZX_ Xox-1- -1, kun x — 0. Jalkimmaéisessa tapauksessa

X2 —x-2 _(x-2)(x+))
X—2 X—2

X
tapauksessa

=Xx+1->3 kunx— 2.

a) s(2) =10-2—22 =16. Kappaleen sijainti on 16 m lahtdkohdasta mitattuna.

As_s(4)-s(2)m_24-16m 4 m/s. (Kappale etenee
At 4-2 S 2 s

samaan suuntaan aina hetkeen t = 5s saakka. Silloin kappaleen etdisyys alkukohdasta

on suurimmillaan.)

s(t)-s(2) 10t-t*-16 —(t—2)(t-8)
t-2 t-2 t—2

b) Keskinopeus on v, =

© Lukion Calculus 4
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54.

— 2_ p— — p—
i 10t-t-16 . —(t=2)(t-8)

t—2 t-2 t—2 t-2

=lim(8-t) =6
t—2

Keskinopeuden raja-arvo ilmoittaa hetkellisen nopeuden. Kappaleen nopeus hetkella
t =2 s on sen mukaan 6 m/s.

0,01(x —5)% + 40, kun —55<x <0
f(x)=4 —0,01x* +38,kun 0 < x < 40
0,01(x —80)% + 6, kun 40 < x <115

y Am
\\ 50
\
"
~
\
__________________ NG
N g
10
>
-50 10 40 100 m

Koska lim f(x) = lim (0,01(x —5)? +40) = 40,25 ja
X—0- X—0-

lim f(x)= lim (=0,01x* +38) = 38, niin lim f (x) ei ole olemassa.
X—0+ Xx—0+ x—0

Koska lim f(x)= lim (-0,01x*+38) =22 ja
X—40— X—40—
lim f(x)= lim (0,01(x —80)%+6) =22, niin lim f (x) = 22.
X—40+ Xx—40

X—>40+

3 Funktion jatkuvuus

57.

a) Funktio on méaritelty kohdassa x = 4 ja f (4) =4+a. Jatkuvuuden ehtona on, etta
raja-arvo on olemassa eli IiT f(x) = IiT f(X), josta saadaan yhtal6 4 +a =16 -11.
X—4- X—4+

Arvolla a =1 jatkuvuusehto kohdassa x = 4 toteutuu, silla silloin seké raja-arvo etta
funktion arvo ovat samat.

b) Kohdassa x =a tulee funktion arvon ja raja-arvon olla samoja. Funktion arvo on
1-2a, ja raja-arvo on olemassa ehdolla lim f (x) = lim f(x) elia—-1=1-2a. Saa-
X—a+

X—a-—

2 . . o i} . .1
daan a= 3 jolloin seka raja-arvo ettd funktion arvo ovat samat eli 3

© Lukion Calculus 4
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58.

59.

60.

61.

62.

c) Funktio on polynomifunktiona jatkuva, kun x # a. Kohdassa x =a funktio on jat-
kuva, jos lim f (x) = f (a) eli Ja+> =a’ —2a—2. Ehdon toteuttavat a = —1 ja
X—a

a= 3%. Talloin funktio on kaikkialla jatkuva.

lim f(x) = lim X—Z Iimi = 1 Jatkuvuus kohdassa x = 2 saavutetaan méaarit-
X—2 X—2 3X(X 2) x>23x 6
telemalla f(2) = E'

X(x-4) . X

a) lim f(x) =lim =lim —4_ -2 = f(0) = 2. Funktio ei ole jatkuva kohdas-
Xx—0 x>0  2X x—0 2

sax=0.

b) lim f(x) = lim 3,25* =1= lim f(x) = lim (+/x +1). Siis lim f (x) =1. Koska
x—0- x—0— X—0+ X—0+ x—0

my0s f(0) = 1, funktio on jatkuva kohdassa x = 0.

c) lim f(x) = lim 22 =2 = lim f(x) = lim (4x)“3 83 Siis lim £ (x) = 2. Kos-

X—>

X—2— X—2— X—2+

kamyos f(2) =82 =2, funktio on Jatkuva kohdassa x = 2.

euroa
YA 5

6

v x

100 250 500 1000 2000 g

Postimaksua esittava funktio on epdjatkuva kohdissa 50, 100, ..., 2 000. Se on naissé
kohdissa vasemmalta jatkuva, silla esimerkiksi Iigr(} f(x) = f(50).
x—>50-

Ratkaisu on esitetty seuraavalla sivulla.

Funktio f (x) = 3 2X4a on jatkuva valilla [-2, 6] silloin, kun nimittdjan nollakohta
X +

4a . e etta e 4a . 4a e .
x=—? ei ole talla valilla. Nain on, kun —?<—2 tai —?> 6. Naista a>g tai

a<—4£.
2

© Lukion Calculus 4



12 Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja

61. x=8+0.11-(14 500 —11700) = 316
1171+0,21-(y — 20 200) = 3544, josta y = 31 500

3544 + ﬁ(ss 800 — 31500) = 10105, josta z = 27

Vero

euroa A
10 000 PO po 10 105
9 000
8 000
7 000
6 000
5 000
4000
720 RS TS N IS 3544
3000 :
2 000
1000 // --------------------------------------------- 1171
e S R B St SAAthl] ERECOt Rttt ARt & boeooqeee--316
10: 20 30 40 50 Tulo
11700 ¢ 20200 : (<1000 euroa)
14500 31500 55 800

*63. Veden (ja jaan) tiheyden riippuvuus lampétilasta on esitetty graafisesti alla olevassa
kuvassa. Kuvaaja katkeaa kohdassa t = 0°C. Samoin kohdassa t =100°C on epdjatku-
vuuskohta, silla vesihdyryn tiheys (normaalipaineessa) on hyvin pieni veden tiheyteen

verrattuna.

g /1CQ;|\3“ P

1,09 ——
\\
N
6,98
N
0,96
NOA
U, 04
\\\\\ 002

~iPZ ]

696
1 ¢
-100 -50 0 10 50
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Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja

4 Raja-arvokasitteen laajennuksia

,_3
66. a) lim :Iimizo b) lim 2X=3 _ lim X_2
X—>0 X2 +3 x> 3 x>0 3X+2 x> 2
_ 3+i
X X
2 2X—§
c) lim = lim X~ (Osoittaja lahestyy aaretontd, nimittdja lukua 3.)
x>0 3X+2  xow
3+—
X
2
S+—
67. a) lim — =0 b) fim 22 jim — X~ 5
X—>—0 X X—>—00 —X X—>—00 E—l
X
3 3X2 —g
.37 — . X
c) lim = lim =0
x—>—o X+5 X—>—0 5
1+—
X
68. a) lim(4x—-8)=w
X—00
1 1
b) lim(1000x—x?) = I|m X (@—1) Koska lim x? =« ja Im(ﬂ—l)_—
X—>0 X—>0 X—>0 X
paatellaan raja-arvoksi —
c) lim(-2x® +5x% -3) = lim x3(- 2+§——) Koska lim x* = ja
X—»00 X—»00 X X X—0
lim(- 2+E——)_—2 paatellaén raja-arvoksi —
X—>00 X X
- 3 - 3 l - 3 - - 1
69. a) lim (-2x°+x) = lim x’(-2+—). Koska lim x°=-c ja lim (-2+—)=-2,
X—>—00 X—>—00 X X—>—00 X—>—00 X

paatellaan raja-arvoksi oo .

b) lim (1 6x+x*) = I|m X (——£+1) Koska lim x*=w ja
X3

X—>—00

I|m( =

X——0 X

c) lim (10x**°-9x*) = I|m x'°(10 -
X—>—00

—00

kysytty raja-arvo on o .

6 — +1) =1, kysytty raja-arvo on o .
X3

). Koska lim x*®
X—>—00

X—>—00

=oo ja lim (10——) 10,

X—>—00

Huomautus: Polynomien raja-arvot tehtdvissé 68 ja 69 voidaan paatelld myds suoraan kor-

keinta astetta olevasta termista.

70.

X—2— X —

a) Raja-arvossa lim L osoittaja lahestyy arvoa 1 ja nimittdja arvoa 0. Raja-arvo-

kohdan lahellda murtolauseke on negatiivinen, joten kysytty raja-arvo on —c .

© Lukion Calculus 4



14  Derivaatta (MAA7) Tehtdvien ratkaisuja

b) Raja-arvo lim L on oo , koska murtolauseke on nyt positiivinen lahella raja-

X=2+ X — 2

arvokohtaa.

.o X+1 . . . . . o
¢) lim—— ei ole olemassa, koska edellé lasketut toispuoliset raja-arvot eivét ole sa-

X—2 X —
moja.
2 2
71 a) limx—X "3 iimZ*3_,  p) |im(3—5 )_| m=2X*7_
X—>o0 X+2 x—>0 X+ 2 X—>00 G x>0 ¥2 42
6x+8 _5
X—® ><—>oo X+4

72. Kaikissa kohdissa osoittaja lahestyy arvoa 1 ja nimitt4ja arvoa 0. Murtolauseke on a-
kohdassa negatiivinen ja b-kohdassa positiivinen, joten vastaavat raja-arvot ovat

—oo ja oo . Tastd seuraa, etta c-kohdan raja-arvo lim ei ole olemassa.

x—>1x -1

73. Raja-arvojen maarityksessa voidaan nojautua eksponenttifunktion f(x)=a* ominai-
suuksiin. Tehtavéan kohdissa a > 1.

a) lim2* =1 b) lim2* = c) lim2*=0
x—0 X—>00 X—>—00
74. Koska lim 25X =lim > = -5, madritelldaan f (0) = -5, jolloin funktio tulee jatku-

x>0 X5 =X x=0X—1
vaksi kohdassa x = 0.

Tutkitaan raja-arvoa kohdassa x = 1. lim ———= lim —— = —oo0. Jo tdma osoittaa,
x—l- X° =X x->1-Xx-1

ettd raja-arvo kohdassa x =1 ei ole &4rellisenéd olemassa, joten funktiota ei voi saada
lisamaarityksin jatkuvaksi kohdassa x = 1.

75.  Piirretaan sdannolliseen n-kulmioon keskuskolmio. Sen huippukulma

>
on g = 360 . Silloin n-kulmion yhden kulman puolikas o :—1802_5 ?
n
=90° - 50 , joten n-kulmion kulma on 2« =180° - 360° _ (n—2)-180 . /
n n
360°

Sen raja-arvo sivuluvun n kasvaessa rajattomasti on lim (180° —

nN—oo

") =180°.

: t-1 .
76. Suoran tx — x —ty +t = 0 kulmakerroin on k = R t#0. Kunt =0, kysymyksessa
on y-akseli, jolla ei ole kulmakerrointa.
a) Kulmakertoimen raja-arvo on Iim(l—%) =1.
t—>w

b) Origon etdisyys suorasta (t —1)x —ty +t = 0 saadaan lausekkeesta
_[(t-1)-0-t-0+¢ _ it

Je-02+(-t)? et -2t+1’

Sen raja-arvo &érettomyydessé on

It t , 1 1 2

lim = lim = lim =——=—,

t—>o0 \/2'[2 2t+1 tow 2 1 tow 2 1 2 2
t 2_?+t7 2_?+t7

© Lukion Calculus 4



Derivaatta (MAA7) Tehtévien ratkaisuia 15

Funktion derivaatta

1 Funktion muuttumisen nopeus

77.

80.

a)
c)

a)

Ay 6,0-10
Ax 0-(-2,0)
Ay 20-10 10

Ay 1,9-49

=25 b) = =-0,75
Ax 5,0-1,0

AX 50-(-2,0) 7,0

Am 30 kg —-18 kg
At 50a
b) Kéayrén tangentti nousee jyrkimmin kohdassa x =15a.
c) Tangentin kulmakerroin kohdassa x =15a on noin 10 kg/a.

=2,4kg/a

2 Derivaatan madaritelma

84.

85.

86.

87.

2 f(x+h)— f(x) (x+h)2 -3 (x?-3) ) \\ A /
h h VRS /
2 1
_2xh+h =2x+h - 2x,kunh — 0 - >
\ 1/ X
Siis f'(x) =D(x* -3) = 2x.
y=Hx
f(x+h)—f(x) k(x+h)+b—(k«+b)
h h
_ ke kn +hb —kx=b _ KN _ . Erotusosaméara on vakio k, joten sen raja-arvo eli de-
rivaatta on myos vakio k. Siis f'(x) = D(kx+b) =k .
211
f@eM-1Q) _24h 2_2-2-h _ 1 1,
h h h-22+h)  22+h) 4
.. 1
Siis f'(2) =-=.
(2) 2
1 1 X—=(x+h)
2) f(x+h)-f(X) _ x+h x_ x(x+h) ~  -h
h h h hx(x + h)
=— ! —>—i2,kunh—>0.8iisf'(x):—i2.
X(x+h) X X
b)ﬂ_f(x+h)—f(x)_(x+h)3—x‘°’_x3+3x2h+3xh2+h3—x3
AX h - h - h
2 2
_ he3x +§Xh+h ) _3x2 4+ 3xh+h? — 3%, kun h— 0. Siis f'(x) = 3x2.

© Lukion Calculus 4
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89.

90.

91.

92.

Erotusosamaaré funktiolle g(x) = x f(x) origossa on
9(h)-9(0) _hf()-0-£(©) _ ¢
h h
Koska f on jatkuva origossa, on L'”& f(h) = f(0). Tama on erotusosamaarén raja-arvo,
—

joten funktion g derivaatta origossa on g’(0) = f (0). Tata tulosta voidaan soveltaa
funktioon f(x) = |x| +1, koska se on jatkuva origossa. Téssa tapauksessa saadaan

g’(0)=0+1=1.

f (X +h)—f(x)

Merkitsemélld x = X, +h erotusosamaéara ™ saa muodon
f(x)-f N . .
M. Kun h— 0, niin x — X, . Nain ollen derivaatta kohdassa x, saadaan
raja-arvona lim TO0=100) _ ¢ (%)
X—>X, X=Xy

Koska funktio on derivoituva kohdassa X,, niin lim 09 =10%) = f'(X,). Muo-

X=X, X — X

dostetaan funktion raja-arvo kohdassa x, kayttaen hyvéksi identtista yhtaloa
f(x)—f (X
0 == 00 () ).

Xo
fim 00 = im (-0 =00 6y - 1)
0 0 - O
= im OO0 i () = im £ (x,)
X=X, X=X X=X, X=X,
= (%) -0 f(Xp)
= f(Xo)

Koska lim f (x) = f (x,), funktio on jatkuva kohdassa X,.
X—>X,

Oletetaan, etta funktio f on epédjatkuva méaarittelyvélinsa pisteessé X,. Tiedetadn, etta
jos funktio on derivoituva jossakin kohdassa, se on myds jatkuva tassa kohdassa. Jos f
olisi derivoituva kohdassa x,, se olisi tassa kohdassa my0s jatkuva. Mutta tama olisi
vastoin oletusta, joten funktio ei ole derivoituva kohdassa X.

3 Polynomifunktion derivaatta

98.

a) f(x)=2x?-3x>=6x°, joten f'(x)=30x".
b) f(x) = (1-2x)* =1-4x+4x?, joten f'(x) =—-4+8x=8x—4.

3 a2 3 a2
(X" —3x%) _ 2x"—6x = £x? - 2x, joten f’(x):ﬂx—z.
3X 3x 3 3

0 f(x) =2

© Lukion Calculus 4



Derivaatta (MAA7) Tehtévien ratkaisiia 17

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

Funktion f(x)=x3+2x?—4x+5 derivaattaon f’(x) = 3x? +4x—4. Se saa arvon
nolla niissa kohdissa x, jotka toteuttavat toisen asteen yhtalén 3x* +4x—4 = 0. Nama

ovatx:gja X=-2.

4
Kun f (x) = —X?+3x+13%, niin £/(x) = —2x° + 3.

f(—1)=—%—3+13%=10, f'(-1)=—-2-(-1)+3=5

f/(£'(0)) = £'(3) =—54+3 =51
Merkitdadn P(x) =ax? +bx+c. Jotta P(x)— P’(x) = x?, tulee olla
ax® +bx +c—(2ax+b) = x?eli ax® + (b—2a)x + (c—b) = x*. Tama toteutuu kaikilla

x:n arvoilla, kun a=1,b—2a =0 ja c—b =0. Kun ratkaistaan b:n ja c:n arvot, saadaan
kysytty polynomi P(X) = x* +2x+2.

2
Ladkkeen maaran m(t) = 40—lt2—O muuttumisnopeus on m'(t) = —6—10t . Puolen tunnin

kuluttua la&kkeen antamisesta muuttumisnopeus on m’(30) = —0,5 (mg/min).
Bakteerien mééran n(t) = 500+ 50t + 2t kasvunopeus on n’(t) = 50 + 4t . Kolmen ja
puolen tunnin kuluttua seurannan alusta lukien bakteerien méaran kasvunopeus on
n'(3,5) =50 +14 = 64 (kpl/h).

a) Kun A(r) = zr?, niin A'(r) = 2zr. b) Kun V(r) :gnr3, niin V'(r) = 4nr?.

c) Kun v(t) =v, +at, niin v'(t) =a. d) Kun s(t) =v0t+%at2, niin s'(t) =v, +at.

di(erzt3 —1) = 25%t3 a9 923102 262
.

r dr
i(2r32t3 —t)=2rt? is2 —it =2rt®.2s -0 = 4rst®
ds ds ds

E(2r52t3 —t) =2rs? 99t ors? a2 _1o6rs2t? -1
dt dt dt

Derivaatta on positiivinen nollakohtiensa —1 ja 3 vélissa, joten vastaavalla valilla k&y-
réan y = f(x) tangentin tulee olla nouseva. Vain vaihtoehto 4 tayttaa tdmén ehdon.

Funktion f lausekkeeksi paatellaan — x* +4, jolloin f'(x) = —2x. Derivaattafunktion
kuvaaja on suora 'y = —2X.

a) Kappaleen keskinopeus aikavalilla 1,5s - 2,0 s on
As _s(2,0)-s(1,5 m _32-18m
At 2,0-15 s 05 s
b) Kappaleen nopeus v(t) = s’ (t) =1,6t (m/s), joten v(1,5s) =2,4 m/s.

= =2,8 m/s.
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1 8 Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja

109. a) Pallon nopeus on v(t) =h’(t) =12-9,8t (m/s) ja kiihtyvyys a(t) =v'(t)=9,8
(m/s?). Nainollen v(1s)=2,2 m/sjaa(ls)=9,8m/s’.
b) Pallo on ilmassa kunnes h =0 eli —4,9t? +12t +15=0, josta t = 3,4 ().

110. a) Kolmannen tunnin aikana pumputaan tonneina méara m(3) —m(2)
=9(28—-3)-4(28—2) =121.
b) Pumppuamisnopeus on m’ (t) = 56t —3t? (t/h), joten m’ (3) =141 (t/h).

. X3 L, 2x®  3x? R
111. Funktioiden f(x)=E+?—3x +4ja f (x):?+7—6x kuvaajilla nayttaa

‘ |

olevan nelj& leikkauspistettd. Niiden
x-koordinaatit ovat yhtalén
f(x) = f'(x) ratkaisuja. Voidaan

\ Y
|

my6s muodostaa erotusfunktio \\
\
\

<
»

<
»

l
fLt|
|

N S [«2] (o)

, x* x® 9x?
f(x)—f'(x) 10 +10 5 +6x+4
ja maarittaa sen nollakohdat. Funkti- / /f \
on kuvaaja on oikeanpuoleisessa ku-
vassa. Laskimen toiminnoilla saadaan \ /
kysytyiksi x:n arvoiksi kahdellade- | |\,/ \

simaalilla—7, 73; -0,49; 2,05 ja5,17. | v

D D D D
T —
N S [«2] (o)
A D D D D

<Y
I~

A

<Y

AN

112. ¢) (z=x) (2" + 2" 2%+ 2" X2 4.+ X2+ X"

=z" +z"//x+z"/‘2§2 +..+22 ”‘va’g—zy{x—z%—...—z}é‘z —}Xﬁ—x”

=z"-x"

4 Tangentti ja normaaili

119. Tangentin piste (1,-3) ei ole kdyralld y = x?. Olkoon (%, y;) sivuamispiste. Tangentin
yi+3 %% +3
X —1 - X —1
tai x, =3, joten tangentin yhtald on y + 3=-2(x —1) tai y+3=6(x-1) elisieven-
nettynd 2x+y+1=0 tai 6x—y—-9=0.

kulmakerroin on silloin f'(x) = 2x, =

. Ratkaisuna saadaan ¥ = -1

120. Tangentin piste (%,0) ei ole kdyralla y = f (x) = x> —2x+3. Olkoon (X, Y;) sivu-

amispiste. Tangentin kulmakerroin on silloin

, y;—0  x°+2x -3
fr(x)=2x-2==1 1= 1 i :

=, X~

Ratkaisuna saadaan x, = —1 tai X, = 2, joten tangentin yht&lo on y —0=—4(x —%) tai

y—0:2(x—%) eli sievennettynd 4x+y—-2=0 tai 2x—-y-1=0.
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121.

122.

123.

124.

125.

Kun tangentti leikkaa x-akselin 45°:n kulmassa, sen kulmakerroin on 1 tai —1. Koska
y=x3-2x%+x-1,0n y’ =3x% —4x+1. Yhtalén 3x*> —4x+1=1 ratkaisut ovat

x=0tai x = % Sita vastoin yhtalolla 3x* —4x +1=—1 ei ole ratkaisuja. Kayralla

kohdassax=0on y = -1, ja kohdassa x :% onys= —%. Sivuamispisteet ovat

0.-1) ja <§,—§>.

a) Kayrat y = x% ja y = 2— x* leikkaavat kohdissa x = +1. Symmetrian takia riittad
tarkastella vain toista leikkauskohtaa. Kohtaan x =1 asetettujen tangenttien kulma-
kertoimet k, = 2 ja k, = —2 saadaan derivaattojen 2x ja —2x arvoina kohdassa x =1.
Tangenttien ja samalla k&yrien valinen kulma ratkeaa yhtalosta
=k | [2+2] 4

tana = = =—, josta ¢ ~53,1°.
1+kk,| |1-4] 3

b) Kayrien y = %xz —X jay= %x3 — X leikkauskohdat ovat x = 0 ja x = g Kohdassa
x = 0 tangenttien kulmakertoimilla on sama arvo -1, joten k&yrat sivuavat siind koh-
dassa toisiaan. Kohdassa x =§ tangenttien kulmakertoimet ovat % ja 2 jolloin ky-

sytyn kulman suuruudeksi saadaan likimain 24,8°.

Tehtdvéssa annetut kayrat y = x? +% ja y =—2x?+3x kohtaavat kohdissa, joissa

x? +% = —2x? +3x. Naita kohtia on vain x =%. Siind derivaatat 2x ja —4x +3 saavat

saman arvon 1, joten kayrill4 on kyseisessé kohdassa yhteinen tangentti. N&in ollen
kayrat sivuavat toisiaan.

Kayrat y =—x° jay = —%xz +X +% kohtaavat toisensa niissa kohdissa, joissa

—-X° = —% x% + x+%. N&it4 on vain x = -1. Siin& derivaatat —2x ja —x + 1 saavat sa-

man arvon 2, joten kayrilla on kyseisessa kohdassa yhteinen tangentti. Nain ollen kay-
rat sivuavat toisiaan. Kohdassa x =—1 ony =-1. Tangentin yhtalo on y+1=2(x+1)

eli2x—y+1=0.

a) Kayrélle y = Jx kohtaan x = 4 piirretyn tangentin kulmakerroin on

1 1 . ) 1 . 1
"(4) = —= = =. Tangentin yhtaloksi saadaan —\/_=— X—4)eliy==x+1.
y'(4) N g y y 4( yeliy 2

Tangentilta laskettu arvo kohdassa x = 4,1 on %~4,1+1 = 2,025, kun taas vastaava y:n

arvo kayralta on /4,1 ~ 2,0248. Arvot ovat samat kolmen desimaalin tarkkuudella.
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126.

127.

128.

. . 1 . .
b) Koska tangentin kulmakerroin kohdassa x = 4 on 7 normaalin kulmakerroin sa-

massa kohdassa on —4. Normaalin yhtalo on y —2 = —-4(x—4) eli y = -4x+18. Nor-
maali leikkaa koordinaattiakselit pisteissd (0,18) ja (4%,0). Syntyvan kolmion ala on

i~g~18=40,5.
2 2

Asetetaan koordinaatisto kuvan osoittamalla tavalla. Paraabelin yht&lo on silloin
y = ax(x —4) = ax* —4ax. Huippu on pisteessi (2,5), joten 7

|-/

2a-(-2)=5jaa= —%. Derivaatan y'=2ax —4a arvo ori-

gossa on —4a =5, ja se ilmoittaa vastaavan tangentin kulma-
kertoimen. Suuntakulma saadaan yhtalosta tan « =5, josta
a~18,7°. o

X

2 4
Olkoon yhteisen tangentin kayralla y = x? oleva sivuamispiste (x,,y,) ja kayralla
y = —x? +4x—4 oleva sivuamispiste (x,, Y,) . Lausutaan tangentin kulmakerroin
Yo—Y1

Xy =X

kolmella eri tavalla, jolloin saadaan 2x; =-2x, +4 = , Sijoittamalla y; = x12

X2 =X

ja y, =—Xx,° +4x, —4 saadaan yhtalo 2x, = . Kun tahan teh-

daan sijoitus x, =2—X, ja sievennetéan, saadaan xl2 —2x, =0. Téasta x, =0 tai

X, = 2, jolloin vastaavasti y; =0 tai y, =4. Edellisessa tapauksessa tangentin kul-
makerroin on 0, jalkimmaisessa 4. Tangenttien yhtalot ovaty =0ja y—4 =4(x-2)
eliy=0jay=4x-4.

Olkoon kysytty paraabelin x* =4y piste (X,,Y,) . Derivaatta on y’ =%x , joten tan-

gentin yhtdlo on y—vy, = % Xo (X—Xo) Janormaalin y—y, = —i(x— Xo) - Sijoite-
Xo
2

X
taan x = 0 ja y, = —>, jolloin yhtal6t ovat )
2 2 42 2 \ P //
X X Xo© . X . t
y= Z _ ; —_ Z ja y:%+2.Tangent|nJa N ~
e (X0, ¥
normaalin y-akselista erottaman janan pituus on \., TS
2 2 ) 1
XO XO v g 2 - >
T+2_(_T) —8. Tasta x,° =12 ja X, = +2+/3. i/ x
Kysytyt pisteet ovat (24/3, 3) ja (—2+/3, 3).
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5 Tulon ja osamdaaran derivaatta

140. Olkoon tangentin ja kdyréan y :1—l sivuamispiste (x,, y;) . Tangentin kulmakerroin
X

on

-0 : . N il
R Sk i—iz ja derivaattaa kayttaen iz . Yhtélosta i—iz = iz saadaan

X, = 2. Tangentin yhtalo on y = % X.

141. Piste (1, 1) on kayralla y = 1 . Jotta se olisi my®s kayralla y =ax®+b, tulee olla
X
a+ b = 1. Tangenttien kohtisuoruusvaatimuksesta saadaan derivaattoja kayttden yhtalo
3a-1° (—ij =1, josta a = L Silloinb=2,
12 3 3
. . 2 . . :
142. Kayrien y =3-x%jay == yhteiset pisteet ovat kohdissa YA
X
x = —2 ja x =1. Ne saadaan yht&lén 3— x* = = ratkaisuina.
X
: . . 2 .
Lasketaan derivaattojen y'=—2X ja y'=—— arvot ensin — T\ X
X
kohdassa x = -2, jolloin saadaan vastaavat tangenttien kul- 77\ \

makertoimet 4 ja 5 Erisuuret arvot merkitsevét, etta kay-

rat leikkaavat kohdassa x = —2. Sita vastoin kohtaan x =1 asetettujen tangenttien kul-
makertoimet ovat samat, kumpikin —2, mik& osoittaa, etta kayréat sivuavat toisiaan
kohdassa x =1.

143. Koska g(x) :¥, niin g’ (x) = f'(x)'i; f(x)-1

. Sijoitetaan x =1 ja kaytetaan

fr@-1-f@)1_2-2_

tietoa f (1) = f'(1) =2, jolloin saadaan g’ (1) = 0.

12 1
144. Derivaatat ensimmaisestd kertaluvusta neljanteen:
a) 15x° 30x 30 0
b) -5(1-x)*  20(1-x)* —60(1— x)? 120(1- x)
c) —1-x7? 2x72 —6x7* 24%7° =2_;1
X
-2 -3 -4 -5 24
d @-x)"2(1-%) 6(1— x) 24(1-x)" = 5
1-x)
f(x) .. . f P .
145. Olkoon h(x) :T eli lyhyesti h=—. Téll6in f =hg ja f’=h"g+hg". Saadaan
g(x g
’ f !
g g% tgoty f fg-fg’
h-——9__ 9 19779 sjisp--—9-79
g g g g g
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Funktion aadriarvot

1 Funktfion monotonisuus

149.

150.

151.

152.

153.

154.

a) Kirjoitetaan yhtalo x* +3x = x* +2 muotoon x3 —x?+3x—2 =0 ja merkitaan

f(x) = x> — x? + 3x — 2. Funktio f on kaikkialla jatkuva ja saa valin [0, 1] paatepisteis-
sé& erimerkkiset arvot -2 ja 1, joten funktiolla on t&ll& vélill4 ainakin yksi nollakohta.
Funktion derivaatta f'(x) =3x? —2x+3 saa vain positiivisia arvoja, koska sen kuvaa-
jana on yléspain avautuva paraabeli ja diskriminantti (-2)° —4-3-3 on negatiivinen.
Funktio f on siis aidosti kasvava, joten silla on vain yksi nollakohta. Siksi myds yhta-
16114 x® — x* +3x—2 =0 on vain yksi reaalijuuri.

b) ainoa juuri vélilld ]O, 1[ c) ainoa juuri Vélilld ]-1, O[ d) ainoa juuri valilla ]2, 3[

Merkitén x, = —1,666667 ja x, = —1,666668. Funktion f (x) = x>+ x?—5x derivaa-

tan f’(x) = 3x*+2x—5 nollakohdat ovat —1% jal. Arvoilla x < —1% funktio on ai-

dosti kasvava, silla silloin f'(x)>0. Koska nyt x, < X, < —1%, niin f(x) > f(x,).

Funktio f(x) = \/;—1 on méaéritelty, jatkuva ja derivoituva vélill& x > 0. Sen deri-
X

vaatta f'(x) = % + iz saa vain positiivisia arvoja, joten funktio on maarittelyjou-
X X

kossaan aidosti kasvava.

Funktion derivaatta on positiivinen, kun x < —4 tai —1 < x < 2 tai x > 2. Derivaatan nol-
lakohdat ovat yksittéisia. Funktio on siis aidosti kasvava valeilla ]—o,—4] ja [-1,00[ .

a) Kun funktio on aidosti kasvava, sen saamat arvot ja vastaavat argumentin arvot ovat
samassa suuruusjarjestyksesséa. Ehdosta f (3x—1) > f (5) seuraa siis epayhtalod

3x—1>5, josta x > 2.

b) Aidosti vaheneville funktiolle argumentin arvot ja vastaavat funktion arvot ovat
ké&énteisessa suuruusjarjestyksessd. Nyt saadaan epayhtéld 3x — 1 <5, josta x < 2.

Yhtélélla (x+1)° = x on tarkalleen yksi juuri, jos funktiolla f(x) =(x+1)% —x on
tarkalleen yksi nollakohta. Funktio f on polynomifunktiona kaikkialla jatkuva. Deri-

vaatan f'(x) =3(x+1)* -1 nollakohdat ovat ~ f'x) + _ +
X, =—1—§z—1,6 ja x, :—1+§z—0,42. —1—% —1+§

Derivaatan merkkikaavion mukaan funktio on aidosti kasvava valilla x < x,;. Koska
f(-3)=-5<0 ja f(x)~214>0, funktiolla on tarkalleen yksi nollakohta vélilla
X < X;. Valilla x; < x < x, funktio on aidosti véheneva, ja koska f(x,)~0,62>0,
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funktiolla ei ole sanotulla valilla nollakohtia. Niitd ei ole mydskaan valilla x > x,,
koska arvo X, :ssa on positiivinen ja funktio on aidosti kasvava x, :sta alkaen. Nolla-
kohtia on siis kaikkiaan vain yksi.

155. Merkitdaan f(x)=2px® +3x% +6x+1, jolloin f'(x) =6px? +6x+6.

Jos p =0, derivaatan 6x + 6 merkki vaihtuu —1:ss4, jolloin funktio ei ole koko R:ssa
aidosti kasvava.

Oletetaan, etté p ei ole nolla. Funktio f on kaikkialla aidosti kasvava, jos f'(x) >0 ja

derivaatan nollakohdat ovat enintddn yksittdisia. Derivaatan kuvaajana olevan paraa-
belin tulee siis sijaita x-akselin ylapuolella tai enintdén sivuta x-akselia. Silloin paraa-
belin tulee aueta yléspain eli tulee olla p > 0. Paraabelin sijaintiehto toteutuu, kun de-

rivaatan lausekkeeseen liittyva diskriminantti D =36-4-6p-6<0, josta p > %

Saatu tulos on tehtdvan vastaus.

156. Ohessa ndhdaan seka funktion

[ YA | YA ]

f(x):1x4—2x3—gx2+£x—12 \ B EEE
2 2 2 1ol Y =1() /1Q\v—f X)
etta sen derivaatan S 4/ L ! /IZ >
, 3 2 27 \\ VAR / sol—\—/
f'(x) =2x° —6X° —9x+— 1 NEY o
\ 17 / |

kuvaajat. Funktion monotonisuus \ oo / 30

vaihtuu derivaatan nollakohdissa,
jotka voidaan jaljittaa graafisen laskimen toiminnoilla. Saadaan seuraava tulos:

Funktio on aidosti vaheneva, kun x < -1,755 tai 1,033<x <3,722.

Funktio on aidosti kasvava, kun —1,755< x <1,033 tai x> 3,722.

157. Funktio f(x)=x",ne Z,, kaikkialla jatkuva ja derivoituva. Kun n on parillinen,
derivaatta f’(x) = nx"* on pariton funktio. Derivaatta on negatiivinen negatiivisilla ja
positiivinen positiivisilla x:n arvoilla. Funktio f on siis aidosti vaheneva valilla |- o,0]
ja aidosti kasvava valilla [0,o0].

Kun n on pariton, derivaatta f’(x) =nx"" on parillinen funktio. Derivaatta on positii-

vinen Kkaikilla nollasta eroavilla x:n arvoilla. Kohta x = 0 on yksittdinen derivaatan nol-
lakohta. Funktio f on siis aidosti kasvava kaikilla x:n arvoilla.
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2 Funktion adriarvot

163. a) f(x)=(x*-1)?

) ) 4x - - |+
f'(x) =2(x° =1)-2x = 4x(x° -1). -1 4+ - | -
Derivaatan nollakohdat x =0, x =+1 f'}) - + | - +
Minimit f(+1) =0, maksimi f(0) = 1 1 0 1
b) f(x) = (x —1)2 6x2 . s
£/(x) = 2(x% —1)-3x2 = 6x2(x° - 1) X1 - |-
Derivaatan nollakohdat x = 0, x = 1 ') S
Minimi f(1) = 0 0 1
c) f(x)=(x"-1? & - |-+ ] +
f'(X) — 2(X4 _1)_4X3 =8X3(X2 _1)(X2 +1) Xz-l + — — +
Derivaatan nollakohdat x = 0, x = +1 ;‘ MRS S e .
Minimit f (1) = 0, maksimi f(0) = 1 ® - L *

164. Polynomifunktion f(x) = ax® —x? &ariarvo voi sijaita vain derivaatan

f'(x) = 3ax? — 2x nollakohdassa, joten f'(4) =48a—-8=0. Siitd a = % . Derivaatan

f'(x) = x(g— 2) merkin vaihtumisesta paatelld&n &&riarvoksi minimi.

165. Tapauksessa a = 0 on kysymyksessa funktio f (x) = x+ 3, jolla ei ole dériarvoja. Ole-
tetaan, ettd a = 0. Kaikkialla jatkuvan ja derivoituvan funktion
f (x) = ax® +ax? + x + 3 4driarvot voivat sijaita vain derivaatan f’(x)=3ax® +2ax+1

nollakohdissa. Niita on tarkalleen yksi tai ei yhtaén, kun D = 4a® —12a <0 eli arvoilla
0 <a < 3. Kohdassa a = 3 ei ole aariarvoa, silla siinéd derivaatan merkki ei vaihdu. An-
netulla funktiolla ei siis ole dariarvoa, kun 0 <a < 3.

166. Polynomifunktion f(x) =ax® —ax? +bx+3(a,b e R) dariarvo voi sijaita vain deri-

vaatan f'(x) = 3ax? —2ax +b nollakohdassa, joten f'(-1) =3a+2a+b =0. Toisaal-
ta f(-1) =—-a—a—-b+3=6, joten saadusta yhtaloparista a = 1 ja b =-5. Derivaatan

f'(x) = 3x? — 2x — 5 nollakohdat ovat -1 ja 1%. Derivaa- \ y
+ - +
tan merkkikaavion mukaan funktio on kasvava, kun x <-1 N \/ 2 )f
3
tai x> lg .
3

167. Polynomifunktion f(x) = (x—a)?(x—1) &ariarvo voi sijaita vain derivaatan nollakoh-
dassa. Derivaatta on (tulon derivoimissaannolld) f'(x) = 2(x—a)(x—1) + (x—a)?, joten
f'(2)=2(2—a)+(2—a)? =0. Tasta a = 2 tai a = 4.

Kun a = 2, derivaatan f'(x) = (x—2)(3x —4) merkki vaihtuu kohdan 2 ylityksessa
niin, ettd kysymyksessé on minimikohta. Siksi a:n arvo 2 ei tule kysymykseen.

© Lukion Calculus 4



Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja 25

168.

*169.

Kun a =4, derivaatan f’'(x) = (x—4)(3x —6) merkki vaihtuu kohdan 2 ylityksessa
maksimia vastaavasti. Siis kysytty a:n arvo on 4. Maksimi on arvoltaan

f(2) = (2-4)?(2-1) = 4. Kohdassa x = 4 on silloin minimi, ja sen arvo on
f(4)=(4-4)%@4-1)=0.

a + bx
XZ

Funktio f(x) = on maéritelty nollasta eroavilla muuttujan arvoilla, ja talloin

funktio on jatkuva ja derivoituva. Aariarvo voi esiintya vain derivaatan
bx? —(a+bx)-2x _—bx-2a

f'(x) = n 2 nollakohdassa. Siis YA
X X =
y =X
—b-2a=0.Toisaalta f(l)=a+b=2, jotena=-2jab=4. 1 ~
Derivaatta f'(x) = — 4x+4 muuttuu nollakohdan x = 1 ohituk- — 1 X
sessa positiivisesta negatiiviseksi, joten kysymyksessa on mak- \
simikohta. Oheen on piirretty funktion f kuvaaja.
2—-x?,kun x <1, L .
a) Funktio f(x) = on kaikkialla jatkuva. Sen derivaatalla
x?, kun x > 1,
—2Xx, kun x <1, . .
f'(x) = on nollakohta x = 0. Derivoituvuutta kohdassa x = 1 ei tar-
2x, kun x> 1,
vitse tietad. Derivaatan merkkikaavion perusteella LG I S I
funktiolla on maksimi f(0) = 2 ja minimi f(1) = 1. 0 1 X
_ -x%,kunx<0, | o .
b) Funktio f(x) = on jatkuva muualla paitsi origossa. Derivaattaa
x2 +1,kun x > 0,

kohdassa x = 0 ei siis ole. Vasemmanpuolinen raja-arvo origossa on 0, oikeanpuoli-

- 2Xa kun X< Oa " - . .. . . .
nen 1. Derivaatasta f'(x) = nahdaan liséksi, ettd funktio on kaikki-

2%, kun x > 0,

alla aidosti kasvava, joten silla ei ole &&riarvoja.

1—x%,kun x # 0,

0, kun x =0,
tiolla ei siis ole derivaattaa. Raja-arvo origossa on 1. Derivaatalla

f'(x) = -2x, x # 0, ei ole nollakohtia. Lahestyttaessa origoa vasemmalta funktion

arvot kasvavat kohti arvoa 1 ja alkavat origon jalkeen pienetd td4han arvoon néhden.
Koska f(0) = 0, se on paikallinen minimi.

c) Funktio f(x) = { on jatkuva muualla paitsi origossa, jossa funk-

2x,kun x <1, . ) . -
on jatkuva ja derivoituva muualla paitsi

d) Funktio f(x)=
) () {—x2+2x,kunx>l,

) 2,kunx <1, . )
kohdassa x = 1. Derivaatalla f'(x) = ei ole nollakohtia. Kohtaan
—2X+2,kun x >1,

1 asti funktio on aidosti kasvava ja sen jalkeen aidosti vaheneva. Vasemmanpuolinen
raja-arvo 1:ssa on 2, oikeanpuolinen 1. Koska f(1) = 2, se on paikallinen maksimi.
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*170.a) Funktio f (x) = x|x—4| on kaikilla x:n arvoilla jatkuva. Esitysmuodosta

2
— X +4x,kun x < 4, . '
f(x)= saadaan derivaatta %)+ I . S
x% —4x, kun x > 4, 2 4 X
—2X+4,kun x < 4, . . NI .
f'(x) = Derivoituvuutta kohdassa x = 4 ei tarvitse tietda. Deri-
2X—4,kun x > 4.
vaatan nollakohta on x = 2. Merkkikaaviosta paatellaan aariarvot maksimi f (2) =4 ja
minimi f (4) =0.

b) Funktio f(x) = x? —6|x—2| on kaikkialla jatkuva. Poistetaan itseisarvomerkit ja de-
rivoidaan.
£ = x2 +6x-12,kun x < 2
x? —6x+12, kun x > 2
2X+ 6, kun x < 2 fr - _
F1(x) = (x) + +
2X—6,kun x > 2 -3 2 3 X

Derivoituvuutta kohdassa x = 2 ei tarvitse tietdd. Derivaatan nollakohdat ovat 3 ja —3.
Derivaatan merkkikaaviosta nahdian dariarvokohdat. Adriarvot ovat minimi
f (=3) =-21, minimi f (3) =3 ja maksimi f (2)=4.

3 Funktion suurin ja pienin arvo

176. a) Funktion f(x) = 6x® —3x* mahdolliset ariarvot sijaitsevat derivaatan

f'(x) =18x? —12x3 = 6x%(3 - 2x) nollakohdissa x = 0 ja x = g . Derivaatan merkki-

kaavion mukaan funktion arvot kasvavat kohtaan 1% asti ja alkavat sitten pienentya.

Se merkitsee, etta funktion suurin arvo on 62

+ + +
f (13) = 5i. Pieninta arvoa ei ole, koska 3-2 + + -
2 16 £(x) N .
XILTOO - 0 1%
. . x? x> 6x? - . -
b) Polynomifunktion f(x) = —(x-6) = — ——— tutkiminen on rajattu valille
10 10 10
2
x > -1. Derivaatan f'(x) = % _112_0)( = f—g(x —4) nollakohdista 0 ja 4 kumpikin kuu-

luu tutkimusvalille. Derivaatan merkkikaavion mukaan f(0) = 0 on maksimi ja

f(4)= —3—; minimi. Tama on samalla funktion pie-
| + A .
' X

|
0 4

. ') |+
nin arvo, koska lim f(x) = 10 Suurinta arvoa ei -1

X—>—1-

ole, silla lim f(x) =,

X—>0
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177.

178.

179.

180.

181.

Funktion f (x) = x®+3x?—2x+5 derivaattafunktio f'(x) = g(x) = 3x? +6x—2 on

jatkuva suljetulla valilla —2 < x <1, joten se saa talla valilla suurimman ja pienimmén
arvon. Ne ovat dariarvojen joukossa. Mahdolliset &ariarvot sijaitsevat derivaatan
g'(x) = 6x+ 6 nollakohdassa —1 ja valin péatepisteissa. Kulkukaaviota ei tarvita. Ar-

voista f'(-2)=-2, f'(-1) =-5ja f'(1) =7 on-5 pienin ja 7 suurin. Derivaatta saa
siis kaikki arvot valilta [-5, 7].

Funktio f(x)=3x*-8x®+t on jatkuva suljetulla valilla [-1, 3] ja saa siten pienim-
man arvon tall4 valill4. Se voi sijaita derivaatan f'(x) =12x* —24x? nollakohdissa 0
tai 2 tai vélin paatepisteissa. Arvoista f(-1) =11+t, f(0) =0,

f(2) =-16 + t ja f(3) = 27 + t pienin on -16 + t. Se on -20, kun t = -4,

a) Funktio f (x) = (2—a)x—1 on kaikilla muuttujan x ja parametrin a arvoilla méaari-
telty ja jatkuva lineaarinen funktio. Jos a = 2, funktio saa kaikkialla vakioarvon —1,
joka on samalla kertaa funktion suurin ja pienin arvo. Jos 2—a > 0 eli a < 2, funktio
on aidosti kasvava ja saa silloin vélilld [-3,1] pienimman arvon —3:ssa ja suurimman

1:ssa. Vastaus: a <2
b) Jotta funktiolla f (x) =(2—a)x—1 olisi valilla ]-3,1] nollakohta, arvojen vélin paé-
tepisteissa tulee olla erimerkkiset. N&in on, kun f (-3) >0 ja f (1) <0 tai kun
f(-3)<0ja f (1) > 0. Saadaan epayhtaloryhmat
(2-a)-(-3)-1>0 " (2-a)-(-3)-1<0
(2-a)-1-1<0 : (2-a)-1-1>0,

.. . 1 .
joiden ratkaisut antavat kysytyt a:n arvot a > 25 tai a <1.

Kirjoitetaan epayhtalo 4(x® + x? +1) > 3— x* muotoon x* +4x> +4x? +1>0 ja mer-
kitaan f (x) = x* + 4x3 + 4x? +1. Funktion f

aariarvot voivat sijaita vain derivaatan 4x i i s +
£/(x) = 4x® +12x? +8x = 4x(x? +3x +2) nol- X *X*+2 * | = | *
lakohdissa -2, —1 ja 0. Merkkikaavion mukaan % i B

funktiolla on kohdissa -2 ja 0 minimi, kumpi- 2 1.0

kin arvoltaan 1. Se on samalla funktion pienin arvo, joten aina f(x)>0.

Toisin: Koska x* +4x3 + 4x? = x?(x* + 4x+4) = x*(x+2)? > 0 kaikilla x:n arvoilla,
niin my6s aina x* +4x® +4x? +1>0.

a) Funktio f (x)=2- |x + 5| saa suurimman arvonsa, kun vahentéja |x + 5| saa pie-

nimmaén arvonsa 0. Suurin arvo on siis 2. Pieninta arvoa ei ole, koska |x + 5| voi kasvaa
kuinka suureksi tahansa.

b) Funktio g(x) = x®+2x*+10 = (x® +1)® +9 saa pienimman arvonsa 9, kun nelié
(x® +1)? saa pienimman arvonsa 0. Suurinta arvoa ei ole, koska kyseinen nelié voi
kasvaa kuinka suureksi tahansa.
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182.

183.

184.

185.

186.

1 _ 1
X2+2x+2  (x+1)2 +1
pienin positiivinen arvo. TAma nimittajan pienin arvo 1 saavutetaan valin [-3,3] pis-
teessd —1. Funktion suurin arvo on siis f(-1) =1.

Funktio f (x) = saa suurimman arvonsa, kun nimittajalla on

Funktion pienin arvo valilla [-3,3] on f(3) = % silld kohdassa 3 nimittajalla on suu-

rin arvo 17.

Haetaan funktion f(x)=x+ 1 x > 0, pienin arvo, joka voi sijaita vain derivaatan
X

1 : . . o
f'(x) =1-—; nollakohdassa x = 1. Derivaatan merkkitarkastelu osoittaa funktion tas-
X

sé& kohdassa saaman arvon 2 pienimmaksi arvoksi.

Funktio f (x) =

5 X 1 on kaikilla x:n arvoilla madritelty ja jatkuva. Sen derivaatan
X+
, 4(1-x?) N 2 .
f'(x)= W merkki maaraytyy lausekkeen 1— x“ mukaan ja vaihtuu nollakoh-
X“ +
dissa +1. Aariarvot ovat minimi f (-1) =-2 ja f7(x) N B

maksimi f (1) =2. Koska lim f(x)=0, funktion 1 1 ;
X—>+o0 =

pienin arvo on -2 ja suurin 2. Funktio saa myos kaikki arvot ndiden valilta, joten arvo-
joukko on [-2,2].

Olkoon kolmion kannan puolikas x, jolloin kolmion YA
. 1 4 4x
pinta-alaon A(X) =—--2X-———=———,x>0. Edel- .
2 x*+1 x?+1 Y =741
lisen tehtavan nojalla nahdaéan, etta pinta-alafunktiolla A
on maksimi kohdassa x =1. Se on saTaIIa funktion suu- A IR
rin arvo. Suurin pinta-alaon A(l) = 5= 2. 1 X

Lauseke x(x+4)+ y(y —2) kirjoitetaan toiseen muotoon:
X(X+4)+y(y—2)=x* +4x+4+y* -2y +1-5=(x+2)*+(y-1)*-5
Né&hdéaan, etta lausekkeen pienin mahdollinen arvo on -5, silla neli6t eivét voi tulla

pienemmiksi kuin 0. Lauseke saa pienimman arvo, kun x+2 =0 ja y—1=0 eli pis-
teessa (-2,1).
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4 Adriarvosovelluksia

190.

191.

192.

193.

194.

Valitaan muuttujaksi x huoneen korkeus, jolloin 0 < x < 3. Yhdenmuotoisista kolmi-

oista (kuva) saadaan verrantog_TX = % josta
£
4(3-x) o o -
y= . Huoneen poikkileikkauksen ala o X
A(X)=2yX=M:8x—%x2.TalldinAon X:N ) 80m .

jatkuva funktio valilla [0,3]. Derivaatan A’(x) = 8—%x nollakohta on x =1,5. Ar-

voista A(0) =0, A(3) =0 ja A(1,5) = 6 viimeinen on suurin. Koska huoneen pituus
on vakio, on myaos tilavuus suurin korkeuden arvolla 1,5 m. Mutta huone on talléin
kaytantoa ajatellen liian matala.

Jos toinen osa on X, ensimmainen on 2x ja kolmas 1—3x, jolloin 0 < x < % Merki-
taan f (x) =4x%*+x?+(1-3x)%* =14x*> —6x+1. Funktio f on jatkuva valilla

0<x< % Derivaatan f’(x) = 28x—6 nollakohta on x = % Se on yléspain aukea-

van paraabelin huipun kohta, joten funktion pienin arvo on f (%) = % Kysytyt
5

6 3.
osat ovat —, — ja —.
14 147 14

Olkoon kilohinnan alennus x (€). Silloin myynnisté saatu nettotuotto on

f(x) = (500+1oo-0—X2)(4— x) = (500 +500X)(4 - X), 0 < X < 4.

Funktio f on jatkuva valilla [0,4]. Sen derivaatan nollakohta on x =1%. Arvoista

f(0) =2 000, f(4) =0 ja f(l%) = 3125 viimeksi mainittu on suurin, joten kilohinnan
alennukseksi kannattaa maarata 1,50 €. Tuottoisin kilohinta on 8,50 €.

Olkoon x kourun korkeus (cm), 0 < x <10. Kouru kuljettaa vetta eni- | |X
ten silloin, kun sen poikkileikkauksen ala A(x) = x(20—2x) on suu-

rin mahdollinen. Pinta-alafunktion kuvaaja on osa alaspéin aukeava
paraabelia, joten funktion suurin arvo on huipun kohdalla eli kohdassa x =5. Kourun
pitdd olla 5 cm korkea ja 10 cm levea.

20 - 2x

Leikattavan nelion sivu on x (cm), 0< x <7,5. Tilavuus X 24-2x

V (x) = x(24-2x)(15-2x) = 4x> - 78x* +360x on x:n jat- IR |
kuva funktio. Derivaatan V' (x) = 12x* —156x + 360 nolla- 515 - 2x :
kohdat ovat x = 3 ja x =10, joista vain edellinen on maérit- o .
telyvalilla. Arvoista V (0) =0, V (7,5) = 0 ja V (3) = 486 ]

viimeksi mainittu on suurin, joten poistettavien nelididen
sivun pituus on 3 cm.

© Lukion Calculus 4



30

Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja

195.

196.

197.

198.

199.

200.

Laatikon tilavuus on plh = (60—§I)I(40—I) =§|(| —40)2 =V (1), 0< | < 40. Derivaa-

tanV'(l) = g(l —40) (3l -40) nollakohdassa 4—30 saadaan suurin tilavuus. Laatikon mi-

toiksi tulee 40,0 x 13,3 x 26,7 cm.

» 120,0 cm ﬁ
5 J | /2
5
S h
~ ' O O O
| I e

Olkoon kolmion kanta x (cm), 0 < x <18, jolloin korkeus h =18— x. Kolmion alaa
esittaa funktio A(x) = %x(18— X). Sen kuvaajana on alaspéin aukeavan paraabelin
kaari. Suurin arvo liittyy sen huippuun. Huippu on nollakohtien 0 ja 18 puolivalissé eli
kohdassa x = 9, ja suurin arvo on %-9'9 cm?= 40,5 cm?.

5(3—1?)

Funktion C(t) = W
+

derivaatan C' (t) = nollakohta maarittelyvélill& t > 0

t?+3
on /3 ~ 1,73. Koska funktio on aidosti kasvava valilla 0 <t <+/3, ja aidosti vaheneva
valilla t > +/3, funktio saa suurimman arvon koh- £(x) + _
dassa t =~/3. Siis pitoisuus on suurin, kun laakkeen 0 N X
antamisesta on kulunut 1,73 h eli 1 h 44 min.

Olkoon alkuperéinen yksikkohinta 100a ja myynnin maara 100b. Muutosten jélkeen
myynti on f(p)=(100a— pa)(100b+11pb) = (100 - p)(100+11p)ab, jossap > 0.
Funktion kuvaajana on alaspdin aukeavan paraabelin kaari. Suurin arvo liittyy sen
huippuun. Huippu on nollakohtien 100 ja —% puolivalissa eli likimain kohdassa

4,5. Suurin myynnin arvo saavutetaan p:n arvolla 4,5.

Koska tukin lapimitta on 54 (cm), parrun poikkileikkauksen sivu
b =+/542—a® (ks. kuva). Kuormitukseen liittyvalle funktiolle

f (a) = ab? = a-54% —a® on haettava suurin arvo valilld 0 < a <54.
Derivaatan f’(a) =54 —3a® ainoa maarittelyvalilla oleva nolla-

kohta on a = 18+/3 ~ 31,2. Sill arvolla funktio saa suurimman ar- a
vonsa. Parrun mitat ovat 31 cm ja 44 cm.

Kun pohjan séde on r ja korkeus h, niin h+2r =20,0 (cm), josta r = 10—2. Tilavuus

korkeuden funktiona on V (h) = zr?h = ﬂ(lO—g)zh, 0<h <20. Funktio V on jatkuva
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201.

202.

203.

204.

valilla 0<h <20, ja sen derivaatan V' (h) = f(h —20)(3h—20) nollakohta on

8000~

27
Lierién korkeuden pitaé olla noin 6,7 cm, jolloin tilavuus on noin 931 cm®.

~ 931 viimeinen on suurin.

h:2_30.ArvoistaV(O)=0’V(20)=0 jav(z_??)z

Olkoon lierion korkeus h ja pohjaympyran sade r, yksikkona 1 dm. Koska zr?h =1,
niin h = iz Haetaan pinta-alafunktion A(r) = zr?+2zr iz g pienin
zr zr r

arvo vélilta ]0,oo[ . Derivaatan A’ (r) =2zr _r% nollakohdaksi saadaan % ~ 0,683,
T

joka derivaatan merkkikaavion mukaan osoittautuu pienimman arvon kohdaksi. Lie-
rion korkeus on talléin sama kuin pohjan sade, eli noin 6,8 cm.

. .. . . 1 .
Oheisen kuvan yhdenmuotoisista kolmioista saadaan verranto — = 8L josta
y o+y

y = il . Olkoon d etéisyys lampusta lapsen varjon kauimmaiseen paahan. Silloin
X —

d? =x?+(8+y)? =x? +(8—X1)2. Etdisyys d
X_
on pienin, kun funktio f(x)=x?2+ (8—)(1)2 X >
X_
1, saa pienimman arvonsa. Derivaatan

128x
f'(X) =2x -
(x) i

ainoa kysymykseen tule- 7 =

va nollakohta on x = 5. Derivaatan merkkikaavion perusteella kysymyksessa on pie-
nimman arvon kohta. Lyhtypylvas on 5 m korkea.

Olkoon pohjasarma y ja korkeus x, 0 < x < a. Silloin x* + y* = a?

2
ja tilavuus V (x) :%-G-yT\@-x zgyzx zg(azx—x?’). Tila- a
vuus V on x:n jatkuva funktio vélill4d 0 < x <a. Sen derivaatan

\/§ 2 2 a
V' (x) =—(a" —3x“) nollakohta on x = —. Koska
(x)=—~( ) 7 NN
. a, 1,4 o
V(0)=V(a)=0, niinV(—=) ==a" on suurin tilavuuden arvo.
(0)=V(a) ( ﬁ) 3
B

Tuotantolaitokset sijaitsevat kohdissa A ja B. Peila- A
taan piste A rannan suhteen ja yhdistetaan saatu piste 200
C pisteeseen B. Yhdysjana CB on pisteiden C ja B 100‘
lyhin valimatka. Koska CP = AP, on myds murtovii- ;59| * P 400-x
va APB lyhin mahdollinen reitti A:sta joen rannan
kautta B:hen. Kuvan yhdenmuotoisista kolmioista C
saadaan lukuarvoyhtélo 100 - X , josta x = 1333 Pumppuasema tulee sijoittaa

200 400-x 3

laitoksen A kohdalta 133 m pitkin joen rantaa.
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205.

206.

207.

Kuvan mukaisin merkinngin talon pohjan pinta-ala neliometreind on xy =490 ja ton-
tin pinta-ala

490 Sm
A(X) = (x+10)(y +14) = (x +1O)(T+14) c c
n y n

:14x+4?(00+630, x> 0. . X

4900 om

Derivaatan A’(x) =14 - —— nollakohdaksi saadaan
X

X =+/350 . Derivaatan merkkitarkastelu osoittaa sen pienim- katu

maén arvon kohdaksi. Tontin mitat ovat (x + 10) m ~ 28,7 mja (y + 14) m ~ 40,2 m.

Koska polttoainekulut p (mk/h) ovat verrannolliset nopeuden v (km/h) kuutioon, niin

p = kv?, jossa vakion k arvo % saadaan yhtalosta 1500 = k - 20°. Jos laiva ajaa matkan

s nopeudella v, se kayttad aikaa — tuntia, jolloin kokonaiskulut ovat
v

Fv)= 224120005 =2 62 112000s- L, v > 0,
16 v v 16 v

Derivaatan f'(v) :gsv -12 OOOs-i2 nollakohdassa v = 3/32 000 ~ 31,7 kokonaisku-
v

lut ovat pienimmillaan. Nopeudella 32 km/h matka on edullisin.
Jos nopeus on v (km/h), bensiininkulutus on 0,0010v? —0,068v +4,9 litraa tunnissa.
Ajetaan matka s nopeudella v. Aikaa kuluu t = 3 tuntia ja bensiinia
v
b(v) = 3(0,0010v2 —0,068v+4,9) = s(O,OOlOv—O,068+4\’/—9) litraa. Funktio b on

jatkuva muuttujan arvoilla v > 0. Sen derivaatan b’ (v) = (0,0010—%—29)5 ainoa nolla-

kohta on v = 70. Derivaatta muuttuu sen ylityksessa negatiivisesta positiiviseksi, joten
kysymyksessé on pienimman arvon kohta. Taloudellisin ajonopeus on 70 km/h.
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Lisatehtavia

Rationaalifunktio

1.2. | Funktion f lauseke Mééarittelyjoukko | Nollakohdat
a) X2 -1 R Xx==1
1
b)X—; R\ {0} X =1
x* +1 . .
c) — ) R\ {+/2} ei nollakohtia
X —
2
-2
d) > R x= 42
X“+1
2
o) X =2 R\ {0, -3} x=3
X +3X
2
fx-=9 R X = +3
x> +3x+3
5 f(x) =X(X+1))1 _X”)} s ) x _X(x+1)  x+1 .\ x? _ X2 +X—Xx—1+x?
X  x+1 x(x+1) x(x+1) x(x+1) X(x+1)
2x*-1
X% +X
4.  Funktio f(x)= 2; on kaikkialla maéritelty, kun nimittajalla ei ole nollakoh-
X“+X+a

tia. Nain on, kun diskriminantti 1 —4a<0eli a > %

Rationaaliyhtdlo ja —epayhtdld

1. Yhtalo 1 _LS =0 (x = 0,-3) kirjoitetaan verrannon muotoon 1_x ja saa-

X X+ X X+3

daan ristiin kertomalla x +3 = x*. T4mén toisen asteen yhtalén juuret x = 1£413

ovat yhtalon ratkaisut.

2

X Xy _3 nimittajalla 2x+3 0, jolloin saadaan yhtalo

2.  Kerrotaan yhtalo
2X+3

x? —3x=2x? —3x-9 jasiita x> -9=0. Tasta x =3 (7&—%)

© Lukion Calculus 4



34

Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja

Yhtalon %+ X 2 2(¢=1)
x—2 3 X—2

la lausekkeella 3(x — 2), jolloin saadaan sievennysten jalkeen x? —5x+6 =0. Tastd

saadaan ratkaisut x = 2 tai x = 3. Vain jalkimméinen on annetun yhtalon juuri.

madrittelyehto on x # 2. Poistetaan nimittajat kertomal-

a) 3 X+3 — +
X+ <0 Xx-3 — -
Xx—3 .
O0Samaara + - L
-3 3
Ratkaisu: —3<x<3
b) ) X2+ X + |+ | = +
X°—4 osamaara + | — | + -
2 -1 0 2
Ratkaisu: x < —2tai-1<x<0taix>2
o 1.1 -2, Epayhtald toteutuu, kun x> -1<0 eli
X+1 x-1 x?-1 arvoilla-1 <x < 1.
d) 6x -9 - - |+ +
X x—3 6x—9 X(x - 3) + — —
< = <0 +
X—3 X X(x—3) osamaara - | + | — .
0 % 3
. o1
Ratkaisu: x<0tai 1= <x<3
2
2 2
M >4 & M > 0 toteutuu aina, kun x > 0.
X X
1 . x2-1 S S S Bl B
On ratkaistava epayhtald x > — eli >0. x - - | +
X X —
Merkkikaavion nojalla -1 < x < 0 tai x > 1. osamaara — 2 : & — S

Olkoon pienemman levyn pinta-ala x (m?), jolloin suuremman ala on x + 0,20. Lu-

kumaarista saadaan yhtalo 20_ 5= 20

X X+ 0,20

, Joka sievenee toisen asteen yhtaloksi

5x2 +x—4=0. Sen juurena on x = 0,8 (tai x = —1). Pienemman levyn ala on 0,8 m?
ja suuremman 1,0 m?.

Jos kylpyammeen tilavuus on V ja nopeampi tdyttdd sen x:ssd minuutissa, niin hi-
taampi tdyttad ammeen (x + 15) minuutissa. Tayttonopeudet minuutissa ovat vastaa-

vasti v ja T Koska samanaikainen taytto vie aikaa 18 minuuttia, saadaan yh-
X T X+
talo 18(! + v )=V eli x> —21x—270=0. Siit4d x = 30 (tai x = -9). Ammeen
X X+15

tayttdminen eri hanoilla kestdd 30 minuuttia ja 45 minuuttia.
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Raja-arvo y
. o AN /
1. lim f 2, lim f(x)= f(-1) 2.
a) lim f(=2, lim f(x)=3ja f(-1) N
b) lim f(x)=1, lim f(x)=1ja f(2)=3. N
X—2— X—2+ 1 X
2
2. a) Iimuz IimM: lim 3x =-3
x->-1 X+1 x->-1 X+1 x—-1
2_ — —
b) lim 2X 32: lim 2(x+4)(x 4): lim 2(x 4):_E:_51
x—>-4 3Xx+12 x4  3(x+4) x—>-4 3 3 3
2 —
C) lim M: lim M_ lim (X 1)__21
x—»>-15 2X+3 x—>-1,5 2X+3 x—-1, 2
. 1 1
3. a) lim@2-x*-x*)=limx® (————1) —00 (I|m(————1) -1)
X—»00 X—>00 X x>0 x3 X
6+ 9
_3)2 2 _ Ty 2
o) lim &3 _ i X=Xy X x® L
X—0 2% +1 X—=o  2x° +1 X—»00 2 1 2
T2
X
1y
o 1-4x® . 1-4x° _x3 -4 1
) lim 3—I|m 1 = lim 1 =—=-=
x->oo(1+2X) X—>0 3( +2) X—)oo(7+2)3 2 2
X
2 2
(Jx-1 (J_ NN x—1 . 1 1
4. lim = =lim ———— | =lim————==
-1 x-1 (x-1)(x +1) o (x=D(Wx+1) ) olRx+1)? 4
. ax? +a? kunx < -1,
5. Funktiolla f(x) = on raja-arvo kohdassa x = -1, kun
2x% + X, kun x > —1,
+
lim f(x)_ I|m f (x). Saadaan yhtdlé a+a’ =2-1, josta a = 1_2\/3.
X—>-1-
b—0 b §a+1
6. a)Janan AP kulmakerroin on = =3 :
a-1 a-1 a-1
3 3 1
—a+l =t 3
b) lim>—— = lim>-2 -2 .
aso g—1 a-w 1_1 5
a
. . y 2,0
7. Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan verranto = = , y
x x-30
. ~2,0x . 3,0cm
josta y =———. Tama l&hestyy arvoa 2,0 (cm), kun X — o0. % .
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8.  a) Paraabelien y =ax® ja y =4a—x? (a > 0) leikkauskohta ensimmaisessa neljannek-

sessd saadaan yhtalén ax® = 4a—x? ratkaisuna, joka on x = 42 _ 2/ . Leik-
a+l Ja+1

2

kauspisteen y-koordinaatti on
a+l

b) Kun a— 0, niin x > 0 jay — 0, joten piste P lahestyy origoa.

¢) Kun a — oo, niin x = i/ — 2 ja y > o, joten P lahestyy "pistettd" (2, ).
a

. 7
9. f(x)=Ilim 1+nx2_| 1/n—JrX:izzl,kun x=0.Kun k\\):fx)

- 14 nx n—>O<>1/n+x X° X )
x =0, niin f(x)=lim %=1. Funktion kuvaaja on siis hyperbeli T 1 TR

n—oo
y= 1 lisattyna erillisella pisteella (0, 1). |
X
3 f—

10. Jotta raja-arvo lim X“t+ax-x+2a olisi olemassa, tulee osoittajan nollakohtana olla

X—2 X—2

X = 2. N&in syntyvasta yhtalosta 2% +2a—2+2a =0 saadaan a = —%. Talloin

*-2x_3 (x—2)(x2+2x+2)

3 J—
ljm XXXy 2 i ol
X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 2
Jatkuvuus
1. Funktion f (x)= X~ raja-arvo kohdassa x = 2 on Ilmx—2 Iimizl.
3x? —6x x=>23X(x—2) x»23x 6

Kun mééritelldan f(2) = % funktio tulee jatkuvaksi kohdassa x = 2.

2. Funktion f(x)= &_42 raja-arvo kohdassa x = 4 on
X
(J_ 2)(Wx +2) im X4 |

o (X—B)(Wx+2) x4 (x—4) (/X +2) k2 4

Kun méaritelldan f (4) = % funktio tulee jatkuvaksi kohdassa x = 4.

4 3-x 4 (x 3)(x+2) xz—x—2_(x+1)(x—2)_x+1
2 4 2-x x2_4  x?_4 x2-4  (x=2)(x+2) x+2°

3. f(x)=

joten Iin; f(x)= % Kun madritelldén f(2) = % funktio f on jatkuva kohdassa x = 2.
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2%, kun x <1,
4,  Koska f(x)=9 x—1 on lim f(x)= I|m 2" =2ja
,kun x>1, X—1~
\/_ -1

lim () = lim ODEXD o (EDEXHD) ) g

X—1+ 1+\/_ 1 xa1+ (\/_ 1)(\/__,_1) xa1+ (X—_']_)

Ilan(x) 2. Koska myos f (1) =2, on funktio f jatkuva kohdassa x = 1.

X—>

5. Funktio f(x)=—— on jatkuva valilla [-2,2], kun se on talla valilla maaritelty.
X+a

N&in on, kun x + a ei ole nolla kyseisella valill4. Nimittajaan liittyy nouseva suora,
joka ei saa leikata x-akselia valilla [-2,2]. Saadaan ehdot -2 + a >0 tai 2 + a <0 ja
niistd a > 2 tai a < -2.

t—-x,kunx <1

o 9 f(x):{ Jx, kun x > 1

lim f(x)= lim f(x) johtaa yhtdlo6bnt—1 =1, jostat = 2. Talla t:n arvolla
X—1- X—1+

; Xo = 1. Jatkuvuudelle vélttamaton ehto

Iirq f(x) = f (1) =1, joten funktio f on jatkuva pisteessa x, = 1.
X—!

b) f(x)= ; Xo = 2, Jatkuvuudelle valttamaton ehto

lim f(x)= lim f(x) johtaa yhtaloon 2-t :E, jostat= E Talla t:n arvolla
X—2— X—2+ 2 1 3

Iin; f(x)=1(2) :g, joten funktio f on jatkuva pisteessa X, = 2.

Derivaatta

f+h)-f(@2) (@+h)?—(2+h)-2

h a h

2
:4+4h+hh—2—h—2: h(h+3):h+3—>3,kunh—>0
Siis f'(2) = 3.

2. Funktion f (x) = x> +2x% —4x+5 derivaatta on f’(x) =3x? + 4x — 4. Derivaatan nol-
lakohdat ovat Ja 2.
3. a)Dx(1-2x)= D(x—2x2) =1-4x b) D (1-2x)?= D(4x? —4x+1) =8x—4

4 3
¢) DX Z(LX X - D(%x“—5x3+2x)=x3—15><2+2
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10.

11.

a) D(x-5)°= 5(x-5)* b) D(5—x)°= 5(5-x)* - (-1) = -5(5- x)* = -5(x - 5)*
¢) Dx(x—=5)>=1-(x—=5) + x-5(x=5)* = (x—5)*(x—5+5x) = (x—5)*(6x —5)

1 3 4 3
a)D—=Dx"=-3x"=——
) 3 i
b)D—t = D(x+1) % =—3(x+1) 4 =—— > _
(x+1)° (x+1)*
X 1.(x+1)-x-1 1
c)D = ( ) 5 = 5
Xx+1 (x+1) (x+1)
fg _ (f'g+fg")(f+9)-fg(f'+g")
f+g (f +09)?
_ f'gf + f'gg+ fg'f + fg'g— fgf '— fgg'  f'g®+g'f°
(f +09)° (f +09)°

a) g'(x) = f(x)+xf'(x), joten g'(~1) = f(=1) + (=1)- f'(~1) =3—(=2) =5.

! . 2_ . ’_ o — 2 —_ — . o —
by (1 00X - (00-2% oo e gy FED-( 1)(_1)1:1 (-1)-2-(-1)

_—2-3:(-2) _
=] =

4.

Kun f(x)=(x—a)(x—b)(x—c)(x—d), niin tulon derivoimissddnnén mukaan f'(x)
=(x=-b)(x=c)(x—-d)+(x-a)(x—c)(x—d)+(x—a)(x=b)(x—d) + (x—a)(x—b)(x—c) .

Tastd f'(a)= (a—b)(a—c)(a—d).

a) v(t) =s'(t) =5,0t +17 ja a(t) =v'(t) =5,0, joten nopeus hetkell&d 1,0 s on 22 m/s ja
kiihtyvyys 5,0 m/s?

b) Nopeus on 100 km/h hetkelld, jolloin 5,0t +17 = 27,8. Ajanhetkeksi tulee t =2,2 s,

a) Tiedetadn, ettd f(0)=-1ja f'(0) = 3. Silloin

lim MW+ iy TOFN=TO) _ ¢y _3.

h—0 h h—0 h

by lim CN+L_ iy FO+30)=10) 5 ¢/g).329.
h—0 h h—0 3h

Tiedetdan, ettd f’'(a) = k . Koska

farh)-fa-h) _f@+h-f@ fa-n-f@
h - h —h

niin lim f(a+h);f(a_h)=f'(a)+f'(a)=k+k=2k.

h—0
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Tangentti ja normaali

1.  Paraabelin y =1+4x—x? huipussa derivaatta y’ = 4 —2x on nolla, joten huippu on
kohdassa x = 2. Silloiny = 5.

2. Kayralld y = (2x+1)* —54x on vaakasuora tangentti kohdassa, jossa derivaatta

y'=3(2x+1)? - 2—54 on nolla. Naméa kohdat ovat x = 1 ja x = —2. Vastaavat y:n ar-
vot ovat —27 ja 81. Kysytyt tangentit ovaty =-27 jay = 81.

3. Kayran y=(x+1)* —4x tangentti on vaakasuora kohdassa, jossa derivaatalla

y' =4(x+1)% —4 onarvo nolla. Talldin (x+1)% =1 ja siit4 ainoana ratkaisuna x = 0.
Kysytty kéyrén piste on (0, 1).

4.  a) Funktion f(x)= % x> —2x—1 kuvaajalle piirretty tangentti on suoran y = —x+ 2
suuntainen kohdassa, jossa derivaatta f'(x) = x? —2 saa arvon —1. Nam4 kohdat
ovat x =1 ja x = -1 ja vastaavat kdyrén pisteet (1,-2 %) ja (-1, %) . Tangenttien yhta-
10t ovat y+2§:—(x—1) ja y—éz —(x+1) eli y:—x—lé jay :—x—%.

b) Normaali on suoran y =—x+2 suuntainen kohdassa, jolle — =-1. Tasta

X -2
X =+/3 tai x =—/3. Vastaavat y:n arvot ovat —y3-1 ja J3-1. Kummankin kay-
rén pisteen kautta kulkevalle normaalille saadaan yhtalo y = —x — 1.

5. Paraabelille y = x? pisteeseen (-1,1) piirretyn tangentin yhtalo ony = -2x — 1. Té-
man tangentin ja suoran y = —x vélinen terdva kulma o saadaan yhtalosta

tanao = = =—
‘1+k1k2‘ | 1+2 | 3

, josta o ~18,4°.

6.  Tangentin kulmakerroin 9 on derivaatan y’ = 3x? —3 arvo kohdassa x = 2. Normaa-

lin kulmakerroin on —%. Tangentin ja normaalin yhtalot ovat vastaavasti
y—-2=9(x-2) jay-2 z—%(X—Z).
a) Asetetaan y = 0, jolloin tangentin yhtalostad x = 1% janormaalin yht&losta x = 20.

Leikkauskohtien vélisen janan pituus on 20 —1% = 18% :

b) Asetetaan x = 0, jolloin tangentin yhtalostd y = —16 ja normaalin yhtalosta y = 2%.

Leikkauskohtien vélisen janan pituus on 2% —(-16) = 18%.
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10.

Kéyrélle y = 2 pisteeseen (1, 2) piirretyn tangentin kulmakerroin on derivaatan
X

!

= —% arvo kohdassa x = 1eli y'(2) = —% = -2, joten normaalin kulmakerroin on
X

. Normaalin yhtédlo on y -2 = % (x—1). Tama leikkaa koordinaattiakselit kohdissa
. 3 : 1 3 1
x=-3ja y=—.Kysytty kolmionalaon =-|-3-—=2=.
jay=>. Kysytty 5 -3 =2,

y
1
2

Lentorata yhtyy paraabeliin y =ax? +b, jossa b = 10. Paraabelin ja x-akselin leikka-

uskohtien vali on 30, jolloin a-15% +10=0 ja a = —i. Paraabelin yhtal6 on siis
45
y= 242 110, Derivaatan y' = _ 4\ arvo koh- Y4
45 45 10
dassa x = —15 antaa tahan kohtaan asetetun tangentin /K \
kulmakertoimen % Yhtalostd tan o :§ ratkeaa lah- %

/15 15\ X

tokulmaksi 53,1°.

Valitaan paraabelin yhtaléksi y = ax? +bx, jolloin y’=2ax+b ja y'(0) = tan 30°.

Saadaan b = i. Koska y(50) = 2500a+50b=0,0n a= _b = —L. Paraabe-
NE 50 5043
2
. . X 1 .
lin yht&lo on siis y = — +——. Koska huippu on kohdalla x = 25, on lentoradan
5043 43

625 25 25

503 V3 243

lakikorkeus h = — ~ 7,2. Pallo kédy 7,2 m:n korkeudella.

Yhteinen tangentti sivutkoon kayria y = x* ja y = —x* +10x —17 vastaavasti pisteis-
sa (Xq,Y;) ja(x,,Yy,). Tangentin kulmakertoimesta saadaan yhtalopari

2%, =—2X, +10 = Y27 Y1 sjihen tehdyt sijoitukset X, ==X, +5, ¥, =X ja
X2 =X

Y, =—X,° +10x, —17 johtavat yhtald6n Vo lyax

—2%°+8 . %0
2% = 4 7% gli x 2 _6x, +4=0. Sen \ 20 /

— Xy + / //
juurina ovat x; =4tai x, =1, jolloin vastaavasti 10 —
y, =16taiy, =1. /j > 4 6 8\10 x
Saadaan kaksi yhteista tangenttia. Niiden yhtalot . /
ovat y—16.:8(x—4) jay—1=2(x-1) eli / y:_xz+1OX_]7\
y=8x-16jay=2x-1. PY
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Funktion kulun tutkiminen. Adriarvot

1.  Olkoot X, ja X, kaksi satunnaisesti valittua muuttujan arvoa niin, etta X, < X, . Sil-

. X X X X 1
loin f(x)—f(x,)=5-—"2—-(5--2)="22_"1 - =(x, —x,)>0. Tasta nahdaan,
(%) = f(x;) > ( 2) > 3 2( 2 %)

ettd f(x;)> f(x,), mik& osoittaa, ettd funktio f(x) :5—2 on aidosti vaheneva.

2. Funktiolle f (x) = x® +4x® —=3x+15 on f’(x) = 3x? + 8x — 3. Derivaattaa edustaa

ylospain aukeava paraabeli, joka leikkaa x-akselin kohdissa -3 ja % Derivaatan

merkin nojalla funktio on aidosti kasvava valeilla |- 0,-3] ja Eoo[ .

3. Funktion f(x)=(x—1)*(x—2) derivaattaon f’(x) =3(x-1)%(x-2) + (x -1)*
=(x-D*@B(x-2)+(x-1) = (x-D*(4x-7).  (x-1)2

+ +
Derivaatan merkkikaavio on ohessa. Sen mu- ax -7 _ _
kaan funktio on kasvava vélilla [1%, oo[ ja fF'(x) - - +
1 13
4
vaheneva valilla }_ ) 12} .
ZA\ yE f '(X
4. a) Funktio f on kasvava valilla ]0,5], koska silla valilla 21
f'(x)=0. Al \
b) Funktiolla f on aariarvo kohdassa x = 5. Aériarvo on MBI ARV
maksimi, koska kyseisen kohdan ylityksessa derivaatta 1 \
muuttuu positiivisesta negatiiviseksi. 2 \

5. Funktion P:P(x) = x? +4x+a kuvaaja on yl6spain aukeava paraabeli, jonka huip-

pu ja samalla funktion pienin arvo sijaitsee derivaatan 2x + 4 nollakohdassa x = 2.
Funktio P ei saa negatiivisia arvoja, jos P(-2)=4-8+a>0 elijos a>4.

6.  Olkoon P(x, y) kdyrén y = % x? —1 piste. Koordinaattien summa on silloin
s(x) = x +% x% —1. Taméan funktion s kuvaaja on yléspéin avautuva paraabeli, joten

pienin arvo liittyy sen huippuun. Huippu on derivaatan s'(x) = %x +1 nollakohdassa

X =—2. Koordinaattien summa on mahdollisimman pieni pisteessa P(-2,0) .
7. a) Funktion f(x)= %x“ —3x? +4 nollakohdat maaraytyvat yhtalosta

%x“ —3x? +4=0. Merkitaan x2 =y, jolloin %yz —3y+4=0 jaedelleen y=4

tai y=2. Silloin x = +2 tai X = ++/2.
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10.

11.

b) Derivaattaon f’'(x) = 2x> —6x ja se saa funktion nollakohdissa seuraavat arvot:

f'(2) =4, f'(-2) =4, '(\2) = =242, f'(—/2) =242

c) Funktiolla f voi olla &ariarvo vain derivaatan nollakohdissa, jotka ovat 0 ja ++/3.

Derivaatan merkkikaavion perusteella 0 on maksimin kohta kun taas kohdissa + V3
1

on minimi. Maksimi on f (0) =4 ja minimit f (J_r\/§) ==
Koska piste (-1, 8) on funktion f (x) = ax®+bx kuvaajalla, on f (1) =8. Aariarvo
voi sijaita vain derivaatan f'(x) = 3ax? +b nollakohdassa, joten f'(~1)=0. Yhtalé-
parista —a—b=8ja 3a+b =0 saadaan a=4 jab=-12, joten f’(x)=12x*>—12. De-
rivaatan nollakohdat ovat +1. Merkkikaaviosta paatellaan, ettda f on aidosti kasvava,
kun x < -1 tai x > 1, ja aidosti vaheneva, kun —1< x <1.

Funktiolla f(x) =x®+ax” +bx + ¢ voi olla &4riarvoja vain derivaatan
f'(x) = 3x? + 2ax + b nollakohdissa. Sellaisia nollakohtia, joissa derivaatan merkki

vaihtuu, saadaan asettamalla diskriminantti D = 4a% —4.3b > 0. Kertoimia sitoo siis
ehto a® >3b.

Funktio f(x) = (a—x)?+(b-x)?+(c—x)? (a,b,c eR) on toisen asteen polynomi-
funktio, jonka kuvaaja on yldspéin aukeava paraabeli. Pienin arvo liittyy paraabelin
huippuun. Huipun kohta l0ydetaan asettamalla derivaatta nollaksi:

F/(X) = —2(a— x) — 2(b - X) — 2(C — X) = 6x—2(a-+b+¢) =0, josta x = 2T 2+C

. Ta-

maé on funktion pienimman arvon kohta.

3x% -1
XZ

a) Funktio f(x) = on maéritelty muualla paitsi kohdissa x = +1. Ainoa kohta,

% vaihtaa merkkinsa, on x = 0. Aariarvoksi saadaan

jossa derivaatta f'(x) = 2
X

maksimi f(0) = 1.

b) Funktio f(x) =—-x+— on madritelty muualla paitsi origossa. Derivaatta
X

f'(x) = —1-— muuttuu ainoan nollakohtansa ~32 ylityksessé negatiivisesta posi-
X

3 332

tiiviseksi, joten kysymyksessa on minimi, arvoltaan — = ——~1,89.
J ysymy %/Z >
10x?

. -30 s T .
¢) Funktio f (x) =~———=—— on maaritelty muualla paitsi origossa. Derivaatan
X

—10x? . . . .
f'(x) = M nollakohdat ovat -3 ja 3. Edellinen osoittautuu derivaatan merk-
X

kitarkastelussa minimin, jalkimmainen maksimin kohdaksi. Funktion &ariarvot ovat

minimi f(—3):—2§ ja maksimi f(3):2§.

© Lukion Calculus 4



Derivaatta (MAA7) Teht&vien ratkaisuja 43

12.

13.

14.

15.

Funktio f (x) = on maéritelty muualla paitsi kohdassa x = —g. Derivaatta

2X+3

F/(x) = 2x(x+32)
(2x+3)

arvot kasvavat —3:een asti, jossa funktiolla on maksimi f (-3) =—-3. Tamaén jalkeen

on nolla kohdissa x = -3 ja x = 0. Merkkikaavion mukaan funktion

arvot pienenevat. lim f(x)=-o ja lim f(x)=o00.Kohdan x = _3 jalkeen ar-
x»—ﬁ— xa—§+ 2
2 2
vot pienenevét kohtaan x = 0 asti, jossa funktiolla on minimi f (0) = 0. Taman jal-
keen arvot kasvavat. Voidaan paatella, etta funktio ei saa valilla ]—3,0[ olevia arvoja.

Funktio f(x)=x*—bx?—5 on polynomifunktiona kaikkialla jatkuva ja derivoituva.
Raja-arvot &érettdmyyksissé ovat lim f(x) =0 . Jotta funktion arvojoukko olisi
X

—>Fo
[-10, oo [, on funktion pienimmaén arvon oltava —10.
Pienimmén arvonsa funktio f voi saada vain derivaatan nollakohdassa. Derivaatta on
f'(x) = 4x3 — 2bx = 2x(2x% —b) . Jos olisi b <0, funktion ainoa &ariarvokohta olisi
minimikohta x = 0. T&ll6in funktion pienin arvo olisi 5. Siis tulee olla b > 0. Silloin

derivaatalla on kolme nollakohtaa: — \/g 0ja \/g Néistd kohta x = 0 on derivaatan

merkkikaavion perusteella paikallisen maksimin kohta, joten funktion pienin arvo on
2 2
f(i EJ = bT—b?—S =—10. Tasta b =+2+/5, joista valitaan positiivinen juuri.

Kayrien y = —x* —4x® + 3 ja y = 3x? + 8 yhteisten pisteiden x-koordinaatit saadaan
yhtalon —x* —4x® +3=3x?+8 eli x* +4x® +3x% +5 =0 ratkaisuina. Merkit&an
f(x) = x* +4x® +3x? +5, jolloin f'(x) = 4x®+12x? +6x = 2x(2x* +6x +3) . De-

rivaatan nollakohdat ovat x, = _3;\/5 ) X = y ja x, =0. Kohdissa x, ja
X5 Ovat minimit, ja niiden arvot ovat
2X — - —
ﬂ ~ 0,15 ja 5. Ensin mainittu on 22X+ 6x+3 + — +
o . . . f! - -
funktion pienin arvo, joten funktiolla ei ole ) _34/; T *
nollakohtia. Se todistaa tehtdvan vaitteen. 2 ~—2 O

I 2 . 2 . / 4
Kayran y = — piste on x,y) = (x,—2) . Sen etéisyys origosta on x? +— Etai-
X X X
S . 4
syys saa pienimman arvonsa, kun juurrettava f (x) = x? +—, x>0, onarvoltaan
X

pienin. Derivaatan f'(x) = 2x—¥ nollakohdat ++/2 ovat minimikohtia ja samalla
X

funktion pienimman arvon kohtia. Kysytyt kayran pisteet ovat tallin (++/2,1).
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16.

fe)
No

Funktion f(x)=01x°(x+2)? kuvaaja on ohessa.
Funktiolla on maksimi f(-2) =0 ja minimi kahden de- )
simaalin tarkkuudella f(-1,43) ~-0,19. 2 1

D
ik

ol

1
<)
i

&
b

Sanallisia adriarvosovelluksia

Olkoot luvut x jay. Niiden erotus on 7 eli x—y = 7. Lukujen neliéiden summa on
s(x) = x?+y? =x? +(x—7)? =2x? —14x+49 . Summan pienin arvo liittyy kuvaa-

jana olevan ylospéin aukeavan paraabelin huippuun. Huippu on derivaatan
s'(x) = 4x —14 nollakohdassa x =3%. Luvut ovat 3%z ja —3%.

Olkoot positiiviluvut x ja y. Niiden summaon 12 eli x+y =12. Toisen luvun ja toi-
sen kuution tulo on t(x) = xy*® = x(12—x)?, jossa 0 < x < 12. TAmé&n &&riarvo voi
esiintyd vain derivaatan nollakohdassa. Derivaatta on t'(x) = (12 — x)® - 3x(12 — x)?
=(12-x)?(12-x—3x) = (12— x)? (12— 4x) . Ainoa kysymykseen tuleva nollakohta

on x = 3. Se on derivaatan merkkitarkastelun perusteella suurimman arvon kohta.
Kysytyt luvut ovat 3 ja 9.

Olkoon leveys x ja pituus y. Saadaan yhtalé 4x+2y =200, jostay = 100 — 2x.
Altaan pinta-ala on A(x) = x(100 —2x), jossa 0 < x <50.
Derivaatan A’(x) =100 —4x nollakohta on x = 25. Lu-

vuista A(0) =0, A(50) =0ja A(25) =1250 viimeksi mai-
nittu on suurin. Altaan mitat ovat 50 m, 25 m ja valiaidan

pituus 25 m. e y >

Olkoon nelion sivun pituus X, joka on samalla laatikon korkeus. Laatikon pituus (cm)

126 - 3x
on

jaleveys 72—-2x, jolloin 0 < x <36. Laatikon tilavuus on V(x) =

(63—1,5x)(72 — 2x)x = 3x® — 234x? + 4536 . Derivaatta VV '(x) = 9x? — 468x + 4536

saa arvon nolla kohdassa x = 26 —2+/43 ~12,9. Tama on samalla tilavuuden suu-
rimman arvon kohta. Poistettavien neliiden sivun pituus on noin 13 cm.

X¢-¢L
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a) Olkoon suorakulmion kanta x, jolloin pinta-ala on YA
A(X) = X(=2x +4) = —2x? + 4x, 0 < x < 2. Derivaatan

A'(X) = —4x + 4 nollakohta on 1. Arvoista A(0) =0, A(2) =0 4
ja A(1) = 2 viimemainittu on suurin. Alan suurin arvo on 2.

b) Kun suorakulmio pyorahtéa y-akselin ympéri, syntyy lierio,
jonka tilavuus on V (x) = nx? (—2x + 4) = 2n(—x> + 2x?) . Sen — >
derivaatan V '(x) = 2n(—3x? + 4x) nollakohta tarkasteluvalilla \ ’

on X =%. Arvoista V(0) =0,V(2)=0ja V(g) = 624—: viimemainittu on suurin.

Kolmion ABC pinta-alaon A(x) = %-(3+ y)X, jossa F
y on janan DB pituusja 0<x<4. Yhdenrguot0|5|53ta 40cm c
kolmioista BEC ja DEF saadaan verranto >y 7 x
X
. - . . A D B E
josta y = 5-2x. Sijoitetaan tdma kolmion pinta-alan «Tﬂg—yn
4 P M T em

lausekkeeseen, joka saa talléin muodon A(X) = 4x —g x?. Derivaatan A'(X) =4 — % X

nollakohta on x = 3,2. Luvuista A(0) =0, A(4) = 6 ja A(3,2) = 6,4 viimeksi mainittu on
suurin. Kysytty kateetin BC pituus on 3,2 cm.

Olkoon pohjan sivu x (m) ja korkeus h (m). Tilavuusehdosta x*h = 32 saadaan h = %

Pohjan ja seinien yhteinen ala on A(X) = x* +4xh = x +%, x > 0. Derivaatan nolla-
X

kohdassa x = 4 jatkuvalla funktiolla A on ainoa &&riarvo, joka on minimi ja samalla
funktion pienin arvo. Uima-altaan mitat ovat 4 x 4 x 2 m.

Olkoon kiven sader, 0<r s% (m). Kun Kivi juuri ja juuri peittyy, kuutiossa on vetta

maara f(r)=2r —%7{ r3. Derivaatta f'(r) = 2—4zr? onnolla, kun

2z

= Y27 Arvoista £(0)=0, f(3)=atl-") ja f(L25) = 2V2F
27 2 6 2r ' 3z €
viimeksi mainittu on suurin. Kivi, jonka s&de on —22” m~ 40cm, vaa-
T
tii peitetyksi tulemiseen eniten vettd, ja vettd kuluu silloin 23‘ 27 m® ~0,53m?.
7T

Olkoon suoran yhtélo y = kx+b . Koska suora kulkee pisteen (-1, 2) kautta, patee
2=-k+b, josta k = b — 2. Jotta suora rajaisi toiseen neljannekseen kolmion, tulee olla

b > 2. Suora leikkaa koordinaattiakselit kohdissay =b ja x = —E = ﬁ
2 —
Kolmion pinta-ala on A(b) = 1 -L-b _L1.b . Sen derivaatan A'(b) = bb=4)
2 b-2  2b-2 2(h-2)*
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nollakohta b = 4 osoittautuu pienimman arvon kohdaksi. Kolmion pinta-alan pienin
arvoon A(4)=4.

10. Olkoon h kolmion CDE korkeus. Yhdenmuotoisissa kolmi- A B(5, 5)
oissa OAB ja CEB on korkeuksien suhde yhta suuri kuin
kantojen suhde, joten i = ﬂ Tastd h = 5—5—X. Kolmion
a X a C E
. 5x 5x? .
CDE pinta-ala on A(x) = PR 0<x<a. Derivaatan h
a . >
5 b5x 5a 00,00 D A 0)

A'(x) = — —— nollakohta on x=3. Luvuista A(E) =—,
2 a 2 2 8

A(0) =0 ja A(a) =a ensimmainen on suurin, joten kysytty janan CE pituus on %.

11. Olkoon arkin mitat x ja y. Ne ovat edullisimmat silloin, kun T 25cm
arkin ala xy on pienin. Ehtona on, etté tekstialue on i
(x—6)(y—5) =360, josta y:@+5.Arkin ala on siis =

X—6 S E
360x L N ~ N
A(X) = 5 +5X, x > 6. Derivoidaan, jolloin saadaan |
X— ‘
, —-2160 .
A'(x) = Y +5. Derivaatan nollakohta x =12+/3 +6 xL 25cm |
X — I X »
osoittautuu derivaatan merkkitarkastelun perusteella pienimman arvon kohdaksi.
Talléin y = 10+/3 +5. Arkin edullisimmat mitat ovat x ~ 26,8 cm jay~223cm.
YA
12. Kayralle y = x? piirretyn tangentin kulmakerroin k = 2x = —1,
. . . 1 1 . 31
joten sivuamiskohta on x = -5 Vastaava y:n arvo on Ve Pis- ,
teen (—%,%) kautta kulkevan normaalin yhtalé on y = x +§. 1-Z
_ . L, 71 —>
Normaali leikkaa suoran y = —x —1 pisteessa (_§’_§) . X
13. Kuvassa on Kkartioiden halkileikkaus. Yhdenmuotoisista kolmioista CDE ja CAB
h— h . . iy L
saadaan verranto —==—, josta y = h (r —x) . Pienemman kartion tilavuus on
X r r
C x

V(X) =%nx2n(r —X) :g—h(rx2 —x%), 0<x<r. Derivaatan
r r

2
V(%) Zn—h(ZrX—3x2) nollakohdassa 2 tilavuus V (3r) = amhr bl x \E
r 3 3

h
3 81
on suurin, koska V (0) =V (r) = 0. Kartioiden tilavuuksien suhde AA
4rhr® mrh 4 *

on enintaan : —. A r B
81 3 27
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14.

15.

16.

Olkoon silién korkeus h ja pohjan sade r, jolloin V = nirh ja siis h :LZ. Kun
r

vaippamateriaalin yksikkohinta on a, on pohjamateriaalin yksikkohinta 1,4a. Materi-
aalikustannukset ilmaisee funktio

f(r)=2nr? -1,4a+2nr-L2-a = 2a(1,4nr2 +!j, r>0.
nr r

Sen derivaatan f'(r) = 2a(2,8nr —izj nollakohta r = 3/% osoittautuu derivaa-
r 87

tan merkkitarkastelussa funktion pienimman arvon kohdaksi. Téll& sateen arvolla

laskettu korkeuden ja sateen suhde on h Y 2.8mV =28.
r 71;[’3 %

Olkoot laatikon ulkomitat x ja y cm. Kaytettdvan lankun maarasta saadaan yhtalo

. 1600-2 N :
2x+3(y—-10)=1600, josta y—10 :TX. Maksimoidaan hiekalla taytettava

pinta-ala A(Xx) = (x—lS)% = _é x% + 1630

arvo liittyy kuvaajana olevan alaspéin aukeavan paraabelin huippuun. Se sijaitsee de-

rivaatan A'(x) = —%x + 1630 nollakohdassa x =407,5. Talléin y ~ 271,7. Laatikon

Xx—8000, 15< x<800. Suurin

ulkomitat ovat senttimetrin tarkkuudella 408 cm ja 272 cm.

Huomautus: Samaan tulokseen (vield hieman lyhy-
emmin) padstadn maksimoimalla laatikon ulkomitto- y||| ly-10
jen méaradma pinta-ala xy, silla lankku vie laatikon
muodosta riippumatta aina saman pinta-alan

5.1600cm?. < X
5
oc\r; X y ——
< 20m .
Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan verranto 20X = % josta
y .

y =0,32-0,016x . Tassd y on parrun paana olevan nelién lavistgja ja 0 < x < 20.
Parrun tilavuus on

2 _ 2
V) = y7 (032 (;,016x)

Derivaatan V '(x) = 0,000384x? —0,01024x + 0,0512 nollakohtina ovat x = 20 ja

X = 0,000128x°% —0,00512x2 +0,0512x .

X = 6%. Luvuista V(0) =0, V(20) =0 ja V (6 %) =0,151073 viimeksi mainittu on

suurin. Puu on katkaistava tyvesté lukien kohdasta 6,7 m, jolloin parrun tilavuus on
150 dm?,
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17.

Olkoon pallon sade r ja keskipisteen etdisyys pyramidin pohjasta x. Riitta4 tarkastella
tilannetta, jossa pyramidin korkeus on vahintaan sateen mittainen. Jos pyramidin poh-
a

2

jasdrma on a, saadaan suorakulmaisesta kolmiosta r? = x? + (—)?, joten

a? =2(r? —x?) . Pyramidin tilavuus on

V(x):%azh:%-Z(r2 —x2)(r+x):§(r2x+r3—x3 —rx?), 0<x<r.

Derivaatan V'(x) = %(r2 —3x? - 2rx) nollakohta on x = % Luvuista V (0) = % r3,

V(r)=0ja V(%) = g r3 viimeksi mainittu on suurin. Kun pyramidin tilavuus on suu-

rin, pyramidin ja pallon tilavuuksien suhde on (% r3): (i nrd) = 16 ~0,19.
81 3 27n

XD
N

*18. Veden pinnan korkeus h on ajasta t riippuva suure. Pinnan nousunopeuden ilmaisee

) h e i . 1
derivaatta d— Vetta sisaltavan osan tilavuus on V = §7rr2h )

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan verranto % = % , josta v
1 6m

r= 3 h. Kun tdmaé sijoitetaan tilavuuden lausekkeeseen, saa- v ]
h

2
daan V = % n(gj h= 2—17 nh®. Koska vettd pumputaan nopeu- *

della 50 I/min, on c:j—\t/ =501/min=0,05m?* / min . Saadaan yht&l®

v _ 1one dah _ 0,05m?* / min . Kun tésta ratkaistaan % ja sijoitetaan h = 3,0 m,

dt 9 dt

3 -
saadaan @ = M ~1,6 cm/min .

7-9,0m?
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Pikatesti
x2 -4
1.  Funktio f(x)= m on maadritelty muualla paitsi nimittajan nollakohdissa
X©—=3x+
1 ja 2, joten méérittelyjoukko on R\ {1, 2}.
2x-3 — —
2. g qax<it x+1 = +
x+1 2 osamaara + | - | +
1 1%
5
— -8
_8x2 2 _
3 a) limxA+D) = lim(x+1) =1 b) im0 _jimX___=8__4
x—0 X x>0 xom Ix2 4 X X0 1 2
24—
X
2x—3,kun x <1, e . .
4.  Funktio f(x)= on kaikkialla jatkuva (polynomilausekkeet), jos se
X+a, kunx>1,

on jatkuva kohdassa x = 1. Tdma4 taas edellyttas, etta "T f(x)= "T f(x), eli tulee
X—1- X—1+

olla2-3=1+a. Tastd a =-2. Silloin Iirq f(x)=f(@)=-1.
X—!

5. a) f'(x):15x2—% b)f'(x):4x—4x‘3:4x—i3
X

c) f'(x)=3(x®-3)2.3x? =9x?(x® -3)?

YA | ]

X)

6.  a) Funktiolla on minimi kohdassa x = —2. y=

™~

b) Derivaatan merkistd voi péatelld, ettd funktio on kohtaan

X = —2 asti aidosti vaheneva ja sen jalkeen aidosti kasvava. 1

<Y

(Derivaatalla on vain yksittainen nollakohta kohdassa x = 1.) |

I

Siksi funktiolla on absoluuttinen minimi eli pienin arvo koh- |

dassa x = 2.

7. Funktion f(x)=0,3x° +0,2x* derivaatta f'(x) =15x* +0,6x% = 0,3x?(5x* + 2)

on

kaikilla x:n arvoilla ei-negatiivinen, ja sen nollakohta x = 0 on yksittainen. Siksi funk-

tio f on kaikkialla aidosti kasvava.

8.  Funktion f(x)=3-2x-x? on jatkuva suljetulla vélilla [-2,2], joten sen talla valilla
saamien arvojen joukossa on suuri luku ja pienin luku. Ne voivat sijaita valin paatepis-

teissa tai derivaatan f'(x) = -2 —2x nollakohdassa x = —1. Arvoista f(-2) = 3,
f(-1) = 4 ja f(2) = -5 suurin on 4 ja pienin 5.

9. a)Kayrélle y :X—_i pisteeseen (0,—1) piirretyn tangentin kulmakerroin on derivaatan
X+

y'= arvo kohdassa 0. Kulmakerroin on 2.

(x+1)?
b) Tangentinyhtdlo ony + 1 =2(x -0) eliy = 2x - 1.
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10. Olkoon tarhan pituus x (m), jolloin leveys on 40 — x ja ala A(x) = X(40 — x). Tassa
0<x<40. Derivaatalla A'(x) = 40— 2x on nollakohta x = 20. Siin& pinta-ala on

suurin 400 (m?), silla A(0) = A(40) = 0. Tarhan suurin pinta-ala on 4 aaria.

Kertauskoe 1

1. a)Kunf(x):G_SX,niinf'(x): —16 ja f'(0)=—4.
X+2 +2)?
65 .
b) lim f(x) = limX—=""=-5
X—>00 Xﬁwl-i-— 1
X

2. Funktio f(x)= %XS —3x+ 2 on jatkuva suljetulla vélilla [-1, 2], joten se saa tall&
valilla suurimman ja pienimmén arvon. Derivaatan f'(x) = gxz — 3 nollakohdista

vain +/2 kuuluu annetulle valille. Arvoista f(-1) :4%, f(ﬁ): 2-22 jaf(2)=0

ensimmainen on suurin ja seuraava pienin.

3. Olkoon pojan viikkoraha x (€). Muodostetaan yhtalé pyoran hinnan hankkimiseen

menevista ajoista: 300 -1= iol sievennettyna x? +10x —3 000 = 0 . Ratkaisuista

X X+
50 ja —60 vain ensin mainittu sopii. Viikkoraha oli 50 €.

4.  Suorany = 2x — 2 ja paraabelin y = ax? +bx —3 sivuamispiste on (1, 0), jolloin
y()=a+b-3=0ja y'(1) =2a+b=2. Saadaan a=-1,b=4.

a 8

5. Funktion f(x)= x> +E+i2 minimikohta x = 2 on derivaatan f'(x) =2x-——-—
X X X< X

nollakohta, joten 4—%—% =0. Siitd a = 12. Minimiarvo on f(2) = 4+%+% =11.

6.  Olkoon alkuperdinen hinta 100a ja alkuperdinen myyntiméara 100b. Uudet arvot ovat
vastaavasti (100 — p)a ja (100+1,6p)b. Myynnin arvon ilmoittaa funktio
f(p) =(100- p)(100+1,6p)ab, 0 < p < 100. Sen kuvaaja on alaspain aukeavan pa-
raabelin kaari, joten funktio saa suurimman arvonsa huipun kohdalla eli kohdassa
p=18,75.

Alkuperainen ja uusi myynnin arvo ovat samoja eli (100— p)(100+1,6p)ab

=10000ab, kun p=0 tai p=237,5. Edelliseen p:n arvoon ei liity mitadan hinnanalen-
nusta.
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7. Yhtalot 2x3+2x% —2x+a=1ja 2x3+2x? —2x+a—1= 0 ovat yhtapitavia. Merki-
taan f (x) =2x>+2x*—2x+a—1. Funktio f on kaikkialla jatkuva. Sen derivaatan

f'(x) = 6x° +4x -2 nollakohta —1 on maksimikohta ja % minimikohta. Raja-arvot
aarettomyyksissé ovat lim f (x) =—oo ja lim f (x) = 0. Funktiolla on tarkalleen
yksi nollakohta, jos maxl:si_rT;i on negatiivin;;?ai Jos minimi on positiivinen. Toisin
sanoen f(-1)=a+1<0tai f (%) =a —1% > 0. T&std saadaan vastaus a < —1 tai

10
a>1—-.
27

8.  Olkoon p suppilon pohjaympyrén séde ja h suppilon korkeus. Lausutaan suppilon
tilavuus h:n funktiona.

V(h)=%7z'p2h=%7Z(r2—h2)h=%ﬂ'(r2h—h3), 0<h<r

Derivaatan V' (h) = %r(r2 —3h?) nollakohdaksi saadaan h = %

2./3r8
27

on suurin tilavuuden

Koska V (0) =V (r) = 0, niin V(%) =

arvo. Sijoittamalla r = 20 cm saadaan suppilon korkeudelle arvo % cm~115cm

16x/§7z

ja tilavuudelle >7 dm?® ~ 3,22 dm®.
Kertauskoe 2
2
1+—
L) fim f() = lim—X*2 =2 1 by im0 = lim—X =1
x—>-2 x>22(x+2)(x-2) -8 4 x> on, 802
X
, X, 2-X x> —x—6 X-x-6  + - +
L= = > _ _ _
37 x-4  3x-12 3x-12
. . osamadra  — + -]
Ratkaisu: —2<x <3 tai x> 4 > 3 4
2_
3. Funktio f (x) = 2X " 4 on murtofunktiona kaikilla x:n arvoilla jatkuva silloin,
X +kx +

kun nimittajalla ole nollakohtia. Tama patee, kun nimittajaan liittyva diskriminantti
D=k?—4k <0 eli arvoilla0 <k < 4.

4.  Olkoon alkuperéinen kilohinta x (€). Muodostetaan yhtalo 28 eurolla ostettujen man-
sikoiden mé&érista: 28 +1=

X x—-0,5
tai x = =3,5. Alkuperdinen kilohinta oli 4 €.

eli sievennettyna 2x* —x—28=0. Tastaix =4
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Kayrat y=x*+1ja y= %(9 - x?) kohtaavat toisensa kohdassa, jossa toteutuu

X% +1= %(9— x?) . Téstd x = +1. Derivaatat y' = 2x ja y' = —%x saavat kummas-

sakin kohdassa arvot, joiden tulo on —1. Se osoittaa, ett4 ko. kohtiin piirretyt tangen-
tit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli kéyréat leikkaavat toisensa kohtisuorasti.

Valitaan polynomifunktioista f,(x) = x* +ax? + (a—1)x mielivaltaiset kaksi funk-

tiota f, (x)=x>+ax*+(a, —1)x ja f, (x) =x°+a,x* +(a, ~1)x. Niiden deri-

vaatat saavat saman arvon, kun 3x? + 2a,x +a, —1=3x? + 2a,x + a, —1 eli kohdas-
d; — &

sS4 X=—~%2——= = —1. Siina laskettu derivaatan arvo on — l )

Suunnikkaan ala on suurin, kun neljan suorakulmaisen
kolmion yhteinen ala on pienin. Vasemmassa alareunassa
oleva kolmio on yhdenmuotoinen kolmion ABE kanssa, EL.
joten sen kateettien suhde on 4 : 12 =1 : 3. Kolmiot ovat
pareittain yhtenevia ja niiden yhteinen ala on X

A(X) =3x% + (12 - 3x)(8— x) = 6x* —36x+96, 0 < x < 4. A
Pienin arvo tulee kuvaajana olevan ylospéin aukeavan paraabelin huipun kohdalla eli
kohdassa x = 3. Talla tiedolla suurin suunnikas on piirrettavissa.

. 1 1 1 s P .

Funktio f(x)= Exz —2X ——+—; on madritelty muualla paitsi origossa. Sen &a-

X X

: o 1 2 x'-2x3+x-2

riarvot voivat sijaita vain derivaatan f'(x) =x-2 t— = X X X nol-
X

x3 x3

lakohdissa. Jaetaan osoittaja tekijoihin: x*(x —2) + x — 2 = (x — 2)(x® +1) . Siit4 néh-

daan derivaatan nollakohdat 2 ja —1. (Tekijaan x* +1 liittyy aidosti kasvava funktio,
joten silla ei ole muita nollakohtia kuin x = —1.) Derivaatan merkkikaavion nojalla

saadaan driarvot minimi f (~1) = 4> ja mi- Q0+ + -] - |+

2 = S

nimi f(2):—2£ f'(X) - +’ - +
4 1 0 2

Ohessa on funktion f () =~ x? —2x—£+i2
2 X X

kuvaaja.

<Y
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Tehtavien ratkaisuja
Juuri- ja logaritmifunktiot

Yhdistetty funktio ja kaanteisfunktio

—

Yhdistetty funktio

=

(9o F)() =g(f(x))=g(x*) =3x" -2
2. @) (go )(X)=g(f(x) =g(x*) =2
b) (g° F)(x) = g(f(x)=9(2")=(2")* =2 =4"

3. &) (feg)="F(g@))=T(-1)=3
b) (g° F)D)=9(f@))=9@B)=4-15=-11

4 a) (fog)(x)=f(g(x) = f(7%) =49x% +7x—9
(go F)(X)=g(f(x)=7(x*+x-9)=7x>+7x—-63
1 1 1 1
b) (f o g)(x) = f(g(x)) = f(EX—E)=2(EX—E)+1=X

(g° F)() =g(f(x) =9(2x+1) =%(2X +1)—%= X

5 (fe0)(-3)=1f(9(-3)=1(9=3
(go T)(-3) = g(f(-3)) ei ole maaritelty, koska f (—3) ei ole méaritelty.

6. (fog)(x)=(g°F)¥) & F(g(x)=9(f(X) & 2(x+1)?* = (2x+1)°*

Sulkeiden poisto ja sievennys johtavat yhtaléon 2x?> —1=0, josta x = i% .
7. (90 )0 =9g(f(x)=9g(Bx-1)=~3x-1

Mééarittelyehto on 3x —1> 0, josta x > %

8. a) f(x)=x+1,b) g(x):%

9. Erasratkaisu:  a)f(x) = x +2, g(x):% b) f(x) = 2x-1,9(x) = Jx

c) f(x) = 4x, g(x) = 5* d) f(x) = 180° — x, g(x) =sin x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(ho p)(X) = h(p(x)) =h(0,95x) = 0,95x —1 000 ja

(peh)(x) = p(h(x)) = p(x—1000) = 0,95(x —1000) = 0,95x — 950

Edullisempi hinta saadaan, kun ensin lasketaan prosentuaalinen ja sitten méaaraalen-
nus.

Esimerkiksi sisafunktio on f(x) = x + 2 ja ulkofunktio g(x) = x? + x*.
Jos taas sisafunktio on f(x) = (x + 2)?, on ulkofunktio g(x) = x + x°.

Jos f(x) =5x+3ja g(x) =3x+k, jossa k on vakio, on
(fog)x)=f(g(x))=f(Bx+k)=15x+5k +3 ja
(go f)(X)=9g(f(x)) =9(5x+3)=15x+k+9.

fog ja go f ovatsama funktio, kun 15x + 5k + 3 = 15x + k + 9. Tam4 toteutuu,

kun 5k +3 = k + 9 eli kun kzlg.

Kun r(x) =—=— niin (rer)(x) = r(r(0) = r——) = — = = *=1 saadun yh-
x—1 x-1" 1, 2-x

x-1

distetyn funktion r or méarittelyjoukkoon ei kuulu luku 1, koska siséfunktio ei ole

madritelty silla arvolla. Myodské&éan luku 2 ei kuulu funktion ror madrittelyjoukkoon,

koska ulkofunktio ei ole méaritelty arvolla r(2). Kaikilla muilla reaaliluvuilla yhdis-
tetty funktio on maaritelty.

a) Funktio h(x) =1000+ J2x antaa haukipopulaation ja funktio a(x) =2 500+ Jx

ahvenpopulaation koon, kun x on vesikirppupopulaation koko. Yhdistettya funktiota
(hoa)(x) =h(a(x)) kayttden saadaan haukipopulaation koko suoraan vesikirppujen

mirastd. Nyt (hoa)(x) = h(a(x)) =1000 + /2 (2500 +/x) =1000 + /5 000+ 2/x .

b) (hoa)(4000000) =1000+ 5000+ 2,/4000 000 ~ 1090. Haukia on noin 1 090.

(fog)(A) =f(g(A) =f(-1) Eiole madritelty.
(fo9)(®)="f(9(®))=1(4)=15
(feg)()="~(g()) =1(2)=3

(f29)(¥) = f(9())= f(334) =111555
(feg)(®)="1(g9(>))=1(2)=3

Yhdistetyn funktion maarittelyjoukkoon kuuluvat alkiot ®, .J, ¥ ja<* mutta ei alkio A.
Arvojoukko koostuu luvuista 3, 15 ja 111 555.
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2 Yhdistetyn funktion derivaatta

22.

23.

24.

25.

26.

s s 1 AW2x+D)°
a) D(v2x +1)" =4(v2x +1) o 2= o

3 o 1, 9(3++/3x)?
b) D(3++/3x)® = 3(3++/3x) T 3= > I

2 2
0) DWXZ +1+1)% = 3(x? 11+1)% =gy = XWX +1+Y)
24x% +1 VX% +1

f'(x) =5(x* —9)* 2x =10x(x* - 9)
Derivaatta on nolla, kun 10x(x*> —9) = 0, josta x =0 tai x> -9 =0 eli x = +3.

Vastaus: X =0 tai x = £3

f(x)=(x?-1)°%-3x?

f'(x) = 3(x* —1)2.2x - 6x = 6x(x? —1)% —6x = 6X((X* —1)* -1)

f'(x) =0, kun 6x((x?> -=1)> —=1) =0, josta 6x = 0 tai (x> -1)>-1=0

Nyt x =0 tai (x? —1)? =1. Jalkimmaisesta yhtalosta saadaan x> —1 = +1, josta
x? =2 tai x> =0 jaedelleen x = ++/2 tai x = 0.

Derivaatan merkkikaavion perusteella funktio ')~ | + | - | M
on aidosti kasvava, kun —+/2 < x < 0 tai ) 1 -~ | 7 X
v Jz 0 2
x>~/2.
f(x)=16x(2x* —=2)%ja f'(x) =0, kun x =0 tai 2x>* -2 =0, josta x = +1.
16x = — +
minimit f(1) = f(-1) =0 @-2° + |- |-
maksimi f(0) =16 f'o) - |+ | -] +
-1 0 1
min maks min
1 1-x x-1 1
a) (fof)x)="Ff(f(x)= = - -1-=
1— 1-x-1 X X
1-x
1, 1
(fofY(0=D1->)=—=
X X

3
b) (go f)(x)=g(f(x»=(ﬁj —@-x)"
3

' _ _y) 3 _ Y4 (1) =
(9o f)(x)=D(-x) 31-x)"-(-1) Y
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27.

28.

29.

30.

Funktio f on médritelty ja jatkuva reaalilukujen joukossa.

fr(x)=1+ >0, silla

2X X
—:1+—
24Ux% +1 VX2 +1

M _ N 1

Koska f '(x) > 0, funktio f on aidosti kasvava reaalilukujen joukossa.

1 . .
Koska y=+4—x,0n y' =— , joten tangentin
2'\[ 4 - X y“
kulmakerroin kohdassa x = 0 on —%. Tangentin yht&lo on Tt
4 X

y—-2= —%(X—O) . Asettamalla y = 0 saadaan x = 8, jolloin

kolmion pinta-alaksi tulee %-8-2 =8.

Ajassa t (h) lentokone lent&a nopeudella v, vaakasuoraan matkan vyt (km). Aika las-
ketaan siitd hetkestd, jolloin korkeudella h =1 km lentdvéa kone ylitt&a tarkkailijan.

Koneen etéisyys tarkkailijasta on s(t) = \/h? + (v,t)?, joten loittonemisnopeus hénes-

2v’t

tionv(t) =s'(t) = ——2——. Vot kone
24/ 1+ (Vt)? T :
Madritetadan se ajanhetki, jolloin koneen h 7. 2
etaisyys tarkkailijasta on d =1,5 km. ™+ t)
Ih? + (Vot)z -d tarkkailija
(Vot)? =d?—h?
2 K2 1 k 2 1 k 2
t:Jd h? _ /(1,50 km)® - (1,00 km) _0.00224h

Vo 500 km/h
Loittonemisnopeus saadulla hetkelld on v(0,00224h) = 373 km/h.
Vastaus: 370 km/h.

3
Tiedetaan, ettd WV _50CM Koska pallon tilavuus V (r) =ﬂ,”3, niin &Y Z a2,
dt S 3 dr
div 3
Ketjusaannﬁllad—Vzd—Vg,jostaﬂ=C?—\t/. Tallgin (ﬂl = Sem/s
dt dr dt dt o dt ) som 47 (50cm)
r

= i cm/s = 1,6 mm/s.
27

Vastaus: Pallon séteen kasvunopeus kysytylla hetkella on 1,6 mm/s.
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3 Kdadanteisfunktio

36.

37.

38.

39.

41.

f(x) =4 —x. Merkitddn y = 4 — x, josta x = 4 —y. Vaihtamalla merkinnat saadaan
y = f 1(x) =4—x. Huomataan, ettd f = f ..

g(x) = 1 Merkitaan y = 1 , josta x = l Vaihtamalla merkinnat saadaan
X X

y=97"(x) -1 Huomataan, ettd g = g *.
X

VA -
y=x*>-2,josta x=,/y+2,kun x>0 jay>-2 /f'lf
Kaanteisfunktio on f 2(x) = v/x + 2 . Sen marittelyjoukko on IHVIER
[- 2, o[ jaarvojoukko [0, «[. ] X

f(x) =x2-2
£9x) =X + 2

y=+X-12>0 jakun x — oo, niin y — oo. Siis funktion f YA f_/
arvojoukko on [0, oof.
Ratkaistaan x, jolloin saadaan x —1=y? eli x = y* +1. Ta-

man jalkeen vaihdetaan merkinnat x jay. . T
Vastaus: f 1(x) = x® +1, madarittelyjoukko [0, o[ ja arvo- 1 >
joukko [1, oo
f(x) =/x-1
fix) =x2+1

Merkitddn y = f(x) ja vaihdetaan merkinnét x ja y heti alkuperdisessa yhtélossé.

a) x =5y, josta y = f‘l(x)zg b)x=y-7,josta y = fﬁl(X)=X+7
c) x=y°, josta y = f 1(x) =¥x d) x =y, josta y = f (x) =¥/x

Muuttujan x funktion méarittelee yhtald y = 3x — 2. Funktio on aidosti kasvava, joten

kaanteisfunktio f ~ on olemassa. Vaihdetaan f :n yhtaldssa x jay, jolloin saadaan

yhtals x =3y —2 jasiita y = £ 1(x) :’%2:%“%. Nyt

(fo f 1)) = F(f1(x) = f(%x+§)=3(%x+§)—2: X.
Vastaavasti
(F Lo £)(x) = £ 2(f(x) = f (3x-2) :%(3x—2)+§:x.

Tassa tehtavassa molemmat yhdistetyt funktiot ovat identtisid kuvauksia.
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42.

43.

44,

45.

46.

Funktio f on méaritelty arvoilla x > 0. Derivaattaon f'(x) =1+ 1 >1>0, kun

24/x

x > 0, joten funktio f on aidosti kasvava. Siis kadnteisfunktio on olemassa.

Funktion ja kaanteisfunktion valilla vallitsee yhtapitavyys f(x) =y < f (y) = x.
Merkitaan f(x) =6 eli x+ Jx =86, jolloin x = 4. Siis f *(6) = 4.

Derivaattaon f'(x) =1+ iz >1>0, kun x > 0, joten funktio f on aidosti kasvava.
X

Siis kaanteisfunktio on olemassa. Funktion f méarittelyjoukko ]0, o[ on k&anteis-
funktion arvojoukko.
x> -2
X
x% — x —2 = 0. TAmén toisen asteen yhtalon juurista x = —1 tai x = 2 vain x = 2

kelpaa. Siis f (1) = 2.

Ratkaistaan yhtélostd x — — =1 muuttuja x. Saadaan =1, josta
X

Derivaattaon f '(x) = 3x? +1>1> 0, joten funktio f on aidosti kasvava. Siis kaan-
teisfunktio on olemassa. Funktion ja sen k&anteisfunktion kuvaajan leikkauspiste on
suoralla y = x. Siis x® + x — 27 = x, josta x® = 27, jaedelleen x = 3, jolloin myds
y = 3. Vastaus: Leikkauspiste on (3, 3).

Funktion derivaatta on f'(x) = 3x? + 6x + 3. Derivaatta- YA/f

funktion kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli, joka si-
vuaa x-akselia kohdassa x = —1. Siis f '(x) >0 ja 4

f '(x) =0 vain, kun x = -1, joten f on aidosti kasvava.
Havaitaan, ettd x* + 3x? +3x +1 = (x +1)®. Ratkaistaan
yhtalésta y = (x +1)® muuttuja x. Saadaan x +1=3/y,
josta x = 3y — 1. Kaénteisfunktio on f (x) =%/x - 1. 7”

f-l

¥\

Ratkaistaan x yhtalostd y = ng kun x > 3.

3y +2
y-1
>0.

Xy —3y = x+ 2, josta (y —1)x =3y + 2 jaedelleen x =

X+2 _y, >1, silla
X—3 Xx—3 Xx—3

3X+2

Kun x>3,0ny=

Siiis kaanteisfunktion yhtalé on f () = ,kun x > 1.

3. X+2
(o) = 1A E - X3

X—3 X+2_
X—3

+2 _ 3(x+2)+2(x-3) _5X

=X, kun x > 3.
X+2—-(x-3) 5

1

Vastaus: Kaanteisfunktio on f ™ (x) = 3+ 2 , Ja se on méaaritelty, kun x > 1.
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4 Kadnteisfunktion derivaatta

47.

48.

49.

50.

51l

Funktio f(x)=6x+1 on aidosti monotoninen, joten kaanteisfunktio f ™ on ole-
massa. Yhtalosta y = 6x +1 ratkeaa x = y-t 1 y _ L siis 1 (x) = 1.1
6 6 6 6 6
Derivaattafunktiot ovat f '(x) =6 ja (f )'(x) = %

Funktion f(x) = x? + 2x derivaattaon f '(x) = 2x + 2. Koska

f'(x) =2x+2 >0, kun x > -1, on funktio aidosti kasvava, joten kaanteisfunktio

f ! on olemassa.

Ratkaistaan yhtdld y = x? + 2x x:n suhteen. Taydennetaan nelioksi, jolloin saadaan
y+1=x*+2x+1eli y+1=(x+1)?,josta x+1=,/y+1,kun x > -1 ja

y > —1. Vaihdetaan merkinnat ja annetaan vastaus.

Kaanteisfunktio on (f )(x) = -1+ +/x+1, x> —1.

1
24/x+1

Derivaattafunktio on (f ™)' (x) = , x> -1,

Derivaatta f '(x) = 3x> + 4 >4 > 0, joten funktio f on aidosti kasvava, ja siksi
kaanteisfunktio on olemassa. Kaanteisfunktion derivaatta on laskettava kohdassa
y =1. Sit4 vastaava x:n arvo —1 saadaan yhtalosta x® + 4x + 6 = 1. Talléin

1 1 1

I\t _ _ _ =
R 3 (D244 T

Derivaatta f '(x) = 7x® + 7 > 7 > 0, joten funktio f on aidosti kasvava, ja siksi
kaanteisfunktio on olemassa. Kéaanteisfunktion derivaatta on laskettava kohdassa
y = 3. Vastaava x:n arvo 1 saadaan kokeilemalla yhtalostd x” + 7x — 5 = 3. Tallgin

Gy 111
(1 )(3)_f'(1)_7-16+7_14'

Funktion f derivaatta on f'(x) = 3x? +1.
y=1eli x®+x+1=1, josta x> + x =0 jaedelleen x = 0.
(FYO= o= =1
£70) 3.0%+1
y=3eli x®*+x+1=3,josta x> + x—2 =0 jaedelleen x =1.
A 1 1 1
FY@) = =F—==
f'@ 31°+1 4
y=11eli x> + x+1=11, josta x> + x —10 = 0 ja edelleen x = 2.

P L
(e = f'(2 3.22+1 13
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52.

53.

54,

55.

S_ 3
Funktion f(X)=X2—1, x > 0, derivaatta f’(@:%
X“+1 (x*+1)

arvoilla x> 0. Funktio f on siis aidosti kasvava, ja siksi kaanteisfunktio f * on
olemassa.

on positiivinen

Kaanteisfunktion derivaatta on laskettava kohdassa y = 0. Sita vastaava x:n arvo 1

x3-1 1 )
saadaan yhtalosta =0. Nyt (f 1) (0)= ===,
y X2 +1 yt(t=y () f' (1) 3/2 3

Yhtélosta y = x* —1 saadaan x =,/y +1 (x> 0), joten kaanteisfunktion derivaatta

dx 1 1 1 . dx 1 . . .
—=—=—=——___ Vaihdetaan yhtaltssa — = merkinnat x jay eli
dy dy 2x 2 y+1 Y dy 2y+1 12y

dx

) . ) ] o 1
muuttujaa merkitaan x:114 ja funktion arvoa y:l14, jolloin (f 1)’ (x) = )

] ] y:l1a, j (f7)'(x) NP

Derivaatta f '(x) = 3x* +6x+3=3(x+1)%>0,ja f'(x) =0 vain, kun x = -1.
Siis funktio f on aidosti kasvava, ja siksi kaanteisfunktio on olemassa. Havaitaan, etté
y=f(x)=x%+3x% +3x+1 = (x+1). Silloin f*(x)=3x-1.
a) Yhtalon 3x? + 6x + 3 = 27 ratkaisu on x = 2, joten f *(27)=2.

Toinen suoritustapa: f 1(27)=%/27 -1=3-1=2.

b) Koska f(x) = (x+1)%, niin f'(x)=3(x+1)? ja
o 111
(Freen = f'@ 3.@2+1)% 27

Toinen suoritustapa:; Koska f *(x) = 3/x —1, niin (f )" (x) = ,jolloin

1
3.3/x2
1 1

3.302 20

a) Kun y = VX, niin x = y?. Kaanteisfunktion derivoimissaannolla saadaan
ﬂ:i :izi,kun Xx>0.
dx dx 2y 2Vx

d

(F7y@n=

<

b) Kun y =+/2x+1, niin y? =2x+1 ja x :%y2 —%. Kaanteisfunktion derivoi-

C et dy 1 1 1 1 1
missaannolld saadaan - =— =—— =" = ckun x> —=.
dx dx 1-2y y 2x+1 2
dy 2
dy 1 dy 1 1
Vastaus: a) —— = ——=,kun x>0 b) =L = ckun x> —=
) dx  2Vx ) dx J2x+1 2
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Juurifunktio

1 Juurifunktio

56.

58.

59.

60.

61.

1
a) Funktioiden f(x) = Jx ja g(x) = x2 kuvaajat ovat muuten samat, mutta edelli-

seen kuuluu origo, jalkimmaiseen ei.
1

b) Funktioiden f(x) = % jag(x)= x 3 kuvaajat yhtyvéat g:n madrittelyarvoilla
X

x > 0. Funktion f mé&érittelyjoukko on R \ {0}.

a) Maarittelyehto on x> -1> 0, b) Maarittelyjoukko on R.
josta x < -1 tai x >1. VA —
Vastaus: |- oo,~1]U [1, o0 . y= -1 |
Z /
N ) / ] .
N yEAT |/ 2 X
N / B
N /
AN
1 X 7 )
y=l0c-3 1
c) Madrittelyehtoon x —2 > 0, josta x > 2
Vastaus: |2, o0 1
2 X

a) Funktio f(x) =3/1-x? on maaritelty kaikilla x:n arvoilla.
1
b) Funktion f(x) = (1—x?)3 maarittelyehto on 1— x> >0, josta —1 < x < 1.

c) Funktion f(x) =%/4x —x? maarittelyehto on 4x — x2 >0, josta 0 < x < 4.

Funktio f(x)=+/x? -9 —+/x+4 on maritelty, kun x> =9>0 ja x+4 >0, joista
(x<-3tai x>3)ja x>-4.Ehdot yhdessd —4 < x < -3 tai x > 3.

Méaérittelyjoukko on [—4,-3] U [3, «[.

a) Funktion f(x) = V2x+1 maarittelyehto on 2x +1 > 0, josta tulee x > —%. Sisé-
funktio g(x) = 2x +1 on aidosti kasvava, ja yhdistetty funktio f(x) =+/2x+1 on
my6s aidosti kasvava. f (- %) =0 ja lim V2x +1 = o, joten arvojoukko on

[0, .

Vastaus: Méérittelyjoukko on [— % o[ ja arvojoukko on [0, wo].
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62.

63.

64.

65.

b) Funktio f(x)= Ux3-2x on maadritelty kaikilla x:n arvoilla.
Koska lim(x3 —2x) = o, myds lausekkeen pariton juuri lahestyy déretonta.

X—>00

Koska lim (x3 — 2X) = —oo, my0s lausekkeen pariton juuri l&hestyy miinus aareton-

X—>—00

ta. Naistd seuraa, ettd sekd maarittelyjoukko etté arvojoukko on R.

¢) Funktion f(x) =${/x? —4 maarittelyehto on x> —4 > 0, josta x < —2 tai x > 2.
f(£2) =0 ja lim ¥x% — 4 = o. Arvojoukko on [0, o.
X—>Fo0

Vastaus: Méarittelyjoukko on ]— o, — 2] U [2, o[ ja arvojoukko [0, oo].

a) Juurifunktio f(x) = {/x on aidosti kasvava.

b) Juurifunktio f(x)=%/x on aidosti kasvava.
;
c) Koska eksponentti on > 0, murtopotenssifunktio f(x) = x* on aidosti kasvava.
5
d) Koska eksponentti on < 0, murtopotenssifunktio f(x) = x 1 on aidosti vaheneva.

: : /Y
Kuvion perusteella funktion f(x) =3/x —x nolla- N Y

kohdat ovat x = -1, x = 0 tai x = 1. Sijoitus funk- N 3 y =IF (%)
tion lausekkeeseen osoittaa, ettd ko. arvot ovat tark-
koja arvoja.

=
4

Vastaus: Xx=-1,x=0taix=1 \

215 395 b) t(321) = ﬂz&ls
9,81 9,81

7Y l
2
Funktion f(x) = (2x? —3x+1) 3 madrittelyehto on

a) t(75) =

fe)

I—
<
11

2x2—3x+1>0,jostax<%taix>1. Y

><V/

66. Juurifunktio on aidosti kasvava, joten suurin arvo f(243) = 3 ja pienin f(-32) = -2.

2 Juuriyhtdlo

67.

a) Yhtdlon 4/x =5 ratkaisu on x = 5* = 625.
b) Yhtalolla 4/x = -5 ei ole ratkaisua, silla ix>0.
c) Yhtalén 3/x = -5 ratkaisu on x = (-5)% = —125.
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68.

69.

70.

71.

3 4 1
a) Yhtalon x4 = 3 ratkaisu saadaan suoraan: x = 3% =333
4 3

b) Yhtalon x3 =5 ratkaisu saadaan suoraan: X =54.
1

c) Yhtalolla x3 =1—+/2 ei ole ratkaisua, sill4 murtopotenssi on méaaritelty vain po-
sitiivisille kantaluvun arvoille, ja jokaisen positiivisen luvun potenssi on positiivinen.

1
a) Yhtalosta x 5 = 2 ratkeaa x =27 = 1.1
2° 32
1
b) Yhtélon (x —1)* = 3 maédrittelyehto on x —1 > 0 eli x > 1. Yhtéalon ratkaisuksi
saadaan aluksi x —1= 3", josta x = 82.
1
c) Yhtalén (x* — 4)2 = 2 méadrittelyehto on x> —4 >0, josta x < —2 tai x > 2.

Saadaan aluksi x? — 4 = 22 jaedelleen x = +2+/2 .

a) Yhtalon x4/x = 3 maarittelyehto on x > 0. Yhtalon muodosta 3/x° = 3 ratkeaa

x = 3/3* =3/81.

1 4 1
b) Yhtalon x-x3 = %/2 maarittelyehto on x > 0. Aluksi Kirjoitetaan x3 = 23, josta
1

x=24=42.
c) Yhtdlon x2 -3/x — 43/x = 0 vasen puoli kirjoitetaan tuloksi, minka jélkeen kayte-
taan tulon nollasaantoa: (x* — 4)5{/_ =0, ratkaisut ovat x = -2, x =0 tai x =2

a) Yhtalon +/4 — x = x ratkaisuun liittyvat ehdot ovat 4 — x >0 ja x > 0, joista
saadaan 0 < x < 4.
V4 —x =x, josta 4 — x = x? jaedelleen x* + x—4=0.

. . -1+ e e e
Taman toisen asteen yhtalon ratkaisut ovat x = %ﬁ Néista vain juuri
X = % ~ 1,6 toteuttaa ehdot. Vastaus: X = % ~16

b) Yhtalon vx +11+1= x eli /x+11 = x —1 ratkaisuun liittyvat ehdot ovat
X+11>0ja x—-1>0. Siis pitdd olla x > 1.

Jx+11=x-1,josta x +11 = (x —1)? eli x> —3x—10=0. Juuretovat x = -2 ja
x = 5. Vastaukseksi tulee x =5.

C) V2x+1—-+4x?-1=0,josta v/2x +1 =vx* -1
Ehdot: 2x+1>0 ja x> —=1>0 eli XZ—%ja(xg—l tai x >1).

Siis yhtalon yhdistettynd maarittelyehtona on x > 1.
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72.

73.

74.

75.

Yhtalosta saadaan v2x +1 = vx? =1, josta 2x +1 = x* —1 ja edelleen
+
2 ‘22\/5 =1+4/3.

x? — 2x — 2 = 0. Tamén toisen asteen yhtalon ratkaisut ovat x =

Naista juurista vain x =1+ /3 toteuttaa ehdon x > 1.

Vastaus: x =1+ \/§

a) Koska neliéjuuri > 0, rajoitutaan arvoihin x > 0.
Ux® =4/x? , josta x = |x| jaedelleen x = x, joka on identtisesti tosi, kun x > 0.

b) Korotetaan yhtalé 3 x? =+/x? puolittain potenssiin 4.
x? = x*, josta x*(x? —1) = 0. Yhtalon ratkaisut ovat x = 0 tai x = +1.

c) 4/(x—2)% = 3. Korotetaan toiseen potenssiin, jolloin tulokseksi saadun sievenne-
tyn yhtalon |x — 2| = 32 ratkaisuksi tulee x = -7 tai x =11,

Funktion f(x) =+/3x+3 —+/2x? +8x madrittelyehdot ovat 3x + 3> 0 ja
2x% +8x > 0, ratkaistuina x > —1 ja (x < —4 tai x > 0). Ehdot yhdessa: x > 0

f(x) =0, kun +/3x +3 —v/2x? +8x = 0, josta 7

V3x + 3 = 4/2x? + 8x . Korotetaan yhtald toiseen potenssiin:
3x + 3 = 2x? +8x, josta 2x? + 5x —3 = 0. T4mén toisen

[EY
L]
A
<Y

asteen yhtalon juuret ovat x = -3 tai x = > Juurista vain

X = L toteuttaa ehdot. Ohessa on funktion kuvaaja. N
2 f&

1
Vastaus: X = —

a) (Ux-1)@E/x+1) =0, josta ¥x —1=0 tai /x +1 = 0. Naiden yhtaliden ratkai-
sutovat x =1 tai x = -1.
1 1
b)) Yhtalon (x® —1)(x” +1) = 0 méérittelyehto on x > 0. Tulon nollasdannén mu-
1 1 1

kaan x5 —1=0 tai x7 +1=0. Yhtalon x5 —1 =0 ratkaisuon x =1, jayhtélo
1

x7 +1=0 on identtisesti epéatosi. Vastaus: x =1

a) y=4x, x>0,josta x = y*, y>0. Siis f *(x) =x* x>0.
b) y =X¥/x, josta x = y°. Siis f *(x) = x°

c) y=+/3x-1, xz%,josta y? =3x—1 jaedelleen x :%y2 +%.

1“1(x):%x2 +%, x>0
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

a) Yhtalon ¥1-x = 2 madrittelyehto on x < 1. Saadaan 1— x = 23, josta x = 7.
1

b) Yhtalon (2x — 4)§ =43 madrittelyehto on x > 2. Potenssiin 8 korottamalla saa-

daan yhtapitavasti 2x — 4 = 32 ja edelleen x = 6%.

a) ¥6x% —5x = x, josta 6x> —5x = x° jaedelleen x* — 6x + 5x = 0. Otetaan yh-
teinen tekija ja kaytetaan tulon nollasaantda: x(x* —6x +5) = 0, josta x = O tai
x®> —6x +5 = 0. Toisen asteen yhtalén ratkaisut ovat x =1 tai x = 5.

Vastaus: Juuretovat x =0, x =1tai x=5.

b) Yhtalén 3/5x? — 6 = x ratkaisuun liittyvat ehdot 5x> —6 >0 ja x > 0, joista tu-

Iee(XS—\/g tai xz\/g)ja X > 0 eli ehdot kaikkiaan XZ\E'

i5x% — 6 = x, josta 5x* — 6 = x* jaedelleen x* —5x? + 6 = 0. Taméan bikvadraat
tisen yhtalon ratkaisut ovat x = +4/2 tai x = ++/3. Kun alkuehdot otetaan huomi-
oon, vastaukseksi saadaan x = +/2 tai x = /3.

a) ¥/3x-1=x-1, josta 3x —1 = (x —1)3. Yhtalo sievenee kolmannen asteen yhta-
lbksi x* —3x? = 0, jonka ratkaisut ovat x = 0 tai x = 3.

b) x> +3x%> —x-1=0, josta /x> +3x? = x +1 jaedelleen x® +3x? = (x +1)3.
Yhtélo sievenee ensimmadisen asteen yhtéloksi 3x +1 = 0, jonka juurion x = —%.
Kéyrén y = Jx osalta on asetettava ehto x > 0. Yhtalosta +/x = 3/3x saadaan

x® = (3x)? jaedelleen x> —9x? = 0, jonka ratkaisut ovat x =0 tai x =9.
Haetut pisteet ovat (0, 0) ja (9, 3).

1 1
Havaitaan, ettd yhtaldé x2 + 2x* —1 = 0 voidaan muokata muotoon
1 1 1
(x4)? + 2x* —1= 0. Ratkaistaan tastd x* toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla,
1 1

jolloin saadaan x4 = —1+ /2 . Néistd juurista vain x4 = -1+ /2 kay, joten vastaus

on x = (+/2 —1)*.

Funktion f(x) =3/x+6 ja sen kaanteisfunktion kuvaajat ovat symmetrisia suoran
y = x suhteen. Jos kuvaajat leikkaavat, ne leikkaavat télla suoralla. Leikkauskohta

ratkeaa nyt yhtalostd 3/x + 6 = x , josta x + 6 = x*. Ratkaisuksi havaitaan x = 2. Ky-
sytty piste on (2, 2).
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3 Juurifunktion derivaatta

84.

85.

86.

87.

88.

89.

a) Sovelletaan tulon ja neli('jjuuren derivoimissaantoja:

D(2x + 2Wx = 2x +(2x+2) f—zf Xf —2\/_+\/§+\/_—3\/_+&

b) Muunnetaan juurilauseke derlvomtla varten murtopotenssmuotoon.
1
D(x+3/x) = D(x+x3) =1+ 1X 8 =1+ 1, =
3 X2 3 3\/_
c) Sovelletaan osamé&aran derivoimissaant6d. Neljas juuri muunnetaan derivointia

varten murtopotenssiksi:
3/4

1/ -3/4
oX+L_px+l_ XD X 4o xo1 ax-x-1_ 3x-1
4\/; - w14 - x2/4 - 4x5/4 - ax . xM4 - 4X4\/;
1
Funktio f(x) = 3/x = x3 on jatkuva kaikkialla ja derivoituva, kun x = 0.
2

f'(x)= leg = L Jja £1(27) = _ = 1 tangentin kulmakerroin. Tan-
3 3/ 2
3V X 27

R/272

gentin yht&lo on y—3:2—17(x—27),josta y=2—17x+2.

Funktion f(x)=x+v4—x®, —2<x<2, derivaatan f'(x)=1- — nolla-
4—X
kohta on yhtalén v4 —x? = x ainoa juuri x = V2.
1 1 L 1
Koska f'(x)=D(x-1) 2 = -=(x-1) 2 =—————— <0, niinfunktio f on
2 2(x—1)vVx -1
madrittelyvalillaan aidosti véheneva. Kéanteisfunktio on siis olemassa.
1 . 1 o 1
y = >0, josta x =— +1.Vastaus: f " (x)=—+1,x>0
Jx -1 y? x?
Kirjoitetaan yhtélo f(x) = /x muotoon f (x)" = x ja derivoidaan tdma yhtalo puo-
lttain: D f (x)" = Dx, josta nf ()" *(x) = 1 ja edelleen f/(x) = ———.
n(f(x)"

1 _ 1
n(fe)™ n®x)"

Funktion f(x) =+—x? +4x —1 maarittelyehto on — x? + 4x —1> 0, jolloin
2 — /3 < x < 2+ /3. Talla vililla funktio f saa suurimman ja pienimman arvonsa

samoissa kohdissa kuin juurrettava g(x) = —x* + 4x —1. Adriarvot l6ytyvét suljetun
vélin péatepisteista tai derivaatan g’ nollakohdista. Juurrettavan derivaatta on

g'(x)=-2x+4 ja g'(x) =0, kun x = 2. Derivaatan nollakohdassa f(2) = V3.
Vilin pastepisteissa f(2—+/3) = f(2++/3) =0
Vastaus: Suurin arvo on f(2) = J3 japienin f(2 - \/§) = f(2+ \/5) =0

Koska f(x)="2%x,on f'(x) =
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90.

91.

92.

93.

a) Funktio f (x) = 1+ Jx on arvoilla x >0 maadritelty ja jatkuva. Sen derivaatan
X

f'(x)= _x_12+% ainoa nollakohta ja myos funktion ainoa adriarvokohta on mi-

332

nimikohta x = 3/4 . Silloin funktion pienin arvo on f (3/4) = >

1
b) Arvoilla x >0 funktio g(x) = x +% =X+ X 2 on médritelty ja jatkuva. Sen de-
X

~1,890.

3

rivaatan g’ (x) = 1-1x2-1-— 1 Ginca nollakohta ja my®s funktion ainoa aa-
2 2x4/x
riarvokohta on minimikohta x = - Silloin funktion pienin arvo on
3 3
f (g) = Sf ~1,890.

Yhtdld x/x —+/x =-0,3 on madritelty ehdolla x > 0. Muodostetaan funktio
f(x)= xvVx —/x +0,3, joka on jatkuva valilla [0, o[ ja derivoituva vélilla ]0, oo[.

3 1 . 3x -1 . .
f'(x) = = Jx — —— . Derivaatta on nolla, kun =0, josta 3x —1 =0 ja edel-
2 24/x 24x
leen x = = P =+
3 0 1 X
3
1 1 1 1 . . . -
f(0)=03>0, f()==—~=-=+0,3~-0,08 <0 jafunktio f on aidosti vahene-
3 3.3 3

va vélilla [0, %], joten funktiolla on tarkalleen yksi nollakohta vélilla ]0, % [
f&)==—- 3 +0,3~-0,08<0, f(1) =0,3> 0 jafunktio f on aidosti kasvava
valilla [%, o [, joten funktiolla on tarkalleen yksi nollakohta myds vélillé]%, o[.

Siis funktiolla f (x) = x/X — x + 0,3 on tasmalleen kaksi nollakohtaa ja yhtalolla
xv/X —+/x = —0,3 niin ollen tasmalleen kaksi juurta.

Kayrilla y = 1 ja y=2+x+2 -1 onyhteinen piste kohdassa x = —1, koska siina
X

. ) 1. 1
-arvot ovat samat. Derivaatoilla y'= = ja y'= on myods sama arvo 1 koh-
y y 2 jay X2 y

dassa x = —1, mika osoittaa kéyrien sivuavan toisiaan mainitussa kohdassa.

3
Funktion f (x) :ﬁ—i/g, x >0, nollakohdassa on 5=3\/X eli X——5:0. Nolla-
3 V9 3 \9 9

27
1 33

3 93

kohdat ovat 0 ja /3. Derivaatta f "(x) = tulee nollaksi vain kohdassa
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94.

95.

96.

X= 3 Siind funktiolla on derivaatan merkkikaavion mukaan minimi, ja se on arvol-

taan —%. Merkkikaavion perusteella voidaan myos péatella, ettd f (0) on maksimi.

Ohessa on derivaatan merkkikaavio ja funktion YA
kuvaaja. 1 e

X

0y -

<y

Funktio f (x)=3%/x (x+2) on maaritelty ja jatkuva kaikilla x:n arvoilla. Sen deri-
2(2x+1)

ainoa nollakohta on minimikoh-

N .

vaatan f'(x) =

»

Y

!
, 17
ta x = —=. Funktio saa siina pienimman arvonsa A [YE T
9 i ) \ :
7 ® - o+ | o+ > >
232 3,572. 1 0 X 3 -3 -] 1 2%
2 N

Arvoilla x < -5 funktio on aidosti vahenevé ja arvoilla

1 . . . ) )
X > -5 aidosti kasvava. Funktiolla ei ole derivaattaa kohdassa x = 0.

Olkoon puoliympyrén séde r ja halkaisijalla oleva sivu 2x, 0 < x < r. Toisen sivun

pituus on silloin v/r? — x? . Piirin pituus on p(x) = 4x + 2v/r? — x? , jossa p on jat-
kuva funktio suljetulla valilla [0, r]. Muodostetaan p:n derivaatta.

p'(x)=4+2 O<x<r P

—2X _4_ 2X
2.Jr2 — x2 a /rz_xz’

Derivaatan ainoa nollakohta on x = ﬂ. Koska p(0) =2r, p(r) =4r ja
V5
2r - - 2r ... . 4r . r
p(==) = 2+/5r, piiri on pisin arvolla x = == . Silloin kanta on — ja korkeus —,
V5 J5 V5 V5

joten niiden suhde on 4 : 1.

Vesiasennusmatkan pituus on v1+ x? (km), 0 < x < 20. Jos maahan asentamisen
yksikkokustannus on a (€/km), niin kokonaiskustannus maaréaytyy jatkuvan funktion

f (x) =2av1+x? +a(20- x) arvona.

Derivaatan f '(x) = 2ax_ _ a nolla- 1 JL+x2
V1+x?
kohta on x = =
\/§ . X 20 -x
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97.

Arvoista f (0) =22a, f(20) =2a+v401~40,0a ja f (%) = (20++/3)a ~ 21,7a vii-

meinen on pienin, joten piste P pitad valita niin, ettd x = 1 ~ 0,577 km =577 m.

NE

Valitaan muuttujaksi kolmion toisen kateetin pituus x (cm), 0 < x <20. Toinen ka-
teetti on silloin v400—x? ja kolmion ala A(x) :%X\/400— X2 = %\/400x2 —x*.

Taman arvo on suurin, kun funktiolla f (x) = 400x? — x* on suurin arvo. Se saavute-
taan derivaatan f’(x)=4x(200—x?) nollakohdassa x = 10~/2 . Suorakulmainen

kolmio on silloin tasakylkinen. Kaksi kolmiota muodostaa 10+/2 x104/2 cm nelion.
Niit4 voi leikata levystd 14 -4 =56 kappaletta ja kolmioita ndin ollen 112 kappaletta.

Logaritmifunktio

1 Logaritmifunktion maaritelma

105.

108.

109.

110.

111.

Merkitaan y = log, a. Kirjoittamalla yhtalo eksponenttimuotoon a’ = a nédhdaan y:n

arvoksi 1.
1

log, y=—-2, josta y = 27 =%.Koska y =log, :%,niin x=24=42.

Merkitdan dB(I) = &4nen voimakkuus desibeleind, kun intensiteetin I yksikko on
W/m?.

a) dB(0,1) =120+101g0,1 = 110dB

b) dB(0,01) =120+101g0,01 = 100 dB

c) dB(0,001) =120+101g0,001 = 90 dB

123 = (10'912)3% = 10351922 £ 10%723  Luvussa 12**° on siis 373 numeroa. Koska
luvussa 10%® on 374 numeroa, se on lukua 123* suurempi.

a) Happamuus saadaan pH-lukuna yhtélosta pH= — Ig[H30+]. Nyt pH = 2, joten
Ig[H3O*] = -2 ja H0" =1072. Oksoniumkonsentraatio on 102 mol / dm?,

b) Happamuuden pH-luvun ollessa 11,3 on Ig[H3O+] =-11,3ja

H,0* =104 ~5,0-10"* mol /dm®.
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112. Funktioiden lg|x| ja 1/x? kuvaajat ovat symmetrisia y- }yu \
akselin suhteen, joten voidaan rajoittua tarkastelemaan
arvoja x > 0. Tallgin Ig|x| kasvaa rajatta ja 1/x* véhe- J\y=1%
nee kohti nollaa. Siis kuvaajilla on yksi positiivinen — —
leikkauskohta x,. Koska Ig[L,895] < 1,895 ja X
1g[1,90| > 1,907, on X, ~1,90. y=1Iglx]
Vastaus: Ig[x| > x 2, kun || > 1,90.
2 Logaritmien laskulait
17 [ I R
113. f(x) = log, x. ) — y 5Togx -
Ohessa on funktion kuvaaja. /1 2 345 6 7 8 9x
1 -3 =3
118. Ig 0,125 = Igg =1g2™” =-3lg2=-3a
x? ’
lg x* — g x* 95 lgx*  —lgx
119. =X = = = -1, >
Ig x lg x Ig x Ig x . 1 y=a1 X
kunx>0ja x=1 (logx=0). )
120. Funktio f (x) =log; x on aidosti kasvava, joten funktion suurin arvo on vélin [%, 9]
loppupisteessé ja pienin arvo valin [%, 9] alkupisteessa. Siis pienin arvo on
1 1 . :
f(§) = log, ' -2 jasuurinarvo f(9) =log;9 = 2.
Ilgx* +1lgx Ilgx® 3lgx . o .
121. 7 7= = = 3, joten lausekkeen arvo ei riipu muuttujan x arvosta.
lgx® —1gx X Igx
IgF
122. Koska a = 999'%° niin Iga =1000-1g999 ~ 2 999,6. Vas-

taavasti Igb =999-1g1000=999-3 =2 997. Logaritmi-

funktio on kaytetyll& kantaluvun arvolla aidosti kasvava, Py
joten suurempaa logaritmin arvoa vastaa suurempi muuttu- {1 bra x
jan arvo. Tést4 syystd a >b.
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123.

124.

a) Sijoitetaan aanitason maarittely-yhtaléén L =10- Igli arvot 1 =102 W/ m? ja
0

—2 2
lo=10""% W/m?. Saadaan L =1o-|g10_12—\’\/”“2=10~|glo10 =1001g10 =100.
10 W/m
Lentokoneen melun &&nitaso on 100 dB.
109 2
by L=10-1g2>0 20 W/ _ 15 195000~ 37. Musiikin anitaso on 37 dB,
10 W/m
c) Koska intensiteetti voimistuu satakertaiseksi, uusi arvo on 5,0-10~" W/ m?.
—7 2
L=10-lg 2.0 _112 w/ r2n =10-1g500 000 ~ 57. Aénitaso on 57 dB.
10" W/m

Kayrien y = In(L+e*) jay=x valinen y-koordinaattien erotus on

X

+€

Inl+e*)—x=Inl+e*)—Ine* =In ! =In(e™™ +1) . Saatu erotus lahestyy nol-

laa, kun x — oo, silla €™ — 0, jolloin In(e™* +1) — In1=0.

3 Neperin luku

125.

126.

127.

< 3
a) Iim(l+i) :Iim((l+%)x’3] ¢l

X—>0 X—>0

b) Iim(1+)1() —|.m((1+ )j e

X—00
1 1 1/3
0 Iim(1+) - |im((1+)3Xj _e? -3
X—>00 3x X—>00 3x
1
1
6

1 x/3 1 X\3
a) li (1+j - |im[(1+j )
X—>o0 X X—>00 X
X

3x
b) Iim(1+)2(] _ lim [1+X1)2 _ ¢

X—>0

% Y Y 1
¢) lim 1—) =Iim((1+) j ~ lim [(u) ) _etot
X—>00 X X—>0 —X X—>—00 X e

a) Korko lisatdan padomaan vuosittain, joten loppupdédoma on (1+—)10 10000 €

=1,015*°10 000 € ~ 11 605,41 €.

b) Korkotekija  on 1+ ——— =1,00125, joten loppupddoma on

100 12

1,00125"1°10 000€ ~ 11 617,25 €.
1510
c) Loppupédoma on e 100 .10 000 € ~ 11 618,34 €.
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4,0-0,5
128. e 190 .800 ~ 816. Tilavuus lisdantyy noin 16 litraa.

129. Auton arvo vaheni joka vuosi p prosenttia, joten o =1— % Auton arvo 10 vuoden

3500 7
= — ja positiivinen juu-

kuluttua oli ™ -30 000 = 3500, josta a*® =
30 000 60

Mo = 1‘0/% ~ 0,807 . Auton arvo vahenee 1- 0,807 = 0,193 eli 19,3 %.

130. Padoma k kasvaa vuodessa arvoon K + bk = @+ P —)k.
100 100

Olkoon korkokanta g, kun korko lisatd&dn padomaan puolivuosittain. Talléin vuoden

aikana padoma kasvaa arvoon (1 + g kK + g @+ g Yk = @+——)%k
1002 1002 100-2 100 2

. p q
Tulos pysyy samana, jos (1+—)k = (1 + k.
pysyy jos ( 100) L+ 100, 2)

a

1+2 = @+—3 )2 josta vain positiivinen juuri kelpaa, joten 1+ —2—
100 100-2 100

= 1/1+L , josta H:100 1/1+i—1 jaedelleen g = 200 1/1+L— :
100 2 100 100

131. Merkitaan korkokantaa kirjaimella p ja lahdeverotettua korkotekijéé kirjaimella

g=1+ 100p Tilin saldo on toisen vuoden alussa 5 000qg + 4 500 ja kolmannen

vuoden alussa q(5 000q + 4 500). Tulee olla 5000q° + 4500q = 9 894,85 eli
50q° + 45q — 98,9485 = 0. Taman toisen asteen yhtalon positiivinen ratkaisu on

§ = 0,01(—45+ [21814,7 ) ~1,0269800. Tallgin p = 2241

~ 3,800.
0,71

Vastaus: Korkokanta oli 3,80.

Huomautus: Talletusten lahdevero oli vuoden 2004 loppuun saakka 29 %, ja vuoden
2005 alusta alkaen se on ollut 28 %.

1

133. Funktio f (x) = (1+X)* ei ole méaritelty kohdassa x = 0 \
eikd arvoilla x <-1. Muilla arvoilla funktio on maaritelty. \
Raja-arvo Iim f (x) saadaan graafisesti esimerkiksi trace-

NS
3

A

7
w

1
toiminnolla. Koska lim (1+ x)x = Ilm(1+—)X =eja

x—0+ I —

) S

1

lim (1+x)X— I|m (1+—) =e, niin I|mf(x) e.
x>0~ -1 1 2 3

H>

<Y
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4 Logaritmiyhtdld
134. a)Ehto: x>0. Inx=2eli Inx =Ine?, josta x = e?
b) Ehto:x > —-1. Ig(x+1) =0, kun x+1=1 jaedelleen x =0
c) Ehto:x>0. log, % =3 eli log, % = log, 3?, josta % = 27 jaedelleen x = 81.

d) Ehto:x>0. 2lgx=1celi lgx? =1, josta Igx? =1g10 jaedelleen x? =10.
Juurista vain x = +/10 toteuttaa yhtalon.

135. @) Ehto: x>0 b)  Ehto:x>0
lgx =4lg2 IN12—Inx=1In3
lgx =1g2* =1g16 In%:ln?,
X =16
2_y
X
x=4
¢) Ehto: x>0 d) Ehdot: x+1>0jax-1>0
log, x=1log,5+1 )
log, x =log, 5+ log, 2 yhdessd: x > 1
log, x=1log, 10 In(x+1) +In(x-1) =1
x=10 In(x+1)(x~1) = Ine
(x+D(x-1)=e
x2-1=e
x=+e+1

Vastaus: X =+/e+1

136. a) Ehdot x >0 ja +/x > 0, joista yhdistettyina tulee x > 0.
2Inx =1, josta In(\/;)2 =lelilnx=1Ine jaedelleen x =e.

b) Ehdot: x? —x >0 ja x> 0, joista yhdessa tulee x > 1.
lg(x*> — x) — g x = 0 eli Ig(x* — x) = lg x. Siitd x* — x = x ja sievennettyna
x? —2x =0.Juurista x = 0 tai x = 2 vain x = 2 kdy vastaukseksi.

c) Ehdot: 2—x>0 ja 2+ x> 0. Ehdot yhdessa: —2 < x < 2
lg(2 — x) + Ig(2 + x) = 2, josta lg(4 — x?) = 1g10?. Yhtalélla 4 — x*> =100 eli
x® = —96 ei ole reaalijuuria. Vastaus: ei ratkaisua

d) Ehto: x>0
logs x> = 6, josta logs x* = logs 5°.
Yhtalén x3 = 5° juuri on x = 5% = 25.

137. a) Yhtaloon Ig x —1g(10— x) = 0 liittyvét ehdot ovat x >0 ja10—-x >0
eli 0 <x<10.
lgx—1g(10—x) =0, josta x =10 — x jaedelleen x =5.
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138.

139.

140.

141.

b) Yhtaloon Ig x —1g(10 — x) =1 liittyvat ehdot ovat x > 0 ja 10 — x > 0 eli

=10 ja siit4 ratkaisu

0 < x <10. Esitysmuodosta IgL =1g10 seuraa X
10— x 10

1
X=9—,
11

a) Yhtalosn In(x +1) —In(x —1)% = 0 liittyvét ehdot ovat x > —1 ja x = 1.
In(x+1) —In(x-1)%> =0, josta In(x + 1) = In(x —1)® ja edelleen x +1 = (x —1)2.

Tama yhtalo sievenee toisen asteen yhtaloksi x> —3x = 0. Sen juuret x = 0 ja
x = 3 ovat annetun yhtalon ratkaisut.

b) In(x+1) —2In(x—1) = 0. Mé&&rittelyehdot ovat x+1>0 ja x—-1>0eli x > 1.
In(x+1)—2In(x-1) = 0, jolloin In(x +1) —In(x —1)? = 0, josta
In(x +1) = In(x —1)? jaedelleen x +1 = (x —1)*. T4ma yhtalo sievenee toisen
asteen yhtaloksi x? —3x = 0. Sen juuret ovat x = 0 tai x = 3. Vastaus: x = 3

a) Ehtoon x > 0.
Saatetaan epayhtild In x < 3 muotoon In x < Ine®, josta aidosti kasvavuuden pe-
rusteella x < e*. Yhdessa maérittelyehdon kanssa: Vastaus: 0 < x < e®

b) Ehtoon x > 0.
lgx >4, josta Ig x > 1g10* ja edelleen x >10000. Vastaus: x >10000

c) Ehtoon x> 0. log, x <5, josta log, x < log, 2°
jaedelleen x < 32. Madrittelyehdon kanssa: Vastaus: 0 < x < 32
d) Ehtoon x > 0. logy, X > 1, josta logy,; x > logg, 0,1.

Kantaluku 0,1 < 1, joten logaritmifunktio on aidosti vaheneva.
Siis x < 0,1. Liitetddn tdhan mukaan maérittelyehto.  Vastaus: 0 < x < 0,1

a) Ehtoon x > 0. Funktio f(x) = In x on aidosti kasvava.
Inx <Inl3, josta x <13. Vastaus: 0 < x <13

b) Ehto on x > 0. Funktio f(x) = Ilg x on aidosti kasvava.
lgx #0, josta x = 1. Vastaus: x >0 ja x #1

c) Ehto on x > —1. Funktio f(x) =log; X on aidosti kasvava.
log;(x +1) > 2, josta log;(x +1) > log, 3%, Vastaus: x > 8

d) Ehto on x > —1. Funktio f(x) =log, x on aidosti kasvava.
log,(x+1) <log, 2, josta x +1< 2 jaedelleen x <1.Vastaus: —1< x <1

a) log; 700 = 19700 ~ 5,9631 b) log, 22 = |:;_222 ~ 4.4594
g
¢) logs /3 = '?f ~ 0,3413
g
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142. Ehdotx>0ja x —1> 0 yhdessa: x >1
lg(x—1) =1gx—1, josta Ig(x —1) = lg x — 1910 ja edelleen Ig(x —1) = Ig%

Yhtalon x-1= X ratkaisu on x = 11 )
10 9

143. Yhtalén madarittelyehdot: x > 0
lgx -10 =0 tai lgx? —1=0, joista Ig x =10 tai lgx? =1 eli Igx* =1g10.
Ig x = 1g10% tai x? =10, joista x = 10" tai x = +4/10.

Vastaus: X =+/10 tai x =10

Xy = 490

muuttujiin
lgx—-Ilgy=1

144. Merkitaan kysyttyjé lukuja kirjaimilla x ja y. Yhtaloparin {
liittyvéat endot ovat x >0 jay > 0.
Alemmasta yhtalosté tulee Ig X Ig10, josta X _10 jaedelleen x =10y. Sijoite-
y y
taan tama ylempaan yhtaloon, jolloin saadaan 10y -y = 490 ja edelleen y? = 49,
josta y = +7.Vainarvo y = 7 kay, jolloin x = 70.

Vastaus: Luvut ovat 7 ja 70.

145. Funktio f(x)=./1-In(x—2) on madritelty ehdoillax-2>0ja 1-In(x—2) >0 eli
x> 2 ja In(x —2) <1. Jalkimmainen ehto edellyttég, etti 0 <x -2 <e, josta
2 < x < e+ 2. Ehdot yhdistaimalla saadaan vastaus 2 < x <e+ 2.

146. Yhtalosta log, i = -3 saadaan i = 273 =0,125. Virta on 125 mA.

147. Kirjoitetaan yhtalé log, 128 =t muotoon 2' =128 = 27, Siita nahdaén, etta kysytty
aika on 7 tuntia.

148. a) Helsingin vékiluku on 559 000 (1.1.2005). K&velynopeudeksi (m/s) tulee
0,2581In 559 + 0,012 ~ 1,6 . New Yorkin vakiluku on 8,2 miljoonaa (vuonna 2004),

joten siella kdvelynopeudeksi tulee 0,258In8200+ 0,012 ~ 2,3.

b) Ratkaistaan t yhtalostad 1=0,258Int +0,012. Saadaan 0,258Int = 0,988, josta

0988 .

Int ja t = 46 . Suomen kaupungeista ldhinnd 46 000 asukkaan kaupunkeja

ovat Mikkeli ja Porvoo (1.1.2005).

149. 9,0 = % lgE, — 7,9, josta %Ig E, =16,9 jaedelleen IgE, = %16,9 ~ 25,35, jolloin

E, ~10%* . Vastaavasti 6,4 = %Ig E, - 7,9, jostatulee E, ~10°**.

E, : E, =10%% :10%* =10%*% ~ 7943. Vastaus: 7 900 -kertainen
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150. Kun Richterin asteikon lukema on 6,8 ja jaristyksessa vapautuva seisminen energia
E, , niiden valilla on yhtald IgE, =118 +15-6,8 eli IgE, = 22,0, josta E, = 10%.
Kun seisminen energia on 50 % suurempi, niin lg1,5-10% =118 +15M,, jossa M,

on vastaava Richterin asteikon lukema. Saadaan M, = % ((Ig15-10%) —118) =

% (lg15+10,2) »6,917. Vastaus: 6,9

5 Logaritmifunktion derivaatta

157. Funktio f (x)=3x—xInx on madritelty, kun x > 0. Sen derivaatta on

f'(x)=3-(Inx+ x-l) =3-Inx-1=2-Inx. Derivaatan ainoa nollakohta on
X

x = e2. Merkkikaavion mukaan funktio on aidosti e, + T
kasvava valilla 0 < x <e?.

<y

0 e

158. Funktio f (x)=Inx—x* on maaritelty annetulla valilla 0 < x < 2. Sen derivaatan

f'(x) = 1 2x ainoa nollakohta on x = % . Funktio on aidosti kasvava, kun
X
0<x< % ja aidosti vaheneva, kun x > % joten funktion suurin arvo on
Fety ot ol oot o IN2H G847 Koska fim f(x) = o,
2 J2 2 2 2 2 X0+

funktio saa suurimman arvonsa ohella myos kaikki sitd pienemmat arvot.

159. Funktio f on maaritelty, kun x* — x > 0 eli x(x? —1) > 0. Oheisen merkkikaavion

perusteella x® —x>0,kun —1<x <0 tai x>1. N
X2 - + - | -

Derivaattaon f'(x) = (x* —x) ™ (3x? —=1). Deri-  ¥-x - | + | -

vaatan nollakohdat ratkaistaan yhtalosta 1 0 1

J3

kuuluu maarittelyalueeseen. Derivaatan merkkikaavion nojalla aariarvokohta on
maksimikohta.

(x3 —x) ™ (3x? =1) = 0, josta tulee x = i% ~ +0,58. Vain x = I -0,58

- 1 2 3yl
Maksimi on f(——=) =In—= =~ -0,95. x*-x) + ] +
\/§ 3\/5 3x*-1 + | -
Vastaus: Méarittelyalue on —1 < x < 0 tai f'(x) _
. .. 1 2 -1
x >1 jamaksimi f(-—=) =In—— ~ -0,95. 1 = 0 1
NEE N "
1 1 1 1
160. a)Dlog,x = —— b)DIgx = ——— c)Dlg= = —
) % xIn3 )Dlg x1n10 ) gx x1n10
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161.

162.

163.

164.

165.

166.

X b) Dlog, 3x = s _1
(x? +1)In10 3xIn2  xIn2
2x 2
x>In2  xIn2

a) DIg(x® +1) =

c) Dlog, x? =

Kirjoitetaan epayhtalo In x >1—— muotoon In x+—-1>0 ja merkitadan
X X

f(x)=In x+1—1, x> 0. Derivaatta f'(x) = l—iz saa arvon nolla vain kohdassa
X X X

x = 1. Se on funktion pienimman arvon kohta. Pienin arvo  §(x) 4

on 0, joten f(x) >0 Kaikilla x > 0. Néin ollen Inx >1— = 0 1

X

<Y

aina, kun x > 0.

Epdyhtalot Inx < x—1ja Inx—x+1<0 ovat yhtépitavid. Merkitdan
f (x) =Inx—x+1, jolloin funktio f on arvoilla x > 0 mé&aritelty ja jatkuva. Derivaa-
tan f'(x) = i—1 merkki vaihtuu sen ainoassa nollakoh-
X f'(X) | + L=

0 1

Xy

dassa x =1 kuvan osoittamalla tavalla, joten kyseisessa
kohdassa funktio saa suurimman arvonsa f (1) =0. Silloin
f (x) <0 kaikilla x > 0, joten epayhtal6 Inx — x +1<0 toteutuu identtisesti.

(Inx)?

a) Funktio f (x) = on madritelty ja jatkuva f'(x)

: . Inx(2—-1Inx
arvoilla x > 0. Sen derivaatan f'(x) :¥ YA
X y =x2Inx

nollakohdat ovat 1 ja e?. Derivaatan merkkikaaviosta

paatellaan, ettd f (1) =0 on minimi ja f (e?) =;iz on /

\ y=i
—

b) Funktio f (x) = x*Inx on arvoilla x > 0 maritelty 1
ja jatkuva. Derivaatan f'(x)=x(2Inx+1) ainoa

H

maksimi. Ndin maaraytyvat kayran adriarvopisteet.

1 s . . - ) 1
nollakohta — on minimikohta, jossa funktio saa samalla pienimman arvonsa ——.

% 2
T T DT,
Kuvaajan minimipiste (——,—-—) on ainoa &ériarvopiste.
Je' 2e
Olkoon voitto v(x) = 400In(5x+10)— =, x> 0. Deri- ~®__ | + | -
3 0 1198 X

vaatan v’ (x) = ioz—% ainoa nollakohta on 1 198. Merkinvaihto osoittaa sen mak-
X+

simikohdaksi, jossa funktio v samalla saavuttaa suurimman arvonsa.

Muodostetaan funktion f (x) = Inx erotusosamaaré kohdassa x = 6. Sen raja-arvona
. .. Inx—=In6 1
on derivaatta vastaavassa kohdassa eli lim s f'(6)= 5

X—6 X —
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167. Funktion f (x)=x+In x—i derivaatta f'(x) = 1+1+i2 on madrittelyvalilla x > 0
X X X

positiivinen. Funktio f on siis aidosti kasvava, joten silla on kaanteisfunktio f .
Ké&anteisfunktion derivaatta on laskettava kohdassa y = 0, jota vastaava x:n arvo 1

saadaan yhtalon x + Inx-1-0 juurena. Silloin (f 1)’ (0) 1
X f' @) 3

168. Kaéyrélle y =Inx kohtaan x =a piirretyn tangentin YA
. 1. .
kulmakerroin on =, joten pisteeseen (a,Ina) asetetun
a

normaalin kulmakerroin on —a ja yhtélo
y—Ina=-a(x—a). Normaali leikkaa x-akselin koh-

Ina e .. ]
dassa a + —. Tehtdvassa mainitun kolmion ala on

a
1 Ina Ina)? . Ina(2-1Ina) .
A(a)==- ‘Ina= (Ina) . Derivaatan A'(a) = # ainoa nollakohta on
2 a 2a 2a
_ : : . 2
e®. Se on maksimikohta, jossa funktio saa samalla suurimman arvonsa A(e?) = —.
e

169. Logaritmin maéarittelyehto x > 0. Muodostetaan funktio f(x) = x —21In x, joka on
jatkuva ja derivoituva arvoilla x > 0.

f%ﬂ=l—3Jaf%m=o,mnx:z_
X

Arvoilla0<x<2on f'(x)<0,jakun x> 2,0n f'(x) > 0, joten funktiolla on
minimiarvo ja samalla pienin arvo kohdassa x = 2. Tama pienin arvo on
f(2)=2-2In2~0,614 >0, joten x—2Inx > 0. Siisyhtalolla x—2Inx =0 ei
ole reaalijuuria.

170. Kayrien y = f(x) = 2Inx

ja y =g(x) = 2xInx yhteisten pisteiden x-koordinaatit

. . 21N X
saadaan ratkaisemalla yhtélo

= 2x1In x, x > 0. Yhtélo sievenee yhtaloksi
1 = X, jonka ratkaisuista x = £1 vain x =1 kelpaa.
X

1
2:—x-2Inx-1
fr(x)=—2=% :2_2|nxjag'(x)=2|nx+2x-£:2Inx+2.
x? X2 X

Koska kéyrien kulmakertoimet f '(1) =2 ja g'(1) = 2 kohdassa x = 1 ovat samat,
kayrat sivuavat toisiaan.

171. Kéyrilla y=x?ja y= _InTx on yhteinen piste, jos yhtalolla x* = _InTx’ x>0,0n

: e s In . - In
ratkaisu. Yhtalo kirjoitetaan muotoon x? + 7)( =0 jamerkitdan f(x) = x? + TX
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172.

Funktio f on jatkuva ja sen derivaatta f '(x) = 2x + %E >0, silla x > 0, joten
X

funktio f on aidosti kasvava. Koska f(%) = %— In72 <0ja f(1) =1> 0, funktiolla f
on ainoa nollakohta x, valilla]%, 1[. Siis yhtalélla x? = _InTx on tarkalleen yksi
juuri ja annetuilla kayrilla ndin ollen vain yksi yhteinen piste.

Koska derivaatta yhtalostd y = x? on y'= 2x ja yhtalosta y = _InTx vastaavasti
y'= —%, on yhteiseen pisteeseen asetettujen kayrien tangenttien kulmakertoimien

tulo 2X0(— 2—] = —1. Siis kayrét leikkaavat toisensa, ja koska tangentit ovat koh-
Xo
tisuorassa toisiaan vastaan, kayrien valinen kulma leikkauspisteessa on 90°.

Sovelletaan tietoa, ettd Iny <0, kun O<y<1,jalny>0, kun y>1.

2—x>1 kunx<1, In(2 - x), kun x <1,
0<2-x<lkunl<x<2, —In(2-x),kunl< x < 2,
0<x—2<lkun2<x<3, —In(x-=2),kun2 < x < 3,
X—22>1 kun x >3, In(x—2), kun x > 3.

Koska |x - 2| = niin f(x) =

Funktio f on aina ei-negatiivinen, ja f(x) = 0, kun 2 — x =1 ja x — 2 = 1 eli muuttujan
arvoilla 1 ja 3. Funktio saa siis pieniman arvonsa 0 arvoillax =1 jax = 3.

Muodostetaan funktion derivaatta:

f’(x):—i:i,kunx<l f'(x):——L :L,kun1<x<2,
2-X X-2 2—X 2—X
f'(x)=—i,kun2<x<3 f’(x):i,kunx>3.
X—2 X—2
|
Derivaatta f'(x) >0, kun 1 <x <2 tai x> 3, joten
funktio f on naillé valeill kasvava. / \ J= k-2
— 1 =
\ = /
Derivaatta f'(x) <0, kun x < 1tai 2<x<3, joten
funktio f on nailla véaleilla vaheneva. o 1 4 3 4 X
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Eksponenttifunktio

1 Eksponenttifunktio

173. Ohessa ovat eksponenttifunktioiden f(x) = 4* ja
f(x) = (%)X kuvaajat.

vA

4™~ 0,2 4% ~53 \ /
025" ~ 35 0,25°% ~ 0,3
] X
YA
174. a) 0,7 =0,5, y=0,7
kun x ~ 1,9.
b) 0,7 =15, \
kun x ~-1,1. \
c) 0,7% =35,
kun x ~ —3,5.
\\
1 X
—q9X M
175. Ohessa ovat kayrat y =1,4*, y=3-27" ja =32
y = e**2 kuvaajat. Y/
176. a) Funktion f(x) = (a—2)* maarittelyehto on / y=1fV
a—-2>0,jostaa>?2. //
b) Funktion f(x) = (a® —2)* maérittelyehto on yl=e¥F2 N
a?-2>0,josta a<—/2 tai a>~/2. Iz |

-1

1

177. a) Eksponenttifunktion f(x) = (i/i)x lausekkeessa kantaluku > 1, joten funktio on

aidosti kasvava.

b) Eksponenttifunktion f(x) = 0,99* lausekkeessa kantaluku < 1, joten funktio on

aidosti vaheneva.

c) Eksponenttifunktion f(x) = 1,01 lausekkeessa kantaluku > 1, joten funktio on

aidosti kasvava.
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178.

179.

180.

181.

182.

183.

On annettu funktio f (x) =2e*™.
a) Muuttujan x arvo kasvaa arvosta 1,0 arvoon 1,1. Silloin funktion arvo kasvaa
2e1,l—1 B 2e1,0—l
2e1,0—l
b) Muuttujan x arvo kasvaa arvosta 10,0 arvoon 10,1. Silloin funktion arvo kasvaa
2e10,1—1 _ 2e10,0—1

=% -1~0105=105%.

01 4 B
2pl0.01 =e " -1~0105=10,5%.

¢) Muuttujan x arvo kasvaa arvosta 100,0 arvoon 100,1. Silloin funktion arvo kasvaa
0g100.1-1 _ 94100,0-1

_ a0l 1o _
£g10001 =e "~ -1~0105=105%. VA I
7A
/ ] X
Funktion f(x) =3* —3x? nollakohdat ovat x ~ —0,5
(likiarvo) ja x =1 (tarkka) seka x = 3 (tarkka). / \ /
Derivaatan nollakohdat ovat x ~ 0,2 ja x ~ 2,3. /

a) Eksponenttifunktio f(x) = (a—4)* on aidosti vaheneva, kun 0 < a -4 <1, josta
4<a<y.

b) Eksponenttifunktio f(x) = (a® —4)* on aidosti vaheneva. kun 0 < a? —4 <1.
Ehto 0 < a® — 4 toteutuu, kun a < -2 tai a > 2. Ehto a® —4 <1leli a> -5<0 to-
teutuu, kun —+/5 < a < +/5 . Ehdot toteutuvat samanaikaisesti, kun — /5 < a < —2
tai 2<a<+5.

Valosta paasee lapi f(5) = 0,73%a ~ 0,21a. T4ss4 a tarkoittaa valon maaraa ilman
suodattavia muovilevyjad.  Vastaus: 21 %

Olkoon f (t) populaation koko t:n tunnin kuluttua valitusta ajankohdasta laskettuna.

Koska muutokset ovat yhta pitkina aikavaleina suhteellisesti yhta suuria, kasvu on

eksponentiaalista, joten f(t) = k-a'.

a) Kasvutekija a = 1,30. Sovitaan, ettd tarkastushetkella t = 0, jolloin f(0) =k =233
jasiis f(t)=233-1,30". Kaksitoista tuntia ennen tarkastushetke& on t = —12, jolloin
populaation koko oli 233-1,30™ ~10.

b) Puolen vuorokauden péaasta populaation koko on f (12) = 233-1,30*? ~ 5 428.

Vastaus: a) 10  b) 5430

Olkoon b bakteerien méaara alussa. Kahdeksan tuntia on i = = vuorokautta. Bak-
teerien maara t:n vuorokauden kuluttua on 4'b, joten 8 tunnin kuluttua maara on

1
43pb ~1,587b . Vastaus: 58,7 %
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2 Eksponenttiyhtdld

190. a) e* =1, josta e* =e° jaedelleen x = 0.

b) XX —1 josta e X = ¢° jaedelleen x° + 4x% + x = 0. Yhtalosta
x® +4x% + x = 0 saadaan x(x® +4x+1) =0, josta x =0 tai x> +4x+1=0. Jal-
kimmaisen yht&lon ratkaisu on x = -2 + V3. Vastaus: x =0 tai x = -2++/3

191. a) Yhtild (e* —e)(e?* —1) =0 toteutuu tarkalleen silloin, kun e* =e tai e** =1.
Néistd ndhdaén suoraan ratkaisu: x = 1 tai x = 0.

Jk

b) Muunnetaan yhtals k - k 2* =7 muotoon k -k? -k2? =+/k jaedelleen

1
=k 2. Eksponenttien vertailu antaa 3+ 2x = % , josta x = —% = —1% :

k3+2x

192. a) Kun joukossa on x alkiota, silld on annetussa tapauksessa 2* =1024 osajoukkoa.
Koska 1024 = 2'°, on haettu alkioiden maara x = 10.

193. a) 6" =5 x=l0g 5= "2~ 0,90  b) 5" =50 <> x = log. 50 = 720 ~ 2.43
In6 In5
c) 0,3 =10 x= Iog()310=|n—10z—1,91
' In0,3
194.3)  10¥=3 |Ig b)  10X=555 |Ig 9 166%=2]In
1g10* =193 lg10* =1g55,5 In1,66% =1In2
xlgl0=1g3 xIn10=1g55,5 xIn1,66 =In2
x =193~ 0,477 x =1955,5~ 1,74
g 9 L __In2 137
In1,66
d  099%=075 |In &  33¥=7 [ ) e*=5 |
In0,99% = In0,75 In3"* =In7 Ine®* = In5
xIn0,99 =1n0,75 1,5xIn3=1In7 2xIlne=1In5
=:”8’;§’~2&6 L In7 o118 2x:||ng
e 15-In3 X =2~ 0,805
2
195. a) e* =3 < x=In3~110 b) e* =100 < x =1In100 ~ 4,61

e =e’o2x=2<x=1 d)14-10* =56 < 10* =4 < x =1g4 ~ 0,602
e) 7=2-10* < 10* =35 < x = g35~ 0,544

0,058 0,058 1, 0,058
s o Xx= Elg

f) 6-10%* = 0,058 < 10%* = o 2x=1g ~-1,01
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196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.

X y 3y o . . - . X+2y=4
Koska 2 =8 = 2%, on x = 3y . Tdman sijoitus yhtaloryhmaén )

X_8y

ensimmaiseen yhtaloon antaa 3y + 2y =4 eli y = g , jolloin x = %

Vastaus: x = 12 jay= 4
5 5

Muutetaan yhtald 2-4* —17-2* +8 =0 muotoon 2-(2*)?> —17-2* +8=0. T4méan

toisen asteen yhtalon ratkaisut ovat 2* = 5 tai 2 =8, joista x = -1 tai x = 3.

Muutetaan yhtal e?* —3e* —10 = 0 muotoon (e*)? —3e* —10 = 0. T4mén toisen

asteen yhtalon ratkaisut ovat e* =5 tai e* = —2. Jalkimmainen yhtalo on identtises-
ti epatosi. Yhtalosta e* = 5 saadaan x = In5.

_1g1000 000

1,01' -1=1000 000, josta tlg1,01=Ig1000000 ja t 0L
gl

~1388,45.

Vastaus: 1 390 vuodessa

Olkoon alkuperainen arvo k. Koska arvo vahenee 11,5 % vuosittain, muutostekija on

1—% = 0,885. Jos esineen arvo n:n vuoden kuluttua on kolmasosa alkuperaisesta,

niin 0,885 -k = % k. Jakamalla k:lla ja ottamalla logaritmit saadaan

—In3 ~ 8,99. Kysytty aika on noin 9 vuotta.

n-In0,885=-1In3, jostan =
In0,885

Aika, jossa bakteerimaara kaksinkertaistuu, ratkaistaan yhtalosta 2 000 =1000-1,22".

Logaritmeja kdyttden saadaan yhtélo In2 =t-In1,22, josta t = In|:—222 ~ 3,5. Kysytty

aika on noin 3,5 vuorokautta.

_1-eM2 1-2 1 1-¢*
f(In2) = iz == kun f(x) = v
1-e* 1 . X x - X : 2

- :E,josta 2—2e" =e”.Yhtalon 3e” = 2 ratkaisu on x = Ing ~ —0,405.
e

. Funktion f arvo on % kun

Ajan t kuluttua radioaktiivista ainetta on jaljella maara m = 402799462 glkuarvon

ollessa 40 (mg). Sijoitetaan m:n arvoksi 20 ja ratkaistaan syntynyt yhtalo t:n suhteen,
jolloin saadaan puoliintumisaika.

Saadaan aluksi 20 = 40-272%%2 ‘josta 0,5 = 279942 Ottamalla logaritmit puolittain
In0,5

paastaan yhtaléon In0,5=-0,0462t-In 2, josta ratkecaa t = ——— ~
—0,0462-In2

216.

Puoliintumisaika on 21,6 vuorokautta.
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204.

205.

206.

207.

208.

a) Arvolla x = 0 riski on 1 %. Arvolla x = 0,3 prosentuaalinen riski on

y =e?1°93 1+ 1 9. Nahdaan, etta riski on dskeiseen nahden lahes kaksinkertainen.
b) Asetetaan y:n arvoksi 100 ja ratkaistaan yhtalo x:n suhteen.
100=e**"* |In
In100=2,14x-Ine
In100 =2,14x . . .
In100 Onnettomuuteen joutumisen riski on 100 %
=S " 2,2 promillearvolla 2,2 %o.

a) Sijoitetaan yhtalosn E = E,e™ arvot E, =400 Ix, E =305 Ix ja x=0,10 m ja
ratkaistaan k.

Yhtalosta 305 Ix = 400 Ix - e %™ saadaan %g = e ¥010M Ottamalla puolittain
In 305
logaritmit tulee Inﬁ =-k-010m-Ine, josta k = __400 2,71i.
400 -010m m
. v . . -2, 1i-0,50 m
b) Valaistus vedessa puolen metrin syvyydessd on E =400 Ix-e =~ ™ ~103 Ix.

Jos ainetta alussa on m ja puoliintumisaika on T tuntia, ainetta on viiden puoliintu-

5
misajan (5T) jalkeen viel jaljella (%} m= ém =0,03125m eli 3,125 %.

Olkoon laékeaineesta poistunut 99 % ajan xT tuntia kuluttua. Tall6in on

1
X In——
1 m :im,josta xIn1 = Ini jaedelleen x = 100 _ In100 ~ 6,64386.
2 100 2 100 Inl In2

Koska 15 < T <18, on 15. 1290 _ g < 15,1010
In2 In2

eli likimain 99,7 < xT <119,6.

Vastaus: 3 %, 100-120 h

Ostettaessa n arpaa on ainakin yhden voiton todenndkoéisyys P(ainakin yksi voitto) =

n n
1 - P(ei voittoa) = 1— 9 . Siten P(ainakin yksi voitto) > 1 kun 1— ) > 1
20 2 20 2

n
eli (Ej < 1 , josta n IgE < Igl. Tastd saadaan n >
20 2 20 2

Vastaus: vahintédén 14 arpaa

P(ainakin yksi palanut sulake) = 1 — P(ei yhtaan palanutta sulaketta) = 1 — 0,97".
Ehtoon 1-0,97" > 0,12, josta saadaan 0,97" < 0,88 ja edelleen n-1g0,97<1g0,88.
190,88
> 9777

> ~ 4,2, joten vast nbs.
190,97 ,2, joten vastaus on 5
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209.

210.

P(ainakin yksi taimista ja& eloon) = 1 — P(yht&an tainta ei jaa eloon)
=1-0,4"> 0,99. Sievennyksen jalkeen 0,4" <0,01 ja edelleen logaritmien avulla
nlg0,4 <1g0,01. Jaetaan epayhtald negatiivisella luvulla Ig 0,4, jolloin saadaan

|gO 01_ _2
IgO 4 " 1904 ~5,026.

Vastaus: On istutettava 6 tainta.

a) Silmélukujen summa X voi saada arvot 2, 4, 6, 7, 9 ja 12. Vastaavat todennakai-

1 11_111_1 11_1 11_1. 11 1

syydetovat —, 2. - - =—-, = ==, 2. .- ==- 2. —=—ja—-— = —.

36 63 933 9 62 6 32 322 4
E(x)—i2+l4+l6+£7+l9 1 2:81
36 9 9 6 3 4 3

b) P(ainakin yksi kolmonen) > 0,95 eli 1 — P(ei yhtadan kolmosta) > 0,95. Téasta

n n
saadaan edelleen yhtélo 1—@} > 0,95eli [%) < 0,05. Ottamalla logaritmit saa-
Ig 0,05

daan n Ig% <1g 0,05, josta n > ~ 7,4. Tarvitaan véhintaan 8 heittoa.

lgZ
g3

3 Eksponenttifunktion derivaatta

217.

218.

219.

Funktion f(x) = Ae* + 2Be™ derivaattaon f’(x) = Ae* —2Be™*. Koska f(0) =1,
on A+2B =1.Koska f'(0)=2,0on A-2B = 2. Saadun yhtéloparin ratkaisu on

=§ja B=—1. Vastaus: A=§ja B-_1

a) Funktion f(x)=e*2 +x3 —1 derivaattaon f'(x) = 2e?*% +3x?.

b) Pisteeseen (1, 1) piirretyn tangentin kulmakerroin on f’(1) = 2e° +3 =5 ja yhtalo
y—-1=5(x-1) eli y=5x-4.

c) Tangentti leikkaa x-akselin pisteessa (g, 0) ja y-akselin pisteessa (0, —4). Pisteita

yhdistavan janan pituus on \/(g ~0)% + (0 (-4))* = @ ~4]1.

YA

N

Funktio f (x) = xe'™ on maéritelty ja jatkuva
koko R:ssd. Muodostetaan funktion derivaat- -
ta: f'(x) =™ +xe’™* . (-1) = *(1-X).
Derivaatan ainoa nollakohta on x = 1. Siin&
funktiolla on maksimi f (1) =1. /

e

xel

15

L
[==Y
=
PO
P
O
Oy

<y

H=

N
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220.

221.

222.

223.

224,

225.

226.

Funktion f(x) =80(e ™ —e ) derivaatta f'(x)=80(—e* +2e72*) on nolla, kun
2X

—e ™ +2e =0, josta e = 2e7*. Edelleen =2, jostae* =2 jax=In2.

X

e
Kohdassa x = In 2 on maksimi 0 In2
f(In2) =80(e "2 —e2n2) ') ¥ - >
— 80(e" 2t _ g 2‘2) f(x) -~ ~ X
_ 80(2‘1 _ 2—2) - 20 min maks
Minimikohta x = 0 ja minimi f(0)=80(e™® —-e%°)=0.
a)D2* = 2%In2 b) D(10* + x) = 10* In10 +1
c)D(x+1):3"=(x+1):3"In3+3"
a) D22 = 2.22|n 2 b) D10* = 2x-10% In10

c)Dx-3*=3"-x-3"In3

Merkitaan f(x) =e* +x, jolloin muodostuu kaikkialla jatkuva funktio. Se saa valin
[-1, 0] paatepisteissé erimerkkiset arvot, joten funktiolla on valilla ]-1, O[ ainakin
yksi nollakohta. Koska derivaatta f'(x) =e* +1 on aina positiivinen, funktio on ai-
dosti kasvava. Siksi sill& on tarkalleen yksi nollakohta. VVastaavasti yhtal6lla

e* +x =0 on vain yksi reaalijuuri.

Muutetaan yhtalo 2* + x? = +/2 muotoon 2* + x? —4/2 = 0. Muodostetaan funktio
f(x)=2"+x%- V2, joka on jatkuva ja derivoituva kaikkialla.

f(0)=1- V2 <0 ja f()=3- V2 >0, joten funktion jatkuvuuden perusteella on
ainakin yksi nollakohta valilla ]0, 1].
f'(x) =2"In2+2x >0, kun x > 0, joten funktio on tall6in aidosti kasvava. Siis

funktiolla f on vain yksi positiivinen nollakohta ja yhtalélla 2* + x? — V2 =0 vain
yksi positiivinen juuri.

Muodostetaan funktio f(x) :eix+ X, joka on jatkuva ja derivoituva koko R:ssé.

Osoitetaan, etta funktion pienin arvo on yksi.

Funktion derivaatta on f'(x) = —e* +1. Derivaatan nollakohdassa e ™ =1, josta
—x =0 jaedelleen x=0.
Derivaatan merkkikaavion perusteella minimiarvo 0 0
1 . . X - + >
f(0) = 0 + 0 =1 on samalla pienin arvo. Siis ) < P> X
1 . L e e min
lauseke —-+ x on arvoltaan aina vahintaan 1.
e
Muodostetaan funktio f(x) = x* —e*™* = e*I"* —e* Koska eksponenttifunktio

g(x) = e* on aidosti kasvava, on f(x) >0, kun xIn x > x —1. Tama toteutuu, kun
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2217.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

h(xX) =xInx—x+1>0.Kun x>1,0n h'(x):Inx+x-1—1zlnx20.8iis
X

funktio h on kasvava. Koska h(1) = 0, on h(x) > 0, kun x >1. Ndin ollen my0ds
f(x)>0,kun x>1.

f(x) =0, kun h(x) =0. Koska h(l) =0 ja h'(x) >0, kunx>1, on kohta x =1
funktion h ainoa nollakohta ja my6s funktion f ainoa nollakohta.

a) a(4) =35000-e %% ~15 727, joten auton hinta neljan vuoden ikaisen on noin
15700 €.

b) Uuden auton hinta eli hinta hetkelld t = 0 on 35 000 €. Kysytty auton iké ratkais-
taan yhtalosta 17 500 = 35 000-e % ja saadaan iaksi 3,5 vuotta.

c) a'(t)=—7 000-e %% josta a'(2) ~—4 700 ja a'(10) ~ —950. Saadut arvot ilmoit-
tavat, kuinka suuri (euroina) on auton arvon alenemisnopeus lasketulla hetkelld vuot-

ta kohti
5

Kahvin lampétila (°C) klo 9.30 on y(2,5) = 20+ 75-¢ 3 ~83. Samaan aikaan lam-
-25

potilan muuttumisnopeus (°C/h) on y’(2,5) = —5e 15 ~—4,2. Lampétilan alenemis-
nopeus on siis 4,2 °C/h.

Hetkellinen virta saadaan séhkdvarauksen derivaattana ajan suhteen:

i = 3—? =0,15-(-e®.(-6))=0,9-e™
Latausvirran voimakkuus ampeereina kolmen sekunnin kuluttua latauksen aloittami-
sestaon i(3)=0,9-e%=14.10"°. Virran voimakkuus on 14 nA.

Merkitdaan f(x) =x-2* ja g(x) = In(x +1). Koska f(0)=0-2° =0 ja
g(0) = In(0 +1) = 0, niin origo on kadyrien y = x-2* ja y = In(x +1) yhteinen piste.

Muodostetaan derivaatat: f '(x) = 2" + x-2*In 2 ja g'(x) = Ll Derivaat-
X +

tojenarvot f'(0)=2°+0.-2°In2=1jag'(0) = ﬁ =1 ovat samat, joten kayrat
+

sivuavat toisiaan origossa.

Koska y =b*, niin y’=b*Inb. Yhtéalé y’=2y saadaan muotoon b* Inb = 2b*, josta
Inb=2 jab=e¢?

Koska vékiluku alenee vuosittain 1,2 %, kasvutekija on 0,988. Ajan t (a) kuluttua
vakiluku on n(t) = 6 400-0,988", jolloin n’(t) = 6 400-0,988" -In0,988. Tasta
n’(10) = —68,48, mika merkitsee, ettd vakiluku vahenee vuoden 2015 alussa nopeu-
della 68 henkil6éd/vuosi.

Koska y = 250-1,5%2*, niin y’=250-1,5"?*-In1,5-0,2. Kun seurannan aloittamisesta
on kulunut kahdeksan vuotta, niin y’=250-1,5%8.In1,5-0,2 ~ 39. Kasvuston le-
viamisnopeus on 39 m?/ vuosi.
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234. Funktion f(x)=e™ derivaattaon f'(x) =—e™ <0, joten funktio f on aidosti va-
heneva. Koska f(x) =e™ > 0, funktion f suurin arvo valilla [1, 2] on
f() =e ' <0,4<1 japieninarvo f(2) =e % > 01> 0. Siis 0 < f(x) <1, kun
X e [1, 2].

Toinen derivaattaon f''(x) =e™ >0, joten f' on aidosti kasvava. Koska

f'(x) <0, niin valilla[1, 2] on | f'(x)| < <0,37<04.
4 Potenssifunktion derivaatta
5 5 2 5, y314
238, a)D?{/x—5:Dx5:—x3— x? b) D = Dx* = 4%’
)
2
X _ 1443 _ _ V3-2
c)ng_ﬁ_Dx _(\/§ 1)x
4 1 -+ 1 -3 12 1
d) D =D| =X 2-4x3 |=—=x 24+12x7* =
) (3\/_ x3) (3 J 6 Xt exx

1 4 2z
241. @) D(X’+1) 3=-2x(x*+1) 3  b)D¥Inx =D(In x)4 =

1 2
¢) DVVx3+4x = D(x3 +4x)4 = _ X+4
44/(x3 +4x)®
242. Kayrien lausekkeet ovat: (1) x> (2) x™*3 (3) x?3 4) x°
(5) X2/3 (6) X4/3 (7) X2

Kéyrat on suluilla varustetuin numeroin esitetty alla olevassa kuvassa.

1

4x4/(Inx)?

(©) 03]
VA
(7) 1) (1) ) (6)
©OF
) . O

0
I ———12

1 X
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243.

244,

245.

246.

Koska x =e"™, x>0, niin f(x)=x* = (")* =e*"*, Tall6in
1
fr(x)=e" (@ Inx+x-=)=x*(Inx +1).
X
: . : 1
Funktion f (x) = x*, x>0, derivaatan f’(x)= x*(Inx+1) ainoa nollakohta on =. Se
e
L
on minimikohta, jossa funktio saa pienimman arvonsa f (e ') =e ¢ ~0,692.
Muunnetaan funktion f (x) = xINX (x> 0) lauseke derivoimista varten muotoon toi-
. _ (aInxyInx _ (Inx)2
seen muotoon: f(x)=(e"")"" =e : ' 0 1
Nyt £ (x) = e 21nx. 2 = ximx 210X o ——
y < v f(x) I ~ - X
Derivaatan ainoassa nollakohdassa funktio saa min
pienimman arvonsa f (1) =1.
1
Funktioiden f (x) = x* ja g(x) = x}""* &ériarvot voidaan maarittaa monilla graafisil-
la laskimilla suoraan niiden &ariarvotoiminnolla tai esimerkiksi trace-tomintoa sovel-
tamalla.
y
. y = X1/x
1 2 3 X 1 2 3
maksimi f (2,72) = 1,44 maksimi g(1,65) ~ 1,28
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Lisatehtavia

Yhdistetty funktio

1.

a) g(f(x)) =g(@x+1) = (2x+1)* —1=4x* + 4x
(gof)(3)=4-3+4.3=48

b) f(g(x)=f(x*-1) =2(x*-1)+1=2x*-1
(fog)@B)=2-32-1=17

(ge )0 = g(f(x)= g(x* - x) =3(x* - x) = 3x* - 3x
(fog)x) = f(g(x))= f(3x) = (3x)* —3x = 9x? — 3x

(go F)X) = g(f(x)= g(x* —1) =vx* =1, kun x* =120 elikun |x| > 1.

(go )1 =y(-D*-1=0
(fog))= f(g(x)= f(Wx)=(Xx)?-1=x-1,kun x >0.
(f og)(-1) ei ole mé&aritelty.

a) Siséfunktio on f(x) = 3x. b) Ulkofunktio on g(x) = x3.

(9o F)X)=g(f(x))=g(x+1) = (x+1-1)° = x°

(fog)X)= f(g(x)= F(x-D?)=(x-1)%+1=x%-2x+1+1=x*-2x+2

gof = fog,kun x* = x? — 2x + 2, josta ratkaisuksi tulee x =1.

a)D(2x-1°=3(2x-1)2-2=6(2x-1)?=6(4x* —4x+1) = 24x> —24x + 6
1 16 l 15 l 1 15

b)D(Ex+7) 6 =16(Cx+7)5. = =8(=x+7

) (2X+) (2X+) 5 (2X+)

c)D(Bx-4)2*=-303x-4)"*-3=-9(3x-4)"*

1 5

a) D+/5x = 5=

) N

b) Dv/2x? -2 = ! Ay = 2
24/2x% =2 N2x% =2

OD(X -3 +1)=1-— - gx—1-— X
24/3x% +1 V3x2 +1

1 2X 2X .
f'(xX)=1-———=4Xx=1-———=0,kun 1= ———, josta
242x% + 4 Vox? + 4 Vox? + 4

V2x? + 4 = 2x. Otetaan huomioon ehto x > 0 ja korotetaan toiseen potenssiin, jol-
loin saadaan 2x? + 4 = 4x? eli 2x? = 4 jasiita x = ++/2. Vastaus: X = /2
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9.  Funktion f(x)=(2x+1)° —160x derivaatta f'(x) =5(2x +1)*-2—160 on nolla,
kun (2x +1)* =16 = 2*. Neljannen juuren ottamisen jilkeen saadaan 2x +1 = +2
eli 2x+1=2 tai 2x+1= -2, joista x = % tai X = —g = —1%. Derivaatan merkKki-
kaavion mukaan funktio on aidosti kasvava vé-

1 1 ') S I >
leilld |—o0,—1=|ja|=, 0 . 1 1 X
) 2" 172

10. a) (f o g)(X) = F(g(X)) = f(Xx+/X) = 2(x + VX)? +1 = 2x? + 4x/x + 2x +1,

x > 0. Yhdistetyn funktion derivaatta on (f o g)'(X) = 4X + 6+/X + 2.
b) (go f)(X) = g(f(x))=g(2x*+1) = 2x> +1+/2x? +1. Yhdistetyn funktion
derivaatta on (g o f)'(x) =4x+ L
V2x?% +1
1. F(x)=/g(0,jolloin f'(X)=———.g'(t) ja f/(2) =—~—a=2.
2./9(t) 2.9 3

12.  f(x) = (3x+1)* —12x, joten f'(x) =12(3x +1)> —12. Tangentti on vaakasuora,
kun sen kulmakerroin on nolla. Talléin myds funktion derivaatta on nolla.

f'(x) =0, kun 12(3x +1)® =12 = 0, josta (3x +1)> =1 jaedelleen 3x +1=1.
Saadaan x =0 ja y = (3-0+1)* —12.-0 =1. Vastaus: Tangentin yhtalo on y =1.

Kadanteisfunktio

1. a) f:n marittelyjoukko on [-2, 4]. y“_i
b) f:n arvojoukko on [-1, 6]. yELKX
c) f':n médrittelyjoukko on [-1, 6]. )4
d) f*:narvojoukko on [-2, 4]. e
e) fi(-1)=-2 / * 1 A >
f) f(5)=2 BESEEN

. 1 1 1
2. a) y:—2x,Jostax:—Ey. Vastaus: f (x) :_EX
b) y=x+3,josta x =y —3. Vastaus: f 1(x) = x-3
. 1 1 ) 1 1
C) y=-3x+1,josta x=——y+—. Vastaus: f (X)) = —=x+=
)y j 3V "3 (x) = =3 X+
: s . a 1 3
3. Funktion f(x) =2x -3 kéanteisfunktioon f ~(x) = rl X+ —.

2
-1 = -1 = 1 E = l E —3 = i
(fof™)X)=f(f (x))_f(2x+2) 2(2x+2) 3=Xja

(f Lo f)(x) = f2(f(x)=f 2(2x-3) = %(2x—3)+§:x.
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. 1 . 1 . YA ]
4. Funktion f(x) :§x+1 derivaatta f '(x) = 3 > 0, joten
f
funktio f(x)= % X +1 on aidosti kasvava ja silla on tdmén %
nojalla kdanteisfunktio.
y=%x+1,jostax:3y—3.8iisf1(x):3x—3. 1 X
. 1 5 : , 3, e 3,

5. Funktion f(x) :EX +1 derivaatta on f '(x) = EX >0ja f'(x) = EX =0, kun
x = 0. Siis funktio f on aidosti kasvava, joten kaanteisfunktio on olemassa.

y :%x3 +1, josta x* =2y — 2 jaedelleen x = 3/2y — 2. Siis f *(x) =3/2x-2.

6.  Funktio f on médrittelyjoukossaan [0, oo [ aidosti kasvava, YA fy
joten f ! on olemassa.

. . ) . 1, — |
Merkitaan y = J2x, josta y© =2x ja x = > y“, kun
y > 0. Vaihdetaan saadussa yhtéldssé x ja y, jolloin saa- 1///
daan kaanteisfunktion yhtald: f *(x) = %xz, kun x> 0. L >
Kummankin funktion madrittely- ja arvojoukko on [0, «][.
. 5 160 : : . .

7. Funktion f(x)= §x e kuvaaja on nouseva suora, joten funktio f on aidosti kas-
vava. Siis kaanteisfunktio on olemassa jase on f *(x) = %x + 32. Kéanteisfunktion
arvona saadaan Fahrenheit-lampdtila, kun muuttujan arvo on Celsius-asteina.

. X+ 2 . , .

8.  Funktion f(x) = >’ X > 2, derivaattaon f'(x) = > <0, kunx>2, joten
funktio on aidosti vahenev. Siis f " on olemassa. Johdetaan derivaatta (f *)'(2).
Merkitaan X2 = 2. jolloin x = 6. Siis (f 1)(2) = ——— =~ —_a.

X—2 f'e 1
4
Juurifunktio
1.  Funktio f(x)=+/x?—-3x—+/x+5 on mééritelty, kun x> =3x >0 ja x+5>0,

joista (x <0 tai x> 3)ja x > -5. Ehdot yhdess&d: —5<x <0 tai x >3

Vastaus: Madrittelyjoukkoon[-5, 0] U[3, «f.
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Funktion f(x) =4%/6—x—x? maérittelyehto on — x? —x+6 > 0. Yhtalén
—x% — x +6 =0 ratkaisut ovat x = -3 tai x = 2. Juurrettavana olevan funktion

g(x) = —x? — x + 6 kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, joten vastaus on
-3<x<2.

a)Ehto: x—7>0¢eli x>7.Kun +Vx—-7 =4,niin x—7 =16 ja x = 23.
b) ¥/x =11, kun x =11% =1 331
c) 4/x =8, josta x = 8% = (2°)* = 212 =4 096

1

a) x 3= %, josta x = (2’8)’3 =2% =16777 216

1
b) (x-3)% =2, kun x—3=2%=8, josta x =11

C) vX+1-1=x,kun +/x+1=x+1. Méaarittelyehtonaon x +1> 0, josta x > 1.

Korotetaan yhtald neliéon: x +1 = (x +1)?, josta x* + x = 0. Taman vaillinaisen
toisen asteen yhtalon ratkaisut ovat x = —1 tai x = 0. Ne ovat myds alkuperéisen yh-
t&lon ratkaisut.

3
a) Yhtalon t(n) = 1O‘E{/F juurilauseke potenssimuodossa on ns.

b) Kahden annoksen lammittamiseen kuluu aikaa t(2) =10 - §/2_3 ~ 15 eli noin 15

minuuttia.
3 5

c) Ratkaistaan yhtalé 26 =10 - ?/n_3 Koska n® = 2,6, niin n = 2,63 ~4,9. Sanotus-
sa ajassa, 26 minuuttia, voidaan lammittadé 5 annosta.

a) DA/2x = —— b) D¥/2x =
\/_ \/_ 3\/4x

c)Dxi/? = ng :gg{/x_z

) DV3X+2 = — > b)Dyx?_2x = —2X=2 _ _Xx-1
24/3x + 2 X2 —2x  Jx2—2x

—4x3 2x3
c) DV1-x* = = -
24/1 - x* V1-x*

D%/3-2 -2 b) D¥/5x +1 S
g ’ /(3 - 2x)? : X+ 3(5x +1)*

3 2
C) Dﬂ =Dx 3 = _ 2
X 3x3/x?
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9.  Funktio f (x) =+vx—-2++/5—x on madritelty ehdoilla x—2>0 ja5—x <0 eli valil-
1 N -1
24x-2  24/5-x
arvon 0, kun v/x—2 =+/5-x eli kun x = 3%. Funktion suurin arvo on f (3%) =6

ja pienin f (2) = f (5) =/3.

14 2 < x <5, jolla se on myos jatkuva. Sen derivaatta f'(x) =

Saa

10. Funktio f(x) = %(x +11) — 2+/x + 6 méaritelty arvoilla x > —6. Sen derivaatta on

f'(x)= %— ! =" X > —6 . Derivaatan nollakohta on x = -2 . Derivaatan merkKi-
X+

kaaviosta paatelldan &ériarvon laatu. Saadaan £ (%) _ N

maksimi f (-6) = 2% jaminimi f(-2) =%. 6 2 X

11. Funktio f(x)= \/(a— x)? +(b—x)*>+(c—x)* (a,b,c eR) on méadritelty kaikilla
muuttujan arvoilla. Se saa pienimmaén arvonsa sillda muuttujan arvolla, jolla
g(x) =(@a-x)? +(b—x)* +(c—x)? saa pienimman (ei-negatiivisen) arvon. Tamé voi
esiintyd vain g:n derivaatan nollakohdassa. g'(x) = -2(a—x) —2(b — x) — 2(c — X)
a+b+c

=6x—2(a+b+c)=0, kun x= . Tamé osoittautuu derivaatan merkkikaavi-

on perusteella pienimmén arvon kohdaksi.

12.  Funktio f(x) =+/— x? +13x on maaritelty, kun — x? +13x > 0 eli arvoilla
0 < x <£13. Funktio saa suurimman ja pienimman arvonsa, kun funktio
g(x) = —x? +13x saa suurimman ja pienimmén ei-negatiivisen arvonsa. Funktion g
derivaatta on g '(x) = —2x + 13, joten g:n kuvaajaparaabelin huippu on kohdassa

13 1 . 13 1. 13 1 1 . L
X="—=6=.Siind g(—) =42=ja f(=) =./42= = 6=. Vilin paatepisteissa on
> > 9(2) . (2) W/ 1 5 paatep

g(0) = g(13) = Jo=0 jasiis f(0) = f(13) = 0. Haettu f:n arvojoukko on [0, 6%].

13, Funktio f(x) =4%— x2 + 3x +10 on maritelty, kun juurrettava — x2 + 3x +10 > 0.

Epayhtald — x? +3x +10 > 0 toteutuu valilla — 2 < x < 5. Funktio f saa suurimman
ja pienimman arvonsa silloin, kun juurrettava g(x) = —x? + 3x + 10 saa suurimman
ja pienimman ei-negatiivisen arvonsa. Funktion g derivaatta g '(x) = —2x + 3 saa ar-

von 0 kohdassa x = g Siind kohdassa on g:n kuvaajana olevan alaspéin aukeavan

paraabelin huippu. Koska g(g) :4749, niin f:n suurin arvo on f(g) = \/g Vilin

paatepisteissa on g:n arvo 0, joten f:n pieninarvo on f(-2) = f(5) =0.
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14.

15.

16.

17.

Valitaan muuttujaksi x keskipisteen etéisyys kannasta, jolloin riittaa tarkastella sul-
jettua vélia 0 < x < 4. Kolmion pinta-ala on

A(X) :1-2-\/16—x2 (14+x) = (14+x)\/16—x2 :

‘
A (x) =16 — x? +(14+x) P
216 — X ‘

»i
1

€

x% +14x
V16 — x?
Yhtdld A’(x) =0 sievenee muotoon x* +7x—8=0, josta x = 1. Luvuista A(0) =56,
A(4)=0jaAQd) =15415 ~ 58,1 viimeksi mainittu on suurin. Kolmion pinta-alan
suurin mahdollinen arvo on 1515 ~ 58,1.

16— x° —

Vektorin (t+2)i+(t—1)] pituus on /(t+2)® +(t—1)® . Se saa pienimman arvon

silloin, kun ei-negatiivinen funktio f(t) = (t+2)% +(t—1)? = 2t* + 2t +5 saa pie-
nimman arvonsa. Pienin arvo liittyy f:n kuvaajana olevan ylospdin aukeavan paraabe-

lin huippuun. Se sijaitsee derivaatan f"(t) = 4t+2 nollakohdassa t = —% . Vektorin
1

pienin pituus on \/(—%+2)2 +(—§—1)2 =¥.

Oletetaan aluksi, etta suoran ja x-akselin leikkauskohta x on suurempi kuin 2 (kuva).

Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista saadaan verranto —— = % , jossa

X—2
y =144 —x? . Etdisyys d riippuu x:sta yhtalon A
d(x)= i (x —2)V/144 - x? esittamalla tavalla. Derivaatalla y

d'(x) = — (144 - x% -
® ( v \/144 X2

(taix = —8), joka derivaatan merkkitarkastelussa osoittautuu
d:n suurimman arvon kohdaksi, kun x > 2. Tdmé arvo on 2 X

W1

d) = e ~ 4,63. Se on myos suurin mahdollinen etéisyys, silla tapauksessa

) on nollakohtana x = 9 2

0 < x < 2 etdisyys on aina pienempi kuin 2.

Funktiot f (x) = x® ja g(x) = 3/x ovat toistensa kaanteisfunktioita, joten niiden Kku-
vaajat kohtaavat suoralla y = x. Yhteisten pisteiden x-koordinaatit x =0 ja x = 1
saadaan silloin yhtalon x* = x ratkaisuina.

Kulman laskemisessa tarvitaan derivaattoja f '(x) = 3x? ja g '(x) = x#0.

1
Rfx?

Kohdassa x = 0 on kayran y = x* tangentin kulmakerroin f '(0) = 3-0? = 0, joten
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tangentti on vaakasuora. Kayran y = 3/x tangentti on vastaavasti pystysuora. Siis
kayrat leikkaavat toisensa kohtisuorasti origossa, joten tama leikkauskulma on 90°.

Kun x = 1, on kdyran y = x* tangentin kulmakerroin f '(+1) = 3-(x1)?> =3 ja
kayran y = Ix tangentin kulmakerroin g ' (1) = L = 1. Tangenttien vélinen

R/(x1)?
3-1
3

kulma u saadaan yhtalosta tanu = 7= i josta u =~ 531°.
l + 3 * §

_b-60
a-100 100
a :100+% ja b =60+100k . Oikopolku on lyhin silloin, kun sen nelid

18. Merkitaan oheisen kuvan mukaan k =tan¢ =

, k>0, jolloin

f(k)=a®+b? = (100+€|5(—0)2 +(60+100k)* on pienin.

Funktion f derivaatta on 100
60

h 4

f'(k)=2 100+@ —@ +2(60+100Kk)-100 i
k k2 a

= 200(60+100K) 2. 2 K. B0 (60+100k)(200—%0j,

Derivaatan ainoa (positiivinen) nollakohta on yhtélén 200 —1;—3 =0 juuri k= ?i/g
~ 0,8434 . Derivaatan merkkitarkastelu osoittaa sen pienimmaén arvon kohdaksi, kos-
ka esimerkiksi f’(0,5) ~-8,4-10*<0ja f'(1) ~1,3-10*> 0. Saadaan tan a. = i/g ,

josta o ~ 40,1°.

19. Ajetaan matka s (km) nopeudella v=1,2,/ p—92 (km/h), jolloin aikaa kuluu s tuntia
v

ja polttoainetta P__ P f (p) litraa. Funktiolle f on haettava pienin arvo

v 12/p-92
1

pP-92-p-———
2,/p—92
valilla p > 92. Derivaatan f'(p) = S P
12 p—92
daksi saadaan p = 184, ja se osoittautuu pienimmaén arvon kohdaksi, silla esimerkiksi
f'(180) ~ —0,002s ja f'(200) ~ 0,006s. Kun p = 184 I/h, nopeus on noin 11,5 km/h.

ainoaksi nollakoh-
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Logaritmifunktio

1.

a)lg2+Ilg5 =1g10=1

b) INn05+In2 =In1=0

c) logs15—logs 3 = log; 5 =1

d) log, 36-log, 9= log, 4
=log, 2% =2

e) %In?10 =197 = 2In7=1n49

5
1

f) 3lg¥/x = Ig(x3)® =g x

a) In7 ~ 1,946
b) 190,86 ~ -0,066
c) lge ~ 0,434

d) log, 7 = 2,807
e) log; 2 = 0,631
f) log, s 50 ~ 5,644

a) e"? =10

b) 5°%* =4

c) logy 9° = e
d) Ilg102 = -3

a)lgx=2, x>0

lg x = Ig10%; x =100
b) log, x=3, x>0

log, x = log, 2°; x=8
c) log; x=-1, x>0

log, x = log; 37%; x:%

1
d) log, +/2 =x; log, 22 = x;
X:_
2
e) log,49=2, x>0, x=1,

x? =49, josta x = £7.. Juurista
vain X =7 kelpaa.
f) log, 4=-2, x>0, x=#1,

X2 =4, josta
! 1y
x=42=02%2=2
(27) 5

5. a)Ehto: x-1>0elix>1
In(x-1) =In3,josta x—1=3 ja

X=4.
b) Ehdot x> —1>0 ja x—1> 0 yh-
dessé: x >1
lg(x? =1) —lg(x —=1) = 2
2
Ig X -1 lg10°
X_

lg(x+1) = 19100, josta x = 99

6. a)Inx>3In3, x>0

Inx >In3?
Funktion In x aidosti kasvavuuden
perusteella vastaus on x > 27.

b) In12—Inx<In3, x>0

In% <In3, josta % < 3 ja edel-
leen vastaus x > 4
7. a)4=-Ig[H%0", josta Ig[H*0"] =

— 4 jasitten [H*0"] = 107

Vastaus: 10~ mol/dm?

b) 7 = — Ig[H®0"], josta
lg[H*0"1= - 7 ja[H?0"]= 1077

Vastaus: 10~ mol/dm?

c) 10 = — Ig [H?0], josta Ig[H30"] =
~10 ja[H’0"] = 107"

Vastaus: 107° mol/dm®
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9.  Polynomilauseke 8x® —12x? +6x—1 saa kohdassa x = 3 positiivisen arvon 125. Siis
funktio f(x) = In(8x® —12x? + 6x —1) madritelty ja my®s derivoituva tassa kohdassa.
24x% —24x+6 . , 24-9-24-3+6 6
, joten f'(3) = =—.
8x% —12x* +6x -1 8-27-12-9+18-1 5

Derivaattaon f'(x) =

10. Kun f(x) =3Inx-In(5-x), on f’(x)=§+5i,0<x<5.Yhtél(’jllé f'(x)=0
X 5-X

on ratkaisu x = 75, mutta se ei toteuta funktion méérittelyehtoa. Derivaatalla ei siis

ole nollakohtia.

e
11. Funktion f(x):ﬁ—ln\/x_e , X >0, derivaatta on f'(x):i—@:l—i.
2 2 Jxe 2 2

f'(x) =0, kun l—izo,josta x=1.
2 2X

Funktio f (x) zg—ln\/% on vahenevd, kun f '(x) <0 eliarvoilla 0 < x <1.

12.  Yhtdlén In x —ax = 0 juuret ovat funktion f(x)=In x—ax nollakohtia. Derivaatta
on f'(x)= 1 a,jossax>0.Josa<0,on f'(x)>0 jafunktio f ndin ollen aidosti
X

kasvava. Koska lim f(x)=—oo jaesimerkiksi f (1) =-a >0, funktiolla on tarkal-

X—0+
leen yksi nollakohta. Sama patee, kun a = 0. Silloin ainoana nollakohtana on loga-
ritmifunktiolle tunnetusti x = 1.

Oletetaan nyt, ettd a > 0. Derivaatalla on silloin ainoana nollakohtana x = —. Deri-
a

vaatan merkkitarkastelu osoittaa sen funktion suurimman arvon kohdaksi. Suurin ar-

voon f (l) =—Ina-1. Jos se on negatiivinen, 0 | + ‘ _
a :
0o —~ 1

<y

nollakohtia ei ole. T&lléin —Ina-1<0, josta

1 . o 1 .
a > —. Jos suurin arvo on nolla, jolloin a =—, tulee tarkalleen yksi nollakohta.
e e

Kun suurin arvo on positiivinen, jolloin a <=, nollakohtia tulee kaksi. Kayrall& on
e
silloin x-akselin kanssa kaksi leikkauskohtaa. Nimittain f(l) >0 ja Iiry f(X) =—-oo,
a x—0+

mika merkitsee leikkauskohtaa vélilla 0 < x < = . Toisaalta derivaatta vahenee aidosti
a

maksimikohdan jalkeen, jolloin kdyréan jyrkkyys alaspdin kasvaa ja leikkauspiste x-
akselin kanssa saavutetaan.

Yhteenveto: Yhtalolla on yksi juuri, kun a<0 tai a= 1 , kaksi juurta, kun 0 <a < 1 :
e e

ja ei yhtaan juurta, kun a > 1
e
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13.

14.

15.

16.

Tarkastellaan kayrien y =2x+xInx ja y = 2x —g y-koordinaattien erotusta
f(x)=2x+xIn x—(2x—§) =xIn x+§. Muodostettu funktio f on mééritelty ja jat-

. . . 1 .
kuva kaikilla x > 0. Sen derivaatan f'(x) =Inx+1 ainoa nollakohta x == osoittau-

e
tuu funktion pienimmaén arvon kohdaksi. Pienin arvo on 1~(—1) +§ = g—i
e e

~0,0071> 0. Funktio f saa siis vain positiivisia arvoja. Se merkitsee geometrisesti,

ettd kayréd y = 2x+ xInx on kdyrédn y = 2x—§ ylapuolella kaikilla x > 0.

Funktio f (x) =x In|x| —2x on madritelty ja jatkuva nollasta poikkeavilla x:n arvoilla.
Derivaatan f'(x) = In|x|—1 nollakohdat —e ja e ovat adriarvokohtia. Edellisessa
funktiolla on maksimi f (—e) = e, jalkimmaisessa minimi f (e) = —e.

yA ()% )+ = =
-e 0 e

Il
J

v

y=
/
//> sy/ X
/T
X
Funktion f (x) :@ derivaatta on f'(x) = 2-X len(Z X), X < 2. Funktion

kuvaaja leikkaa x-akselin kohdassa x = 1. Siiné derivaatta saa arvon —1, joka on leik-
kauspisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin. Tangentin suuntakulma —45° saa-
daan yhtalgsta tan o = —1. Funktion kuvaaja leikkaa siis x-akselin 45°:n kulmassa.
Vastauksena voidaan antaa my6s kulma —45°.

1
Kirjoitetaan epayhtéld In x < x% muotoon In x—x¢ <0 ja muodostetaan funktio
1
f(x)=Inx- x¢ . Funktio on kaikilla positiivisilla muuttujan arvoilla maaritelty ja
jatkuva. Merkitaan derivaatta f'(x) = %—%xil nollaksi, jolloin paéstaan yhtaloon
1 1 1 -

~—=2x¢ . Kerrotaan se xe:lla muotoon e = x¢. Tastd x =e®, joka on derivaatan
X e

ainoa nollakohta. Se on maksimikohta ja samalla suurimman arvon kohta. (Esimer-
kiksi f'(10) ~ 0,014 >0 ja f'(20) ~ —0,0054 < 0.) Funktion suurin arvo on
f(e®)=e—-e=0, joten kaikilla x > 0 patee f(x)<0. Silloin my&s epayhtalo

1
Inx < xe on voimassa kaikilla x > 0.
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17. " In(x? —x—5)
X—3
2,9 6,733446
2,99 5118804 Numeerinen tutkimus viittaa siihen, etta
2,999 5,011537 In(x2 - x —5)
lim——~=5.
2,9999 5,001150 x>3  X—3
3,0001 4,998850
3,001 4,988537
3,01 4,888540
3,1 4,121097
Eksponenttifunktio
1. a) 06" =1eli 06" =0,6", jostax=0
b) 5* = 625 jaedelleen 5* = 5% jostax = 4
¢) Yhtal6 on identtisesti epatosi. Yhtalolla ei ole ratkaisua.
2. 3%%_-6.3+5=0,josta (3*)> —6-3° + 5 = 0. Taman toisen asteen yhtlon ratkai-
sutovat e* =1 tai e* =5, joistax=0tai x =In5.
3. (¥ -1(E*-9)=0,kune®* —-1=0taie*-9=0.
e?* =1 tai e* =9, joista e = e tai e* =e"®. Naistax =0tai x =In9.
4. a)e* <eelie* <e' Koskaf(x)= e* on aidosti kasvava funktio, on x <1.
b) 4% > 8, josta (2%)* > 23 eli 2°* > 23, Koska f(x) = 2* edustaa aidosti kasvavaa
funktiota, on 2x > 3. Vastaus on x > g
c) 0,2* <1, josta 0,2* < 0,2°. Koska funktio f(x) = 0,2* on aidosti vdhenev, on
vastaus x > 0.
5. a)Kun f(x) =e?* —6e*,on f'(x) =2e?* —6e* =2e*(e* —3). Ehto f'(x)=0 to-
teutuu vain, kun e* =3 eli arvolla x =In3.
X XXXy
b) Kun f(x) =xe 2,on f'(x)=e ? —Exe 2=¢ 2(1—Ex).Ehto f'(x) =0 toteu-
tuu vain, kun 1—%x =0 eliarvollax = 2.
6.  Lasilevy péaéstaé lapi 87 % siihen osuvasta valosta, joten yhden levyn lapi paasseen

valon maara on f (1) = 0,87* a = 0,87a. T4ss4 a tarkoittaa valon maaraa ilman suo-
dattavia lasikerroksia. Kolmen paallekkéin asetetun levyn lapi paésee valoa
f(3) =0,87% a ~ 0,66a eli 66 %.
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Viestdn kasvun malliksi saadaan yhtalé y = 40000 -1,025". Sijoitetaan y =1000 000
ja ratkaistaan syntynyt yhtal6 ajan t suhteen.
1000 000 = 40 000 -1,025"

25=1,025" |In

In25=t-1n1,025

f= N25 a9
In1,025

Miljoonan raja saavutetaan noin 130 vuoden kuluttua vuodesta 1878 laskien eli
vuonna 2008.

a) P(joka kerralla eri numero) = 1- % % =0,72
b) P(ainakin yksi yhdeksikké) = 1-0,9" > 0,95, josta n > 28,4. Onnenpydraa on

pyoraytettavé vahintaan 29 kertaa.

P(ainakin yhden henkilon syntymapdivé on joulukuun kuudes) = 1 — P(kenenk&an
syntymaépadiva ei ole joulukuun kuudes). Satunnaisen henkildn syntymépaiva ei ole
joulukuun kuudes todennékoisyydella % (ja karkausvuonna todennékoisyydella

365

366) Vastaavasti n:n henkilén syntymapaiva ei ole joulukuun kuudes todennakai-

syydell @gg) (Ja karkausvuonna (ggg) ). Annetusta ehdosta saadaan yhtélo

1oq_ ﬂ) (364J -1 (365)
5 1 (365 eli 65 5 (Ja karkausvuonna 366

1
2

Ratkaistaan yhtalbsta n:

364 _, 1 365 _ 1, 1y
nlg == 365 Ig (tai karkausvuonnanlg === 366 =lg 5 ), josta saadaan
1
IgE lg=
n g@ ~ 252,7 (tai karkausvuonna n = |g@ ~ 253,3).
365 365

Siis arvolla n = 253 on todennékaisyys likimain % . Todennékoisyys sille, etta aina-

kin yksi ndista 253 henkildsta on syntynyt 6. joulukuuta on %

Vastaus: Joukossa on oltava 253 henkil6a.

1) 4
Funktion f(x)=e 2* % derivaattaon f'(x)=e 2* * -(—;-Z(X—ED

2
—_ Xff
= G - x)e 2( ‘J . Koska e:n potenssi on positiivinen kaikilla muuttujan arvoilla,

: o 3 . 3
derivaatta on negatiivinen, kun 2 X< 0 eli kun x > 7
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11. Kun f(x)=Ae?* +Be ™, on f'(x) = 2Ae* —2Be®*. Ehdot f(0)=1ja f'(0)=4

johtavat yhtalopariin A + B = 1 ja 2A — 2B = 4. Ratkaisuksi saadaan A = % B= —%.
2 X g X
12. Kunx=-2,one? ==.De? = Ee2 ja derivaatan arvo kohdassa x = -2 on
e
ie%2 -1 kayran tangentin kulmakerroin
2 2e ' " /
Tangentin yhtalo y — 1.1 (x — (=2)) sie- yge’
e 2e
fra 1 2
venee yhtaloksi y = —x+—. Kun x =0, on /
2 e d ot
y:Ejakun y =0, 0n x =—4. Kolmion ala L+ | -
e — 4 7 1 X
on l-3-|— 4 = 4. 1,47 .
2 e e

13.  Funktio f(x)=—In(1+e") on mééritelty ja jatkuva koko R:ssd. Sen derivaatta on

X

f'(x)=- . Koska aina e* >0, niin f'(x) <0 kaikilla x:n arvoilla. Siksi f on

1+e*
aidosti vaheneva.

14. Funktion f(x)=e* —6e* +5x derivaatta f'(x) = 2e** —6e* +5 voidaan kirjoittaa

muotoon 2((e*)? —3e* +%) +% =2(e* —%)2 +% , josta nahdaan, etta derivaatta on

aina positiivinen. Siksi f on koko R:ssé aidosti kasvava.

yA
15. Funktio f(x)=e*(x*—3) on médritelty ja - 2
jatkuva koko R:ssd. Muodostetaan funktion yFex’-B) 4
derivaatta:

<Y

fr(x)=e*(x?—3)+e* - 2x=e*(x2+2x-3). | -6 -5 -4 -3 -2 L |2
Ehto f"(x) =0 toteutuu kohdissa x =1 ja
x = =3. Edellinen on minikohta, jalkimmainen
maksimikohta. Minimi on f (1) =-2e ja

maksimi f (-3) :%.
e

LIRS co/r(r—\

16. Funktio f(x)=e* —x on kaikkialla jatkuva. Sen derivaatan f'(x) =e* —1ainoa

nollakohta on x = 0. Derivaatan merkkikaavion mukaan funktiolla on siind kohdassa
minimi f(0) =1. Kaikkialla jatkuvan funktion ainoa aariarvo, minimi, on funktion

pienin arvo.

© Lukion Calculus 4



Juuri- ja logaritmifunktiot (MAA8)  Tehtavien ratkaisuja 103

17.

18.

19.

20.

21.

Oheiseen kuvaan on piirretty funktioiden \ YA y =g/
X X
f(x)=In(x+3)+3ja g(x) E{e3 +e 3}
2 \\\ //7 y:f X)
kuvaajat. Niiden leikkauspisteiden x-koordinaat- < 7

tien likiarvot voidaan helposti maarittaa graafi-
sella laskimella. Esimerkiksi nelidesimaaliset li-
kiarvot ovat —1,5189 ja 3,1546

Muutetaan yhtalo 2° = v/x +1+1 muotoon 2* —4/x +1-1=0. Ehtonaon x > —1.
Muodostetaan funktio f(x) = 2* —+/x +1—1, joka on jatkuva, kun x > —1. Koska
f(0)=2"-J0+1-1=-1<0ja f(3)=2°-/3+1-1=5> 0, on funktiolla
ainakin yksi nollakohta vélilla ]0, 3[ ja yhtalolla 2* = VX +1+1 ainakin yksi juuri.

a) Ohessa on funktion f (t) =1600e °%" kuvaaja valilla 0 <t <5.

b) Derivaatta f(t) =1600e %% .(-0,22) = —352¢ %% m°g
ilmaisee vesimaéaran muutosnopeuden. Kello 10 se oli iigg
f"(3) ~ —182 kuutiometri& tunnissa. Talla nopeudella 1200 \\
taysi séili6 tyhjenisi noin 1 600/ 182 ~ 8,8 tunnissa. 1000 \
¢) Kun pumppaus kaynnistettiin klo 12, sdiliossa oli vetta  ggo \
f (5) ~ 533 kuutiometrid. 600 AN
2 _ 3 400 N
Vastaus: b) 180m~° /h,n.9tunnissa  ¢) 530 m 1
1 2 3 4 5h

a) v(0) = _ 192 8. Vaestdn madara alussa oli 8 000

8+16e 0%0 '

576e*"

b) v/ (t) = , jolloin v’ (10) = 0,1835. Muutosnopeus oli 184 as./vuosi.
2

25(e%*8! +2)

a) Kun sijainnin y-koordinaatti y =34(1—e-%")—8t derivoidaan ajan suhteen, saa-

-1,25t

daan pystysuuntainen nopeus v, =42,5¢ —8. Liikeradan huipulla se on nolla,

In 42,5
jolloin e 1%t = 8 jat= 8 ~134 (s). Kun tdma sijoitetaan y:n lausekkee-
42,5 1,25

seen, saadaan nousukorkeudeksi 16,9 m.

b) Ratkaistaan numeerisesti (esimerkiksi graafista laskinta kdyttaen) se ajanhetki, jol-
loiny = 0. Saadaan (t =0 ja) t ~ 4,23. Sijoitetaan tdma arvo x:n lausekkeeseen

x =16(1—e %), jolloin saadaan heiton kantamaksi 15,9 m.
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Pikatesti

=

Funktio f(x) = /x +3 on madritelty, kun x +3 >0 eli kun x > —-3. Méadrittely-
joukkoon [-3, oof.

1-x _ 1
2 41— X

¢) Dx(Inx)? = (Inx)? + x- 21In x-l = Inx(Inx+2)
X

a)D

X X
b) De 2 _ 1o
2

Merkitdan perheen menoja kirjaimella m. T&lldin 1,09'a = 2a, josta 1,09" = 2. Ote-
taan yhtélosta puolittain logaritmi, jolloin t1g1,09 = Ig 2. Ratkaisuksi tulee

t= Ig_2 ~ 8,04. Vastaus: noin 8 vuodessa
lg1,09

a) Yx—-1=2,josta x—1=2" jaedelleen x =129.
2
b) Madrittelyehto yhtalélle x> = 3 on x > 0. Korotetaan potenssiin g,jolloin saa-

5
daan x = 32 = 94/3.
a) 3-2 =96, josta 2* =32 eli 2* = 2° Vastaus: x =5

b) e*? = Lol o2 e jolloinx-2=-1jax=1.
e

a) log, x = 2, x> 0. Logaritmin maaritelman mukaan x = 22 =4,
3

b) Yhtdls Igx® —Igx = 2, x > 0, voidaan kirjoittaa muotoon Ig>— = Ig10? ja edel-
X

leen Ig x? = 1g10?. Yhtalén x? =10 juurista kelpaa vain x = 10.

Kun f(x)=%/x ja g(x) = x* — z, on yhdistetty funktio
(9o 1)) =g(f () =9®x) =&/x)*-=.
Talloin (go f)(7) = 9(f (7)) = 9&/7) = }/7)? — 7 ~ — 0,997 Vastaus: —1,00

Funktion f (x) = % X +8 kuvaaja on nouseva suora, joten funktio on aidosti kasvava.
Siis funktiolla f on k&anteisfunktio.

y = %x +8, josta x = gx —12. Siis kaanteisfunktio on f *(x) = g Xx—12.

Vastaus: Funktiot f (x) :§x+8 ja g(x) :gx—S eivét ole toistensa kéanteisfunkti-

oita.
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10.

Funktion f(x) =e™ +Inx toinen derivaatta (eli derivaatan derivaatta) on

f'"(x)=Df'(x) =D(-¢e™* +£) =e* —iz. Vastaus: a -kohta
X X

Funktio f(x)=x- Jx on jatkuva valilla [0, 9] ja derivoituva vélilla ]0, 9[. Derivaat-

ta f'(x) :1—i saa arvon nolla, kun x :%. Luvuista f(0)=0, f(9)=6 ja

24x
1 1 : . o . . .
f (Z) =2 keskimmainen on suurin ja viimeinen pienin. Suljetulla valilla jatkuva
funktio saa pienimman ja suurimman arvon ohella kaikki niiden véliset arvot, joten

funktio f saa vélill4 [0, 9] kaikki arvot —% < f(x)<6.

Kertauskoe 1

1.

a)D%:D%/x_Z:% b)D\/e_X=%\/e_x

1
) DIn(2:+3x) = 22+\/3/§ ) 2x+14&

3% yl_O €

Olkoon sivuamispiste (X, y;). Tangentin kulmakerroin on 3e

I6n ratkaisuna on x; = 3 joten tangentin yhtal6 on y = 3ex.

Funktio f (x) = x++/4—x on madritelty arvoilla x < 4. Funktio f on jatkuva valilla
1

2J4—x

= 0. T&man juuriyhtélon ratkaisu on x = 3%.

[~ 5, 4] ja derivoituva vélilla ]-5, 4[. Derivaattaon f '(x) =1- ja

1
f'(x)=0,kun1-
) 244 — X

Funktion arvo derivaatan nollakohdassa on f (3%) = 4% ja vélin pééatepisteissa
f (-5) = -2 seka f(4) = 4.

Vastaus: Funktion f (x) = X ++/4—x suurin arvo on f (3%) = 4% japienin
f(-5)=-2, kun x> -5.

On néytettava, ettd In(x +1) — x <0, kun x> 1. Funktio f (x) =In(x+1)—x on
madritelty ja jatkuva arvoilla x > —1. Sen derivaatalla f'(x) = il—l on kohdassa
X+

X =0 ainoa aariarvokohta. Siina funktio saa suurimman arvonsa 0. Nain ollen
f (x) <0 kaikilla arvoilla x > -1.
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Kun f(x)=x2%,0on f'(x)=2"+x2"In2.Yhtalo f(x)= f'(x) eli
x2% =2 + x2* In 2 saatetaan muotoon 2*(x —1-xIn2) =0, josta 2* =0 on

identtisesti epatosi, ja yhtdlon x —1—xIn2 =0 juurion x = TR
—1In

a) Sijoitetaan yhtaloén L =101Ig(1-10™) intensiteetin | lukuarvo 5,0-10°, jolloin
L =101g(5,0-107°.10") ~ 47. Aénen voimakkuus on 47 dB.

b) Yhden toimistokoneen aiheuttaman &&nen intensiteetti voidaan paatella yhtalosta

40=10lg(1-10*). Huomataan, etta 1=10"° (W/m?), silli 10Ig(108-10'%) =

101910* = 10-4 = 40. Kahden koneen aiheuttaman &4nen kokonaisintensiteetti olisi

2-10° W/ m?. Tallsin anitaso olisi L =101g(2-107-10'?) dB ~ 43dB, joten toinen

kone voidaan hankkia.

Funktion f (x) = 'g—x derivaatta f'(x) = w on positiivinen valilla 0 < x <e,
X X

joten f on aidosti kasvava ja f ~* on olemassa vlilla 0 < x < e. K&anteisfunktion de-

rivaatta on laskettava kohdassa y = 0. Sitd vastaava x:n arvo on 1, joten

() (== =2,

£ (1) 0,5

Suunnistaja juoksee tietd pitkin matkan
X (km) ja sitten suoraan rastille B. Téhan

kuluva aika (h) on  L600 m
x @L2-x)?+0,62 J—
t(x)=—+ i
=15 12 e
_ L P oax+18, 0<x<12
15 12

s . 1 x—-1,2 . .

Merkit4&n derivaatta t’ (x) = —+ nollaksi ja ratkaistaan saatu

15 12,/x2-2,4x+1,8
yhtald sievennetystd muodosta 9x* —21,6x +7,2 =0, jolloin saadaan x = 0,4. Lu-
vuista t(0), t(1,2) ja t(0,4) viimeksi mainittu on pienin. Nopein reitti kulkee siis tie-
t& pitkin 400 m ja sitten suoraan B:hen.
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Kertauskoe 2

3
- 3 2 2 1
1. a)DxJx=Dx2=2yx byDe* =-2xe* ¢)DY3+3x = ————
2 3/(3+3x)?
2. a) e’ =1 kun 2x-1=0.Tallgin x :%.
b) 3/x? —11 = —2. Tallgin x? —11 = (-2)*, josta x> = 3 jaedelleen x = ++/3
c) Yhtélon Ig x + Ig(2x +1) = 0 maarittelyehdot ovat x > 0 ja 2x +1 > 0 eli yhdis-
tettynd x > 0. Kirjoitetaan yht&l6 muotoon Ig x(2x +1) = Ig1, jostax(2x +1) =1 ja

edelleen 2x? + x —1= 0. T4man juuret ovat x = —1 tai x = % Néistd vain x = %

kelpaa ratkaisuksi.

3. a)Koska f'(x) =2>0,onfunktio f(x)=x+2 on

VA
aidosti kasvava. Siis silla on k&anteisfunktio. Yhtalosta
y = X+ 2 ratkeaa x = y — 2. Kaanteisfunktio on siis
f1(x) =x-2. YEX*B/AL W
1 X
b) (fog)(x) = f(g(x) = f((x+2)%) = (x+2)* +2 J=4-2
= x? + 4x + 6. Funktion esitysmuodosta
(f o g)(x) = (x+2)? + 2 nékee, etta pienin arvo on

(fog)(-2)=(-2+2)*+2=2.

4.  Funktio g(x) =—-2x~/x+3 on jatkuva, kun x > -3, ja derivoituva, kun x > -3.

, 1 _ X .
g'(X) = -2Jx+3 —-2x 2xi3 2+/X+3 i3 Derivaatta on nolla, kun
24/ X + i3 0. Taman juuriyhtalén ratkaisu on x = -2.
' -3 -2
Derivaatan merkkikaavion perusteella funktion 9k + - >
minimi on g(=3) =0 ja maksimi g(-2) = 4. g (x) -~ ~ X
min maks

y4 \

5. Funktio f () :IL on arvoilla x > 0, x # 1, méaritelty ja o
nx

jatkuva. Sen derivaatan f'(x) = Inx-— 21
(Inx)

nollakohta on e. Sii-

e

—

na funktiolla on minimi f (e) = e. Derivaatan merkkitutki-
mus osoittaa, ettd funktio on aidosti vaheneva valeilld ]0,1
ja J1,e] seka aidosti kasvava valilla [e, o[ . \
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Kk . @0.008t

6. a) Vuoden 1900 vakiluku 2,7 miljoonaa saadaan yhtalosta f (t) = arvolla

t =0. Talloin f(0) =k = 2,7 miljoonaa. Vékiluku vuonna 2007 on
f(107) = 2,7-10° . e%%%®107 ~ 64.10°. Vastaus: 6,4 miljoonaa

b) Ratkaistaan yhtalé 2,7-10°-e%%' ~ 4,0.10° kirjoittamalla se ensin muotoon

0008t _ 3—0 Tasta 0,008t = In;—’g ja t ~ 49,1. Neljan miljoonan raja ylitettiin

vuonna 1949.

c) Kasvunopeus on f '(t) = 0,008-2,7-10°% .e%9%t = 216.10* - %% ja vuonna
2000 kasvunopeus on f '(100) = 2,16-10* - e%%%1% ~ 48 000 asukasta/vuosi.

7. Kayrien y = % ja y = vx?+3 yhteisten pisteiden x-koordinaatit saadaan yhtlén

= = /x? +3 ratkaisuina. Korotetaan yht&lé neliédn ja saatetaan sitten muotoon
X

x* +3x? -4 = 0. Saatu bikvadraattinen yhtal® ratkaistaan merkitsemalla z = x?, jol-
loin z° + 3z —4 = 0. T4man yhtalon juuret ovat z =1 ja z = —4, mika merkitsee, etta
x? =1 tai x* = —4. Ratkaisuista vain x =1 toteuttaa alkuperaisen yhtalén.

: . 2 . .
Kun lasketaan derivaattojen —— ja X__ arvot kohdassa x =1, saadaan kayrien
X“ 7 AUx%+3

yhteiseen pisteeseen asetettujen tangenttien kulmakertoimet -2 ja > Koska néiden

tulo on —1, tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten kayréat leikkaavat toi-
sensa suorassa kulmassa.

8.  a) Allavasemmalla on funktion I(t) = —e%*" +2,2t? + 0,7t + 34,7 kuvaaja. Sen
huippu (8,7 s, 130 °C) voidaan jaljittaa graafisesti.

b) Alla oikealla on derivaatan I'(t) = —0,5e%" + 4,4t + 0,7 kuvaaja. Siit4 voidaan jal-

jittdd kohta t = 5,7 (s), jossa lampd6tilan kasvunopeus on suurin. (Kayran ja x-akselin
leikkauskohdasta voi varmistaa myds funktion maksimikohdan 8,7 (s).)

°CA Huomautus: Funktion maksimikohta ja -arvo saa-
126 //\ d . .. .. ..
/ aan monilla graafisilla laskimilla suoraan niiden
100 / adriarvotoiminnolla.
[e]a) /
60 /
40 ,/ . y=[I'(t)
|~ [4Y T
20 AN
t 2 4 b 3\10 t
e 20
2 4 6 8 105 \
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