Vektoreita GeoGebralla

Vektoreilla voi laskea joko komentopohjaisesti esim. CAS-ikkunassa tai piirtamalla piirtoikkunassa.
Ensimmaisen tavan etuna on, etta laskujen tueksi muodostuu kuva. Tasta on varmasti apua seka kasitteiden
oppimisessa etta ratkaisun tarkistamisessa.

Yleista vektoreista GeoGebralla

Geogebralla laskettaessa pisteilld voi laskea kuten paikkavektoreita. Pisteita voi siis laskea yhteen tai
vahentaa toisistaan. GeoGebrassa pisteet nimetéan isoilla ja vektorit pienilla kirjaimilla. Esim. CAS
ikkunassa a:=(1,2) méaérittelee vektorin ja sen jalkeinen komento A:=a tuottaa piirtoikkunaan pisteen.
Komennoissa GeoGebra kuitenkin tekee eron pisteiden ja vektoreiden valilla. Vektoria ei pysty liikuttamaan,
jos vektorin on tuottanut laskutoimituksella. Talldin sen arvo on Kiinnitetty. Vektorista voi kuitenkin tuottaa
haluamansa edustajan komennolla Siirto[vektori, alkupiste].

» CAS X!|| » Piirtoalue
a=(1,2) Vapaata vektoria voi liikuttaa,
1 1 | A ottamalla siita kiinni
® - a:= (2) alusta tai keskelta.

Vektoria voi muuttaa,

A:=a | / ottamalla kiinni karjesta.
2

1 0
*A==(2) 0 i/'z S R

Kahden vektorin pistetuloa merkitdan kertomerkilla. Pistetuloa

varten on myos oma komentonsa, Pistetulo[vektori, vektori]. :Tiedosto Muokkaa Nayta Asetukset Tyokalut Ikkuna OF
Vektoreita voi tuottaa suoraan piirtoikkunassa. Tydkalupalkissa on I M@ Ol £ \
kaksi vektoreihin liittyvaa toimintoa, Vektori pisteestd pisteeseen ja > CAS
Vektori: alkupiste ja vektori. Ndma voi tehdd myds komentoina joko |
CAS-ikkunassa tai syottokentassa. Ensimmainen tulee komennolla
Vektori[Piste, Piste] ja jalkimmainen Siirto[vektori, alkupiste]. Jos |
tehtavan tekee suoraan piirtamalla, piirtdmisen vaiheet saa ndkyviin «" Puolisuora kahden pisteen katta
valitsemalla ndyta valikosta konstruktion vaiheet. Tasta saattaisi olla | 2o Murtoviva

apua kokeissa, kun on tarvetta kertoa, mita tuli tehtya

/ Suora kahden pisteen kautta Al
" Kahden pisteen valinen jana

~* Jana Kiintealla pituudella

" Vektori pisteesta pisteeseen

Muita vektoreihin liittyvid komentoja saa Komennot listasta : +% Vektort alupiste Ja vektor
nakyviin. N&itd on esimerkiksi

Komento Huom.

Ristitulo[vektori, vektori] Saa myos CAS-ikkunan virtuaalindppaimistosta
a®b

Yksikkovektori[ <Objekti> ] Esim. suoran suuntavektori

Yksikkovektori[ <Vektori> ] CAS-puolella

Normaalivektori[ <Objekti> ] Objektina voi olla suora, jana, vektori tai taso

KohtisuoraYksikkovektori[ < Objekti>] Objektina voi olla suora, jana, vektori tai taso




Esimerkkitehtavia

Kaytdn ndissa esimerkeissa systemaattisesti CAS ikkunaa. CAS-ikkunassa asioita maaritelldan := merkilla,
kun syéttékentassa riittad = merkki. Vektori @ = 47 — 2 + 6k syotetaan GeoGebrassa muodossa

a=(4-26).

1) Pisteet A = (-3,4),B = (2,3).

a) Laskea = 4B
b) Laske |al.

c) Laske janan AB keskipisteen C paikkavektori
d) Piste P jakaa janan AB suhteessa 2:3. Méaarita P:n paikkavektori.

A=(-3,4)

- A= (-3.4)

B:=(2 3)

-~ B = (2,3)

|'Jekt0ri[ alkupiste, loppupiste]

Laskennan tuloksena syntynyttd vektoria ei voi liikuttaa. Vektorin
voi kopioida alkamaan pisteesta A tyokalupalkin komennolla
vektori, alkupiste ja vektori.

A

_\B

op=(3A+2B)(2+3)
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pp=A+215%a

= PP =1 18
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u:=Vektori[A B] I | |
3 -1 0 2 3 4 5
5 a
Cue(3)
Pituusal Paikkavektorista pisteeksi. Kuvassa Geogebra esittaa pisteena.
P:=pp
- V26 L
- Pi=| 4 |
oC=(A+BN2 R
_ % Ci=oC
2 I




2) a=31—2j—4kjab =71+ 2]+ 2k.

a=(3,-2-4) acosd(Pistetulofa, bW(Pituus(a¥Pituus(b)))
3 Pistetulo [a, b]
d
~ a:= (—2 ¢ aces (Pituus[a] Pituus [b]
—4
acosd(Pistetulofa, bW(Pituus(ay¥Pituus(b)))
b=(122
(.22 123.85°
1
~ b:=| 2 Vektoriprojektion voisi maarittaa piirtamallakin
2
([A*b)(b*b)*b
pituudet 1
Pituus[a] -+ ( —2
. =2
- V29
Pituus[o] Huom! Painikkeet, tarkka arvo, likiarvo ja tarkista
lauseke, CAS tyokaluissa. Asteen palauttavat kaanteiset
~ 3 trigonometriset funktiot loppuvat d-kirjaimeen.
Pistetulo
a*h
. —9
Fistetulofa,b]
~ =0

3) Piste A = (2,1,—3) on vektorin ¢ alkupiste. Méarita loppupiste B, kun ¢ = 37 — 2] — 4k.
Suoralla laskulla:

1 | B=y2)
B:=(21,-3)+(3-2-4) ® ~ B := (x.y.2)
-~ B :=(5.-1, -7 ,

( ) 5 | A=(21-3)
® | - A:=(21,-3)
Vaihtoehtoinen tapa vieressa. C={3-2-4)

3 3
[ ] T i= -2
. —4

4 Ratkaise[c=B-A{xy.2}]

- {{x=58y=-Lz=-T7}}




4)

5)

6)

Pisteestd A = (1,—1,0) siirrytaan 9 pituusyksikkod 7 — 2j + 2k suuntaan pisteeseen B ja siitd edelleen
10 pituusyksikkoa vektorin 3 — 4k suuntaan pisteeseen C. Méarité pisteen C koordinaatit. ( s2013 5)

1

Yksikkovektori[ <Vektori> ] komennolla

2
@

C:=(1,-1,00+9%¥ksikkdvektori[(1,-2 2)+10%Yksikkdvektori[(3,0,-4)]

C:= (10, -7,-2)

—_

Vektori @ = T — 2] + 4k jab = 57 — 10] + (¢ + 1)k. Milla t:n arvoilla vektorit ovat yhdensuuntaisia?

a=(1-24)

0:=(5,-10,t+1)

5
—10
t+1

- b=

Ratkaise[b=rar ]

- {{r=5.t=19}}

4

Wastaus: Kunt= 19

Jaa vektori T+ 7] vektoreiden @ = 27 + 3] jab = —77 + 6] suuntaisiin komponentteihin.
Teen tdmén ensin piirtdmalla. Maéritin vektorit ja niiden loppupisteet, kun alkupiste origossa. Piirsin
vektorin a suuntaisen suoran pisteen C kautta. Méaaritin leikkauspisteen D, jolloin halutut komponentit
ovat vektorit u ja v. CAS puolella saan niiden tarkat arvot, jos kertoimet ovat murtolukuja.
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Toinen tapa, CAS-puolella vektoriyhtalolla
Ratkaise[c=r*a+s*b,{rs}]

{53l

&/3*a

7) Vektorid = 47 — 5] + 3k ja b = 27+ J — 2k. Esité vektori d@ summana, joista toinen komponentti on
bn suuntainen, toinen kohtisuoraan b:t4 vasten.

Piirtamalla:
Maaritetaan vektorit d ja b seki loppupisteet, kun alkupiste origossa. Piirretddn suora, joka on bn
suuntainen ja kulkee origon kautta. Piirretaan tata suoraa vasten kohtisuora taso, joka kulkee vektorin d

loppupisteen kautta. Méaaritetdan suoran ja tason leikkauspiste C. Halutut komponentit ovat oc ja CA.
Kokeile itse vektoriprojektion avulla.
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8) Ovatko pisteet P=(4,1,-2) ja Q=(0,2,4) pisteiden A=(1,1,1) ja B(-1,1,3) maaraamalla suoralla?

a=1,1,1)+H-1,1,3-01,1,10

1-2t¢t
., a:= 1
142t

a=(4,1-2)

Retaise = — 3
Wdlkalse! = 2

Eli piste P on suoralla

a=(3,1,3)

Ratkaise: {}

Eli piste Q el ole suoralla

9) Pisteiden A(2,01) ja B(3,1,3) yhdysjanan keskipisteen kautta asetetaan taso, joka on kohtisuorassa
yhdysjanaa vasten. Missa pisteessa taso leikkaa y-akselin?
Piirretdadn pisteet. Jana pisteiden kautta. Keskipistetyokalulla keskipiste. Taso keskipisteen kautta,
kohtisuora janaa vasten. Piirrd suora y-akselille. Maarita tason ja y-akselin leikkauspiste F.

10) Onko piste (-1,-3,6) pisteiden (1,3,2), (-2,1,5) ja (2,-1,3) maaradamassa tasossa.



11)
A=(1,3,2)

-~ A= (1,3,2)

B:=(-2,1,5)

-~ B:=(-2.1,5)

C=(2,-1,3)

- C:=(2,-13)

Taso[AB,Cl

- bSx+43y+4+ 7Tz =28

A+ 3y +Tr=28

Sijoita, x=-1y=-3z=6: 28 =28

Joten piste on tason piste. Tason yhtdlon saa myds piirtamalla tason.
12)

Suoran pyramidin pohjana on suunnikas ABC' D
a) Madritd pisteen C' paikka, kin A = (—2,1,0), B = (1,3,0)ja D = (—4,2,2).
b) Madritd pyramidin tilavuus, kun sen huipun z-koordinaatti on 5.

Taman voisi tehda puhtaasti piirtamalla. Mutta nyt vektoreilla. Suunnikkaan sivuina ovat vektori AB ja AD.
Lasketaan pisteen C paikkavektori c.

e - A:=(-210)

, | Bi=(130)
‘4
e |- B:=(1,3,0)
5 L
5 | Di=(-422)
e |~ D:=(-4,2,2) 4
s 1:=D-A o o
4 5 34
L] —= 8§71 I= 1
2 2 4
s 2:=B-A
5 3
e - 8§y 1= 2
0

7 Vastaus: C =(-1,2,2)




9 Suunnikkaan keskipiste E

E:=A+(s 1+s 2)/2
10

3 5
L =l — =T
L E ( 2,2,1>

11 | Tason ABD wastaan normaalivel<tori, ja suora pisteen E kautta, suunta n|

n:=Ristitulo[s_1,s 2]

12 —4
o - n::= b
—7
E+t*n
13 3 5
> (—E—4t, 5+6t,1—7t)

14 | Leiklkaa tason z = 5, sijoitetaan suoran yhtalésta ¥, v, ja z

1-7t=5

Fetiaice lt=— o
ati<alse: — 7

15

16 | Jolloin pyramidin huippu on

F:=Sioital((-3) /2 -4t, 5/2 + 6t, 1 - 7),{t =(-4) / 7}]

17
o Fi= (1 B,
ARG VRN VI

18 | Pyramidin kkorlkeus on pisteiden F ja E etéisyys

h:=Etéisyys[E,F]
19

- h:=4.

-] | -d
[—]
Jrry

20 | Pohjan ala on vektorin n pituus

ALA:=Pituus[n]

21
- ALA := V101
Vi=ALAMY3

22 104

V= —
- 21

Varmistus piirtamalla, pisteet ovat jo 3D nakymassa



Piirretyn pyramidin tilavuus CAS ikkunassa

Vi=ALAMZ

404

—)V:ZH

13) Suora [; kulkee pisteiden A = (1,1,4) ja B = (1, 2, 3) kautta. Suora [, kulkee pisteiden C =
(=2,3,2) jaB = (0, 2,5) kautta. Maarita suorien valinen etdisyys. Idea: jaetaan vektori CB kolmeen
komponenttiin.



Ac=(1,1,4)
- A:=(1,1,4)

B:=(1,2,3)
~ B:= (1,2,3)

s 1.=B-A
0
— 8§ 1= 1
—1

fi=SuoralA,B]
= f: X= (1,1,4)—|—A (0,1,—1)

C:=(-2,3,2)

D:=(0,2,5)
-~ D = (0,2,5)

s 2:.=D-C
2
- §p 1= —1
3

n:=Ristitulo[s_1,5 2]

2
- n::= -2
-2

Suorat eivat ole yhdensuuntaisia

Ratkaise[B-C=r¥s_l+s*s 2+t*n,{r,s,t}]

Al

suorien valinen etdisyys on komponentin t*n Pituus

Pituus[ 1/2*n]

- V3

sqgre(3)
= 1.73




Kuvaa varten on ensin laskettu vektori 11/2 ja sitten tyokalulla vektori alkupiste ja vektori piirretty
komponenttivektorit alkaen pisteestad C. Suuntavektoreiden kertoimet olivat ykkosid, joten niiden
suuntaisia komponentteja ei tarvinnut erikseen laskea.



