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Kokoavia tehtavia

ILMAN TEKNISIA APUVALINEITA

Lo a) limf(x0)=2
b) lim / (x) =~

S~ f2) _1

¢) lim > (tangentin kulmakerroin kohdassa x = 2)

x—2 _x—2

) lim L=/ (’2 = { )

ei ole olemassa, silld erotusosaméirén toispuoleiset
x—3

raja-arvot ovat erisuuret.

e) lim ei ole olemassa, silld funktio f'ei ole kohdassa x =9

IACIRNAC)
x=9
jatkuva eika siksi voi mydskaén olla derivoituva.

o lim L@ =0D

=0 (tangentin kulmakerroin kohdassa x =11)
x—11 x—11

2. a)fi0,1)=0"+3-0-1+4-1-5=4-5=~1
Piste (0, 1, 2) ei ole funktion f'kuvaajalla, koska f{0, 1) # 2.
b) D,(x* +3xy+4y—5)=2x+3y
2
D,(x" +3xy+4y-5)=3x+4

£ (4,-1)=2-4+3-(-1)=8-3=5
£, (4,-1)=3-4+4=12+4=16
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3. a) Sarja on lukujen loputon summa ja lukujono on jono lukuja.

b) Lukujono suppenee, kun sen yleiselld jasenelld on ddrellinen raja-arvo.

c)

Sarja suppenee, kun sen osasummalla on &érellinen raja-arvo.

Suppeneva lukujono on esimerkiksi geometrinen lukujono

1 __nl
110 100 .elia, ( ) . Talldin ,}1_r)r010a =0.

Suppeneva sarja on esimerkiksi 1+ 1, 1 +..., joka on geometrinen

10 100

sarja, jossaa; =1 ja Koska —1 < ¢ < 1, sarja suppenee ja

summa on =

Epéoleellinen integraali suppenee, jos sen madrittelyssé kdytettavilla
méérityilld integraalilla on d4rellinen raja-arvo.

1
jL —hmjx 2d.x—hm/( -x )—hm/(——)—hm( %):oo
0

x? =0,
Integraali ei suppene.

e(3+l) 3+ 2
3e* e’ er 3+0_3

2e* +3 e(2+%) 2+% %240 2
e

3e" +2 3-:0+2 _2
20543 T "2.0+3 3
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a)
a = nz.n! _ I’lz'n' — 1
" (m+2)! (n+2)-(n+1)-n-(n=H=21
2 2
(A2 p? 4342
I s 1
24,3, 2 3,2 m* 14040
n(1+n+n2) 1+n+n2
b)

\/j (n— n? —3n)(n+\/n -3n)
" " n+\/n -3n
n’ —(n —3n)

n+n*-3n n+ ln (1-

n+|n| 1—é n(l+,/1- )
n>0

_3

n—»0
1+4/1—% 1+V 2
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_2n-2 , _2n-2 2n+l) 2n-2-2n-2_ 4
a, —2= -2= — = —_
" n+1 n+l1 n+1 n+l1 n+l1

Kunn>1,n+1>0ja —3 <0,
n+l1

Koska erotus a, — 2 on negatiivinen, a, < 2 kaikille termeille.

_2n+1)-2 2p-2 _2n+2-2 2n-2_ 2n  2n-2

Gt TG TTRID AT ikl n+2 ntl n+2 o+l
_2n(n+1)-(2n-2)(n+2)
B (n+2)(n+1)
_2n* +2n—(2n* +4n—2n—4)
B (n+2)(n+1)
_ 8n+4
(n+2)(n+1)

Kunn>1,a,+1—a,>0,joten a, +1 > a, kaikille termeille.

2y 5,2
=2 M) 2 ,2-0_,
1 - - n—o -

n+l1 n(1+%) 1+% - 1+0

—tnlimZim3 n—1 n
Sn—ln2+ln3+ln4+...+ln p +lnn+1
=Inl-In2+In2-In3+In3-In4+...+In(rn—-1)—Inn+Inn—In(n+1)

%/_/
0 0 0 0
=Inl-In(n+1)
=—In(n+1)

—ln(n + I)W—OO

Sarja ei suppene.
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e . kunx>0

ae™ >
S = 0,kun x<0
Tulee olla f{x) > 0, joten a > 0.

Lisdksi tulee olla [ f(x)dx=1.

If(x)dx Ide+jae 3y = O+11mjae

—0 t4)000
—hm/—lae —hm(——ae -3 +lae_3'0)
t—w() t—0 3 3
_ l,-¢a
t—0 e 3 3

3¢, kun x>0
f(x)—{ 0, kun x <0
Kun x < 0, kertymai on 0.
N
Kun x>0, j3e73xdx = ; —e = pe V=T p1=1-¢
0

-3s

Kertyméfunktio on
{0 x<0

Flx)= x>0

P(X2t)=1-F(@)=1-(1-¢*)=¢", kunt>0.
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a) Funktio g on jatkuva kohdassa x =0, jos g(0)= lin% g(x).
X
g(0)=0-£0)=0

hmg(x)— lim ( X f(x) )=0
x—0 _)0 2<f(x)<5

Funktio g on jatkuva kohdassa x = 0.

Funktio g on derivoituva kohdassa x = 0, jos raja-arvo lim g(x; = 5(0)
x—0 -

on olemassa.

i ED 20 TR=01O) ()
x—0 X

x—0 X — 0 x—0

=lim f(x)

Funktion fraja-arvon olemassaolosta kohdassa x = 0 ei tiedeti mitdén,
joten funktion g derivoituvuudesta kohdassa x = 0 ei voida sanoa
mitéan.

b) g(0) =0 - £(0)=0

hmg(x)—hm(x . f(x)) 0
x—=0 7 30 2<f(x)<5

Funktio g on jatkuva kohdassa x = 0.

g)-gO0) _ . ' f(x) —02 f(0)

lim
x—0 X — x—0
a kohta
—hn})x AC: )—hmx f(x) = 0
x>

Funktio g on derivoituva kohdassa x = 0.
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10.

Tiedetdén, ettd 1 + a> + a3 + ... = 10. Koska sarja on geometrinen,

. L a
voidaan kirjoittaa 1+ a, + a3 +...=1+q+q> +...=—1—= 1

l-qg 1-q

1

=10 gzl
1=10-10g

9

10

q

lga, +1ga, +1ga; +...+1gayy, =lg1+lgq+lgq2 +...+lgq99
=0+1gg+2lgqg+3lgg+...+991gq
=lgqg-(1+2+3+...+99)

Summa 1 +2 + 3 + ... + 99 on aritmeettinen summa, jossa on 99 jasenta.

1+2+3+...+99=99-1+299=99-50=4950

lga, +1ga, +1ga, +...+1ga,,
=lgg-(1+2+3+...+99)

9
_lgﬁ-4950
=(1g9-1g10)-4950
=(1g9-1)-4950
=4950(21g3-1)
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APUVALINEET SALLITTU

11.

a)
aika viikossa edetty matka (m)
1. viikko 10
2. viikko 10 - 0,95
3. viikko 100,95 -0,95=10 - 0,952
n. viikko 10 - 0,957 !

Matkat muodostavat geometrisen lukujonon, jossa a; = 10 ja g = 0,95.
Ensimmaisen puolen vuoden aikana kaivettu matka:

10+10-0,95+10-0,95%+ ... + 10 - 0,95
1-0,95%

=10 1-0,95

=147,29...

Robotti on edennyt noin 150 metrid.

b) Sarja 10 + 10 - 0,95 + 10 - 0,95 + ... on geometrinen sarja, joka
suppenee, koska —1 <g < 1.

I 10
T31101nS—1_0’95—200.

Tunnelin pituus ldhestyy lukua 200 m.

c)
1-0,95"
10-—1_0,95 =100
1-0,95%
0,05 =10
1-0,95" =0,5
0,95" =0,5

n= 10g0,95 0,5 :13,51

Robotilta menee kaivamiseen 14 viikkoa.
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12.

Funktio f'on jatkuva véleilld x <2 ja x > 2. Tarkastellaan jatkuvuutta
kohdassa x = 2.

_ _2
/@)= 2+1_3
lim f(x)= lim (ax+ﬁ)=2a+g

hrn f(x) = hrn ( %

x+1

Funktio on jatkuva kohdassa x =2, kun

4_2
2a+9—3
2
2da==
“T9
a=1
9
lx+i,kunx<2
fa=1"" 7 .
—— kun x>2
x+1

Funktio f'on derivoituva vileilld x < 2 ja x > 2. Tarkastellaan
derivoituvuutta kohdassa x = 2.

1 4 2 1 2
—x+5—= ~x-—=
lim L)~ f(2)_1im9 9 3 _im2- 9
x—2— x— x—>2— X—2 x—2— _X,'—2
| x-2 11
=lmg - T img =g
. 2 Ix—2(x+1)
lim f(X) f(Z)_lll’n x+1 32111’1’1 3(-x+1)
X2+ X — x=2+ X — x—2+ x=2

. x=7 . 1 1 1
xlgl+3(x+1)()x,z2’) Sn3x+3 643 9

Erotusosamairéllad on raja-arvo kohdassa x = 2, joten funktio f on
derivoituva kohdassa x = 2. Funktio f on derivoituva kaikkialla.



Juuri 13 * Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 9.8.2018

. 1
fim 1™ xfflx(Hl) e, L 140

X X

lim (—x + —) =

X—>—00

13. a) Péittely on virheellinen: lukujonon suppenemisesta ei voi paételld
sarjan suppenemista. Pééttely on epitosi.

Jos sarja suppenee, lima, =0.

n—»o

Nyt lima, :lim(l—%) —1-0=1%0.

b) Péittely on virheellinen: funktion kasvavuus ja jatkuvuus eivit riitd
takaamaan, ettd funktio olisi kertymafunktio.

Jotta funktio f'voisi olla satunnaismuuttujan kertyméfunktio, tulee olla
fix)<1.Koska f{1) = e' =e> 1, fei voi olla kertymifunktio.

c) Paittely on oikein: Rajatta kasvavan funktion farvo on suurempi kuin
100 jostakin muuttujan x arvosta c alkaen. Niinpé tallaiselle funktiolle
patee

Zf(x)dx - lim if(x)dx - lim @f(x)dx + if(x)dxj
> lim (j FOr)dx + }100de - lim (j £ (x)dx +100(¢ —c)) —
{—0 0 ¢ t—0 0

Funktion x? epdoleellisen integraalin hajaantumisen voi todeta myds
laskemalla:

ijdx—hmszdx—hm/ X —11m( l~03)=lim(%t3):oo.
t—>0

t—w ) t—0 () 3 t—© 3
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14.

) -1 1 0
[ f(x)dx = f S (x)dx + ff(x)dx+ff(x)dx

j dx+jx4dx+j

—oox
= lim j dx+jx4dx+11mj—
t—)oot X t—)oolx
= lim /——+ /—x +1lm/—%
t——o0 , 3x —15 t—>°°1 3x
= lim (—+—)+(——(——))+hm(——+ )
t——
=(§+0)+§+(0+§)
_16

15
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0l —
15. a) f(O)—mzl

x—l_l -1 x-1
hmf(x)_f(o):hm x—1 = lim x—1 x—1
x50 x—0 x50 by x—0 X
|x|-1-x+1
:1 x_l :1. |x|—x
xlan% X x1~I>I(1)X(x—1)
|x|—x . -X—X 2x li -2 -2 )

w0 x(X—=1) x>0 x(x—=1)  so0-x(x—1) xs0-x—1 0—-1

lim Xy =2 =
o0+ X(x—=1) x50+ x(x=1) x50+x(x—-1)

Funktio fei ole derivoituva kohdassa x =0.

b) Funktiota f'ei ole mééritelty kohdassa x = 1, joten sen jatkuvuutta ja
derivoituvuutta ei voida tarkastella tdssd kohdassa.

16. a)flxy=Inx+x+1,x>0
14 _1
==+
fre=1

Kun x>0, ' (x) > 0, joten f on kasvava ja sillé on kaénteisfunktio.

b) fix) =2
Inx+x+1=2
Inx+x=1

Huomataan, et kunx=1,In1+1=0+1=1.
Koska f(1) =2, g(2) = 1.
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¢) Kéanteisfunktion g kuvaaja saadaan peilaamalla funktion f'kuvaaja
suoran y = x suhteen. Kuvaajat leikkaavat siksi toisensa pisteissa,
joissa ne leikkaavat suoran y = x. Etsitddn ne funktion f'kuvaajalla
olevat pisteet, joiden x ja y koordinaatit ovat samat, eli ratkaistaan
yhtéld fix) =x.

Inx+x+1=x

Inx=-1
x=¢!
_ 1
x__
e

Pisteessa (l, 1 .
e’ e

d) Kuvaajien vilinen kulma on sama kuin leikkauspisteeseen piirrettyjen
tangenttien vélinen kulma. Tangenttien vélinen kulma saadaan
laskettua kulmakertoimien eli derivaatan arvojen avulla.

i1
et
fdy=e+
dyo 1 1
g(e)_fl(l) e+1
_|k—hk
tana—m
e+1-— 11
tana = e+1
1+(e+1)-eJrl
a=59,89..°

Kuvaajien vilinen kulma on 59,9°.
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17.

18.

Poikkileikkauskédyrdn yhtdld on fix, 1) = e =
£l (x,1)=-2x- e

£l =-21¢" =2¢" = —%

Tangentti on tasossa y = 1, joten sen y-akselin suuntainen komponentti eli
kantavektorin j kerroin on 0.

Tangentin kulmakerroin 2 ilmoittaa, kuinka paljon z-koordinaatti
e

muuttuu, kun x-koordinaatti kasvaa yhdell. Erds suuntavektori on

-2k,
e

x,0<x<1
a) f'(x)=:1,1<x<2
-x+3,2<x<4

%x2+C,0Sx<l

b) f(x)=<x+D,1<x<2

—%x2+3x+E,2<xS4

Koska f{0) =0, C=0.

Funktion tulee olla jatkuva kohdassa x = 1, joten
lim f(x)= lim f(x)=f(1)

x—>1- x—>1+

fH)=1+D

lim f(x)=1+D

x—>1+

. 1
I -1
m =7

_1
1+D—2

1
D=—=
2

Funktion ftulee olla jatkuva kohdassa x = 2.
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lim f(x)= lim /(x)=/(2)

5 1 41
f@)=2-7=13

lim f(x)=4+E

xX—2+

. 1
I =11
Jm fe)=13
4+E=11

2

1
E=-2~
2

l)cz,OSx<1

2
f(x)= x—%,leSZ

—%x2+3x—2%,2<xs4

¢) Suurin ja pienin arvo saavutetaan derivaatan nollakohdissa tai vilin
péétepisteissa.

f0)=0
L
fidy=13
Derivaatan nollakohdat ovat x = 0 ja x = 3.
f3)=2

Suurin arvo on 2 ja pienin 0.



Juuri 13 * Tehtdvien ratkaisut ® Kustannusosakeyhtio Otava e paivitetty 9.8.2018

19.

0
Sarja ), cos* x on geometrinen sarja, jossa @ = cos'x = oS X ja
k=1

suhdeluku g = cos x.

Kun x # nm, —1 <cos x <1 ja sarja suppenee, joten sen summa on
reaaliluku kaikissa maarittelyjoukon pisteissa.

o0
Tilldin Y cost x =—S08X

] I—cosx’
f(x)zﬂ,x;ﬁmt, nez
I-cosx
y = f(@)

_/(/2 0‘ WIWIZ 2m 5wW/2

Kun x — 7+ n - 2w, niin cos x — —1.

. 1i T cosx __ -1 :_l.
Sitenlm  f ()= I A cosx T-(-) 2

Naissd pisteissd funktiolla f'siis on raja-arvo, ja funktio voidaan laajentaa

ndissd pisteissd jatkuvaksi médrittelemélla sen arvoksi —%.

Kun x — 7 - 27, niin cos x — 1. Siten  lim f(x)= lim —%8X _—
x—n2n x—n2n 1 —COSX
Naéissé pisteissé funktiolla f'ei ole raja-arvoa, eika funktiota f'siksi voida

laajentaa néissi pisteissd edes jatkuvaksi funktioksi.

Funktiota ei voida laajentaa derivoituvaksi koko R :ssa.
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20. a) Valitaan esimerkiksi a, = L, n=1,2,3, ...
nm
Télléin a, :LTO ja f(an):siniz sinnt ———0.
nm a AR

n =0 kaikilla n

b) Valitaan esimerkiksi a, = ————,n=1,2,3,...
t+n-2m

1

Talloin PR

0 ja sin(al) =sin(t+n-2m) =sint
n

jokaiselle n sinifunktion jaksollisuuden perusteella.

Niinpd f(a,)= sin(al) — sini———>sint.
n



