Huippu 7 e Tehtdvien ratkaisut  Kustannusosakeyhtit Otava ¢ pdivitetty 10.12.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

1 MUUTOSNOPEUS

1.

Pohjasedimenttid on kertynyt jarveen 0,16 - 7.3 m = 1,168 m = 1168 mm.
Tdhan on kulunut aikaa 10 000 vuotta, joten sedimenttid on kertynyt

. 1168 mm mm _ ¢ mm
keskimaarin m—0,1168 p ~ 0,1 pat

Pohjasedimentin kertymisnopeus on noin 0,1 mm/vuosi.

Vastaus: 0,1 mm/vuosi

Jarven syvyysonnyt 7,3 m— 0,16 - 7,3 m= 6,132 m = 6132 mm.

Edellisen tehtdvin nojalla sedimenttid kertyy nopeudella 0,1168 %,

joten jarven tiyttymiseen kuluu aikaa 6132mm__ 55 500 4~ 50000 a.
0,1168 %

Vastaus: 50 000 vuoden kuluttua
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1.1 Keskimaardainen muutosnopeus

ALOITA PERUSTEISTA

101.

102.

Epéyhtidlomerkkien merkitys selvidd esimerkiksi muistisddnndstd ~’suu
auki suurempaan” tai ”piikki pistdd pienempaédn”. Jos epayhtidlomerkissa
on alaviiva, niin yhtdsuuruus sallitaan.

Vastaus: A: I, B: IV, C: [ ja D: I

a) Ukon keskinopeus koko
matkalla on matkan alku- ja
loppupisteisiin piirretyn
sekantin kulmakerroin.
Appletin avulla ndhdéén, ettd
kulmakerroin on

8600 km
=ik~ 141 km/vrk.

Ukon keskinopeus koko matkalla oli noin 141 km/vrk.

Vastaus: 141 km/vrk

b) Ukon keskinopeus
aikavalilla 45 vrk—50 vrk on
aikavélin alku- ja
loppupisteisiin piirretyn
sekantin kulmakerroin.
Appletin avulla ndhdéén, ettd
kulmakerroin on

_1192km e vk,
5 vrk
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Ukon keskinopeus aikaviélilld 45 vrk - 50 vrk oli noin 238 km/vrk.

Vastaus: 238 km/vrk
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103.  Merkinnéssé [a, b] luku @ on lukusuoran vélin pienin luku ja luku b sen
suurin luku.

a) Vili [9, 11] merkitdén epayhtdlomerkinndlld 9 <x < 11. Vilin [9, 11]
pienin luku on 9 ja suurin luku 11. Niiden vélissd on esimerkiksi
luku 10.

Vastaus: 9 <x <11, pienin 9, suurin 11, esim. 10

b) Vili [-9, —5] merkitddn epayhtidlomerkinnilld —9 <x <—5. Vilin
[-9, —5] pienin luku on —9 ja suurin luku —5. Niiden vilissi on
esimerkiksi luku —7.

Vastaus: —9 < x < -5, pienin —9, suurin —5, esim. —7

¢) Vili [0, 1] merkitddn epayhtidlomerkinnalld 0 <x < 1. Vilin [0, 1]
pienin luku on 0 ja suurin luku 1. Niiden vélissd on esimerkiksi

1
luku ok

Vastaus: 0 <x < 1, pienin 0, suurin 1, esim. %
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104. a) Muuttujan arvot vélin 1 <x <2 péitepisteissd ovat x; =1 ja x, = 2.
Niitd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat kuvaajan
perusteella y; =2 ja y, = 6.

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus vélilld 1 <x <2 on
Yo~ N _6—2_&24

x,—-x 2-1 1
Vastaus: 4

b) Muuttujan arvot vilin 2 < x < 4 péitepisteissi ovat x; =2 jax, = 4.
N4&itd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat kuvaajan
perusteella y; =6 jay, = 0.

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus vélilld 2 <x <4 on
Yo =N _0—6:—_6:

3.
xX,-x, 4-2 2

Vastaus: —3
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105. a) Siirretddn liukusditimelld mittauksen toiseksi paivamadraksi 1.5.

Avaloisan ajan pituus (h)

Q

A 0.08

aika (vrk)
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

paivamaira : 1.5.

Valoisa aika pitenee 0.08 tuntia vuorokaudessa.

Havaitaan, ettd valoisa aika pitenee vuorokautta kohti keskimééarin
0,08 = 0,08 - 60 min = 4,8 min =~ 5 min.

Vastaus: pitenee 5 min/vrk

b) Siirretddn liukusiitimelld mittauksen toiseksi paivamaaraksi 9.9.

2 Avaloisan ajan pituus (h)

(@

aika (vrk)
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

o

piivamadiri : 9.9.

Valoisa aika lyhenee (.08 tuntia vuorokaudessa.

Havaitaan, ettd valoisa aika lyhenee vuorokautta kohti keskiméaérin
0,08 = 0,08 - 60 min = 4,8 min ~ 5 min.

Vastaus: lyhenee 5 min/vrk
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106.

107.

Autolla ajettiin 66 021 km — 65 781 km = 240 km.
Aikaa kului 2 h 30 min = 2,5 h.
240 km _ 96 km

Automatkan keskinopeus oli 251 o

Vastaus: 96 km/h

a) Muuttujan arvot vélin [—4, 2] pddtepisteissd ovat x; = —4 jax, = 2.
Néitd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat
yi=f-4)=(4’=16jay,=f2)=2=4.

Funktion f'keskimdirdinen muutosnopeus vélilld [-4, 2] on

Vo= 4-16 _ —12 _

X, — X, _2—(—4)_ 6 -2

Vastaus: —2

b) Piirretdéin funktion f'kuvaaja ja
merkitddn sille pisteet kohtiin, joissa
x=—4jax=2.

L 2,4
Piirretdén pisteiden kautta suora. &
=
1 2 3
Ohjelma antaa suoran
kulmakertoimeksi k£ = —2, joten
funktion f'keskiméairdinen
muutosnopeus vililld [—4, 2] on
2.
Vastaus: —2
2. 4)
e
1 2 8
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108.

Muuttujan x arvot vdlin [10, 25] pédétepisteissd ovat x; = 10 ja x, = 25.
Niitd muuttujan arvoja vastaavat sadon y arvot ovat taulukon perusteella
y1=6790 ja y, = 5830.

Sadon keskiméddrainen muutosnopeus vililld [10, 25] on
Y,—y  5830kg-6790kg

—64.
X, — X, 25kg—-10kg

Kun lannoituksen mééri nostetaan 10 kilogrammasta 25 kilogrammaan,
sato pienenee jokaista liséttyd typpilannoitekilogrammaa kohti 64 kg.

Vastaus: pieneni 64 kg



Huippu 7 e Tehtdvien ratkaisut  Kustannusosakeyhtit Otava ¢ pdivitetty 10.12.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

VAHVISTA OSAAMISTA

109. a) Vili [1, 3] merkitdin epayhtdlomerkinnélld —1 < x < 3. Vilin [-1, 3]
pienin luku on —1 ja suurinta lukua ei ole. Vililld [-1, 3[ on
esimerkiksi luku 0.

Vastaus: —1 <x < 3, pienin —1, suurinta lukua ei ole, esim. 0

b) Vili }— —} merkitdin epdyhtilémerkinnalli % <x< % . Vilin

% ja % puolessa vilissé oleva luku

1 1. . . .1 .5
. < = =~
Vastaus: 3 <x< R pienintd lukua ei ole, suurin 5> esim. 15

¢) Vili ]-n, —V2 [ merkitiéin epayhtildmerkinnilld — <x < —/2 . Vilin
|-, -2 [ pieninti ja suurinta lukua ei ole. Koska —n ~—3,141... ja

2 = —1,414..., valilla ]-m, -2 [ on esimerkiksi luku —2.

Vastaus: 1t <x < —V2 , pienintd ja suurinta lukua ei ole, esim. —2
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110. a) Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x =1 ja
x = 3 kautta. Siirretdén pistettd 4 y-akselin suuntaisesti niin, ettd
sekantin kulmakertoimeksi saadaan &k = —2.

o~ / s hD)
IV =
2
k=-2
- -
2 ) : 3 8
-2 A=(3,-2)
-4

Pisteen 4 koordinaatit ovat (3, —2).
Vastaus: (3, —2)

b) Toimitaan vastaavasti kuin a-kohdassa. Piirretddn nyt sekantti kohtien
x =-1jax =3 kautta.

(k] ~ 4 @ S
V]

0

Pisteen 4 koordinaatit ovat (3, 3).

Vastaus: (3, 3)
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111.

112.

Funktion f'keskimddrdinen muutosnopeus saadaan jakamalla funktion
arvon muutos muuttujan arvon muutoksella. Keskiméérdinen
muutosnopeus vililli [5, 9] on siis % :% =3.

Tulos tarkoittaa kdytinnossi, ettd henkilon idn muuttuessa viidesté
vuodesta yhdeksédén vuoteen henkilon massa kasvaa vuodessa
keskimairin 3 kg.

Vastaus: 3. Henkilon massa kasvaa viiden ja yhdeksén ikdvuoden vililla
keskimdirin 3 kg vuodessa.

a) Kuvaajan x-koordinaatin pienin arvo on 0 ja suurin 4, joten kuvassa on
funktion kuvaaja viélilld [0, 4]. Viite on siis epatosi.

Vastaus: epétosi, [0, 4]

b) Muuttujan x arvot vélin [0, 3] pditepisteissd ovat x; = 0 ja x, = 3.
Néitd muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot ovat kuvaajan
perusteella y; = —3 ja y» = 0. Funktion f keskiméardinen muutosnopeus

- »=n _0-(3)_3

lilla [0, 3 = ===1.
vililla [0, 3] on Y = x, 320 3
Viite on siis tosi.

Vastaus: tosi

¢) Kun kuvaajan pisteen x-koordinaatti on lukujen 1 ja 3 vililla, kuvaaja
on x-akselin yldpuolella, joten y-koordinaatti on suurempi kuin nolla.
Viite on siis tosi.

Vastaus: tosi

d) Tutkitulla vililla funktion arvo eli kuvaajan y-koordinaatti on
véhintddn —3 ja korkeintaan 1, eli —3 < f{x) < 1. Vdite on siis epétosi.
Sen sijaan muuttujan arvo eli kuvaajan x-koordinaatti on vadhintdin 0 ja

korkeintaan 4, eli 0 <x <4,

Vastaus: epatosi, x
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2000

113.  a) Piirretdin funktion f{x) = +0,5mx* kuvaaja, kun x > 0.

Aajumiirin maara (cm2)

3000
2000

1000

n halkaisija (¢rg)
0 2 4 6 8 10 12 14 16

b) Merkitdan koordinaatistoon pisteet (2, f{2)) ja (6, f(6)) ja piirretddn
suora niiden kautta.
1500 atumurkn madra (cm-)

y = f(x)
(2, 1006.2831853072)
1000
200 (6, 389.882001098)
@ halkziisija (cg)
9 2 1414 483778411 g g
Ohjelma antaa suoran kulmakertoimeksi £ = —154,100... = —154,1.

Vastaus: k= —154,1

¢) Kohdan b tulos tarkoittaa, ettd kun tolkin pohjan halkaisija kasvaa
2 cmi:std 6 cm:iin, tarvittavan alumiinin méérd pienenee keskiméirin
noin 154,1 cm?, kun halkaisija kasvaa yhdelli senttimetrill.

Vastaus: Tarvittavan alumiinin mééré pienenee keskimaérin
n. 154 cm?, kun halkaisija kasvaa.
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114.

a) Muuttujan x arvot vélin [1980, 2015] péatepisteissd ovat x; = 1980 ja
x> =2015. Néitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien méérén y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; = 23 ja y» = 9470.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus valilld [1980, 2015] on

Yo~ _ 947023
x,—x,  2015-1980

=269,914...~ 270 tuhatta liittymaa/vuosi.

Vastaus: 270 000 liittyméad/vuosi

b) Kuvaaja ndyttda silmdmairiisesti jyrkimmaltd aikavéleilld 1995-2000
ja 2005-2010. Lasketaan funktion f'keskimaérdiset muutosnopeudet
véleilld [1995, 2000] ja [2005, 2010].

Muuttujan x arvot vélin [1995, 2000] péétepisteissd ovat x; = 1995 ja
x2 = 2000. Néitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien mééran y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; = 1039 ja y, = 3729.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus valilld [1995, 2000] on

V2=V _3729-1039
X,—x, _ 2000—1995

= 538 tuhatta liittym&&/vuosi.

Muuttujan x arvot vélin [2005, 2010] péétepisteissd ovat x; = 2005 ja
x> =2010. Néitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien méérén y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; = 5385 ja y» = 8390.

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus valilld [2005, 2010] on

Vo= _ 8390 — 5385
x,—x, 2010-2005

= 601 tuhatta liittyméaa/vuosi.

Muutosnopeus oli siis suurin vuodesta 2005 vuoteen 2010. Tuolloin
matkapuhelinliittymien miéra kasvoi vuodessa keskiméérin 601
tuhannella.

Vastaus: aikavalilld [2005, 2010], 601 000 liittymaa/vuosi
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¢) Muutosnopeus oli kuvaajan perusteella pienin vuosina 1980—-1985.
Lasketaan funktion f muutosnopeus vélilla [1980, 1985].

Muuttujan x arvot vélin [1980, 1985] pédtepisteissd ovat x; = 1980 ja
x> = 1985. Néitd muuttujan arvoja vastaavat liittymien méérén y arvot
ovat kuvaajan perusteella y; = 23 ja y» = 68. Funktion f'keskiméardinen
muutosnopeus vélilld [1980, 1985] on
Y=Y 68-23
x,—x  1985-1980

=9 tuhatta liittym&é/vuosi.

Muutosnopeus oli pienin vuodesta 1980 vuoteen 1985. Tuolloin
matkapuhelinliittymien méara kasvoi vuodessa keskiméarin
9000 liittymalla.

Vastaus: aikavililld [1980, 1985], 9000 liittymé&a/vuosi
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115.

Lasketaan funktion f'(x) = 3x — 5 arvot vélien pédtepisteissa.
fiHy=3-1-5=-2

f4)=3-4-5=7

A100)=3-100—5=295

f200)=3-200—5=595

A—1000) =3 - (—1000) — 5 =-3005

f6000) =3 - 6000 —5=17 995

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililld [1, 4] on
7-(2) _9_ 3
4-1 3 7

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus vélilld [100, 200] on
595-295 _300 _4
200-100 100

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililld [-1000, 6000] on
17995—(-3005) 21000

= =3,
6000—(—1000) 7000

Funktion f muutosnopeus on joka vélilla 3. Tamaé johtuu siit4, ettd
funktion f’kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 3, ja suoran pisteiden
kautta piirretty suoran sekantti on suoran suuntainen.

Vastaus: 3
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116.

a) Pisteet D = (3, 3) ja E = (4, 0) ovat kuvaajalla, joten funktion /'
0-3_-3_

keskimédridinen muutosnopeus vililla [3, 4] on

4-3 1
Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus on —3 ainakin vililla [3, 4].
Vastaus: esim. [3, 4]

b) Pisteet C = (1, —1)ja D = (3, 3) ovat kuvaajalla, joten funktion f

3-(-) _4_
31 - =2.

keskimaardinen muutosnopeus valilld [1, 3] on >

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus on 2 ainakin vilill [1, 3].
Vastaus: esim. [1, 3]

¢) Pisteet 4 = (-2, —2) ja D = (3, 3) ovat kuvaajalla, joten funktion f

3-(=2) 5y,

keskimédrdinen muutosnopeus valilla [-2, 3] on 3°(2) "5

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus on 2 ainakin vélilld [-2, 3].
Vastaus: esim. [—2, 3]

d) Pisteet B =(—1, 2) ja C = (1,—1) ovat kuvaajalla, joten funktion f'
-1-2 _=3__,5
1-(-1) 2 e
Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus on —1,5 ainakin vélilla
-1, 1].

keskimddrdinen muutosnopeus vililld [-1, 1] on

Vastaus: esim. [—1, 1]
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117. a) Sovitetaan aineistoon 3. asteen polynomifunktio sopivalla ohjelmalla.

4Amassa (q)

1
/ 99 2 — 0.677 2> + 1.376 = +1.085
9 aika (m
0 1 2 3 4 5

Ohjelma antaa funktioksi f{x) = 0,099x° — 0,677x* + 1,376x + 1,085.
Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 1,5 ja
x = 5,5 kautta.

Amassa (g)
5

(15,1.959) °
14
/6. 99 2 — 0.677 2> + 1.376 = + 1.085
o aika (d)
0 1 2 3 4 5

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi & = 0,674, joten funktion f
keskimaardinen muutosnopeus vililla [1,5; 5,5] on
0,674 g/vrk = 0,67 g/vrk.

Vastaus: f{x) = 0,099x° — 0,677x> + 1,376x + 1,085; 0,67 g/vrk
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b) Kuvaajan perusteella populaatio kasvaa noin hetkeen 1,5 vrk asti.
Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 0
jax=1,5 kautta.

‘massa (9) /
5

2
/‘(/1;, 1.959) °
A (0, 1.085)
o aika (gll
5

0 1 2 3 4

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi k& = 0,583, joten populaation
keskimairdinen kasvunopeus vililld [0; 1,5] on noin 0,58 g/vrk.

Vastaus: 1,5 vrk; 0,58 g/vrk
¢) Kuvaajan perusteella populaation koko on pienimmilldan

noin 3 vuorokauden kohdalla. Piirretédén funktion kuvaajalle sekantti,
joka kulkee kohtien x = 1,5 ja x = 3 kautta.

Amassa (g)
2 S— (3, 1.7
®  (1.5,1.959)
(IS g

® aika (m

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi £ = —0,11, joten populaation
keskiméddrdinen kasvunopeus vililld [1,5; 3] on noin —0,11 g/vrk.

Vastaus: 3,0 vrk:n kuluttua; —0,11 g/vrk
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118.  Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

50000 §BK T per henkilé (1)

40000 °
30000
20000
10000
o o °
o E0T A
36.223 - 1.059 — Ttaitoisten csuus (%)
0 20 40 60 80 100

Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 70 ja
x =90 kautta.

12000ABKT per henkild ()

10000
8000
6000
4000

2000
36.223 - 1.059" >

7o lukutaitoisten osuus (“/i

0 20 40 0 80 100 120
=208.297x - 12622.206

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi £ = 208,297, joten yhden

prosenttiyksikon nousu lukutaitoisten osuudessa kasvattaa mallin mukaan
bruttokansantuotetta 208,297 $ = 208 §.

Vastaus: 208 dollarilla
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119.

a) Funktion flausekkeessa muutoskerroin on g = 0,994, joten joka

minuutti isotoopin mééristi on jiljelld 99,4 % edellisen minuutin
médrastd. [sotooppia hajoaa siis minuutissa 100 % — 99,4 % = 0,6 %.

Vastaus: 0,6 %

b) Lasketaan funktion f{x) =2 - 0,994x arvot vélien péditepisteissa.

f0)=2-0,994°=2
A100)=2-0,994'° = 1,095...
f(200) =2 - 0,994* = 0,600...

Funktion f'keskimédrdinen muutosnopeus vililla [0, 100] on

1,095..-2
oG =0,00904...

Aikavililld [0, 100] isotooppia hajoaa minuutissa keskimédérin
0,00904... pg =~ 0,0090 pg.

Funktion f'keskiméérdinen muutosnopeus vélillda [100, 200] on
0,600...-1,095...
200-100 0,00495...

Aikavililld [100, 200] isotooppia hajoaa minuutissa keskimaérin
0,00495... ug =~ 0,0050 pg.

Vastaus: 0,0090 pg ja 0,0050 pg

Isotoopin madrd viahenee ajan kuluessa. Kun suuremmasta ja
pienemmaéstd grammamééristd hajoaa sama prosenttiosuus, niin
suuremmasta madrastd hajoaa grammoina mitattuna suurempi maara
isotooppia.
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120. a) Sovitetaan aineistoon 1. asteen polynomifunktio.

Akoyhia (%)

N[ -1.051 z +36.129

Ohjelma antaa malliksi funktion f{x) =—1,051x + 36,129.
Etsitdéin funktion f'kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste ohjelman avulla.

Akoyhia (%)
N[ -1.051 @ +36.129

30

20

Ohjelma antaa leikkauspisteeksi (34,375; 0).

1. asteen polynomisen mallin mukaan absoluuttinen kdyhyys loppuu
maailmasta 34,375 vuoden kuluttua vuodesta 1990 eli vuonna
1990 + 34,375 = 2024,375 = 2024.
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Sovitetaan aineistoon 2. asteen polynomifunktio.

Akoyhia (%)
40

T10,017 2% — 0.657 z + 34.8

30

20

Ohjelma antaa malliksi funktion g(x) = —0,017x* — 0,657x + 34,8.

Etsitdéin funktion g kuvaajan ja x-akselin leikkauspiste ohjelman
avulla.

Akoyhia (%)

40

—~

30

<0,017 2° — 0.657 = + 34.8

20

(29.939, 0)
aika (vuot‘t_iL

Ohjelma antaa leikkauspisteeksi (29,939; 0).

2. asteen polynomisen mallin mukaan absoluuttinen kdyhyys loppuu
maailmasta 29,939 vuoden kuluttua vuodesta 1990 eli vuonna
1990 + 29,939 = 2019,939 =~ 2020.

Vastaus: fix) =—1,051x + 36,129, jonka mukaan absoluuttinen
kdyhyys loppuu vuonna 2024 ja g(x) = —0,017x* — 0,657x + 34,8,
jonka mukaan absoluuttinen kdyhyys loppuu vuonna 2020.
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b) Ensimmdisen asteen polynomisen mallin kuvaaja on suora, joten
kuvaajalle piirrettyjen sekanttien kulmakerroin on sama kuin suoran
kulmakerroin k= —1,051.

Ensimmadisen asteen polynomisen mallin mukaan kdyhien osuus aleni
seka aikavalilld 19902000 ettd aikavalilla 2000-2010 vuosittain
keskimdirin 1,051 =~ 1,05 prosenttiyksikolla.

Toisen asteen polynomisen mallin kuvaaja on paraabeli.

Vuosina 1990 ja 2000 oli kulunut 0 ja 10 vuotta vuodesta 1990, joten
ajankohtia vastaavat muuttujan x arvot ovat x = 0 ja x = 10. Piirretddn
funktion g kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 0 ja x = 10
kautta, ja miaritetddn ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

Akoyhia (%)
40
(0, 34.8)

S0 (10, 26.542)

20

@ ika (vuogﬁ_

35

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi k£ = —0,826, joten kdyhien
mééri aleni toisen asteen polynomisen mallin mukaan ajanjaksolla
19902000 keskimairin 0,826 ~ 0,83 prosenttiyksikollda vuodessa.
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Vuosina 2000 ja 2010 oli kulunut 10 ja 20 vuotta aikaa vuodesta 1990,
joten ajankohtia vastaavat muuttujan x arvot ovat x = 10 ja x = 20.
Piirretddn funktion g kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 10 ja
x =20 kautta, ja méadritetddn ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

Akoyhia (%)
40

20 (10, 26.542)

20
(20, 14.908)

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi £ = —1,163, joten kdyhien
mééri aleni toisen asteen polynomisen mallin mukaan ajanjaksolla
2000-2010 keskiméérin 1,163 = 1,16 prosenttiyksikolld vuodessa.

Vastaus: 1. asteen polynomifunktio: 1,05 prosenttiyksikolld vuodessa
ja 1,05 prosenttiyksikolld vuodessa; 2. asteen polynomifunktio:
0,83 prosenttiyksikdlld vuodessa ja 1,16 prosenttiyksikolld vuodessa
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SYVENNA YMMARRYSTA

121.  a) Mallinnetaan keskildmpdtiloja polynomifunktiolla, jossa muuttujana
on vuodesta 1895 kulunut aika vuosina, ja jonka asteluku on
sdddettavissa.

20 Kesnien ipStiascy,

0.01278  + 11.66597

o aika (vuottg)

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

1. asteen polynomifunktion lauseke on 0,01278x + 11,66597.

20 pResniainpotia (7<)

n=2

0.00004 2% + 0.00825  + 11.75659

o aika gvuotti

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

2. asteen polynomifunktion lauseke on
0,00004x? + 0,00825x + 11,75659.

20 Areski

—0.0000005295 2 + 0.0001335539 2 + 0.0036196308 « + 11.8023371297

o aika (vuott3)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
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3. asteen polynomifunktion lauseke on
—0,0000005295x> + 0,0001335539x* + 0,0036196308x
+11,8023371297.

o0 © o °
o o ° ) .
08000000986 &' — 0.0000243931 2° + 0.0019847569 2 — 00456825052 = + 120895587819

aika (vuotta)
20 4 60 80 100 120 140 160 180 200 220

4. asteen polynomifunktion lauseke on
—0,0000000986x* — 0,0000243931x> + 0,0019847569x"
—0,0456825417x + 12,0895592731.

Vastaus: f{x) = 0,01278x + 11,66597;

f(x) = 0,00004x* + 0,00825x + 11,75659;

fix) =—0,0000005295x> + 0,0001335539x* + 0,0036196308x
+11,8023371297 ja

fix) =—0,0000000986x* — 0,0000243931x° + 0,0019847569x
—0,0456825471x + 12,0895592731
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b) Kolmannen asteen polynomifunktio ennustaa 1dmpétilojen 1dhtevin
pitkdlld aikavililld laskuun, vaikka nousuvaihe on kestényt koko
mittaushistorian ajan. Témén vuoksi malli ei ole kovin uskottava.

Neljannen asteen polynomifunktio ennustaa lampdétilojen 1dhtevén pian
tunnetun mittaushistorian jalkeen huomattavasti jyrkempéin nousuun
kuin tdhén asti on mitattu. Tdmén vuoksi malli ei ole kovin uskottava.

Uskottavimmat neljésté mallista ovat 1. ja 2. asteen polynomifunktio,
jotka molemmat ennustavat lampétilojen nousevan suurin piirtein
nykyiselld vauhdilla.

Tutkitaan 1. asteen polynomifunktion antamat ennusteet.

Funktion kuvaaja on suora, joten kuvaajalle piirretyn sekantin
kulmakerroin on sama kuin suoran kulmakerroin k= 0,01278.
Lampétila nousee siis 1. asteen polynomimallin mukaan keskiméérin
0,01278 °C = 0,013 °C vuosittain.

Etsitddn ohjelman avulla funktion kuvaajan ja suoran y = 15
leikkauspiste.
Akeskilamoétile (°C

p=1 (260.8175, 15)

0.01278 x + 11.66597

aika (vuot_lm_

0
0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Ohjelma antaa leikkauspisteeksi (260,8175; 15), joten 1. asteen
polynomisen mallin mukaan keskilédmpétila ylittdd 15 °C vuonna
1895 + 260,8175 = 2155,8175 = 2156.

Tutkitaan 2. asteen polynomifunktion antamat ennusteet.
Vuonna 2017 vuodesta 1895 oli kulunut 2017 — 1895 = 122 vuotta ja
vuonna 2100 vuodesta 1895 on kulunut 2100 — 1895 = 205 vuotta.
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Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee pisteiden x = 122 ja
x =205 kautta, ja médritetdan ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

keskilimpotila (°C)

e y = 0.02049652552 + 10.8201053729

aika (vuotta)
0 50 100 150 200 250

Sekantin kulmakerroin on £ = 0,02049..., joten keskildmpdétila nousee
2. asteen polynomisen mallin mukaan ajanjaksolla 2017-2100
keskimaéarin 0,02049... °C = 0,020 °C vuosittain.

Etsitdén ohjelman avulla funktion kuvaajan ja suoran y = 15

leikkauspiste.
Akeskilamg étila (°C)
n=2
. 15)
5
@ aika (vuo@i}b

0 50 100 150 200 250

Ohjelma antaa leikkauspisteeksi (204,07113; 15), joten 2. asteen
polynomisen mallin mukaan keskilampdtila ylittdd 15 °C vuonna
1895 +204,07113 =2099,07113 = 2099.

Vastaus: 1. asteen polynomifunktio: 0,013 °C/vuosi, vuonna 2156;
2. asteen polynomifunktio: 0,020 °C/vuosi, vuonna 2099
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122.

a) Maédritetddn appletin avulla sadon keskiméérdinen muutosnopeus
valilla [0, 10]. Muutosnopeus on kohtien x = 0 ja x = 10 kautta

piirretyn sekantin kulmakerroin.

E].A//'/:i-@@/ch

kaalisato (t/ha)

=)

(%)

lannoite!

tta (kg/ha)

10 20 30 40 50 60 70

Appletin avulla kulmakertoimeksi saadaan & = 0,75, joten sadon
keskimdirdinen muutosnopeus vililld [0, 10] on 0,75 tonnia/kg.

Madritetdédn vastaavalla tavalla sadon keskimédrdinen muutosnopeus

valilla [10, 20].
R oA OO\ e

Akaalisato (t/ha)

25

Q

lannoitetta (kg/ha)

10 20 30 40 50 60

70

Appletin avulla kohtien x = 10 ja x = 20 kautta kulkevan sekantin

kulmakertoimeksi saadaan k= 0

,22, joten sadon keskimdirdinen

muutosnopeus vililld [10, 20] on 0,22 tonnia/kg.

Vastaus: 0,75 tonnia/kg ja 0,22 tonnia/kg
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b) Funktion kuvaajan perusteella sadon suurin mahdollinen méara
néyttiisi olevan 65,73 tonnia/ha = 66 tonnia/ha.

(R)f L OO N A

kaalisato (t/ha) (%)

70

(71.78,65.73)

65

60

lannoitteen maara (kg/ha)
o 10 20 30 40 50 60 70

Vastaus: n. 66 tonnia/ha

¢) Tavoitesato on 95 % maksimaalisesta sadosta, eli
0,95 - 65,73 tonnia’ha = 62,443... tonnia/ha.

Piirretdén suora y = 62,443... ja mairitetdén appletin avulla suoran ja
funktion kuvaajan leikkauspiste.

B~ >0 04 Nw o

kaalisato (t/ha) 5

B

(59.04, 65.73)

65
42, 62.44)

lannoitetta (kg/ha)
10 20 30 4 50 60 70

Leikkauspisteen x-koordinaatti on 9,42, joten jotta tavoitesato
saataisiin, pitdisi lannoittaa 9,42 kg/ha = 9,4 kg/ha.

Vastaus: 9,4 kg/ha
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d) Tavoitesato on 97 % maksimaalisesta sadosta, eli

e)

0,97 - 65,73 tonnia’ha = 63,758... tonnia/ha.

Piirretddn suora y = 63,758 ja mééritetddn appletin avulla suoran ja
funktion kuvaajan leikkauspiste.
RIS > OO LN D

Akaalisato (t/ha) >

lannoitetta (kg/ha)
10 20 30 4 50 60 70

Leikkauspisteen x-koordinaatti on 13,31, joten jotta tavoitesato
saataisiin, pitéisi lannoittaa 13,31 kg/ha = 13,3 kg/ha.

Vastaus: 13,3 kg/ha

Tuotto saadaan vahentamalla tuloista menot. Tulot saadaan kaalin
myynnistd. Kaalitonnin hinta on 550 €. Menot aiheutuvat
fosforilannoitteen méérastd. Lannoitekilo maksaa 2 €.
Tarkastellaan ensin 95 %:n tavoitesatoa.

Tulot: 62,443... - 550 € =34 343,925 € ~ 34 343,93 €
Menot: 9,42 - 2 € =18,84 €

Tuotto on siis 34 343,93 € — 18,84 € =34 325,09 €.
Tarkastellaan sitten 97 %:n tavoitesatoa.

Tulot: 63,758... - 550 € =35 066,955 € ~ 35 066,96 €
Menot: 13,31 - 2 €=26,62 €

Tuotto on siis 35 066,96 € — 26,62 € = 35 040,34 €.

Lannoitusméairin nostamisella saadaan
35 040,34 € — 34 325,09 € = 715,25 €:n tuotto.

Vastaus: 715,25 €
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123. a) Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.

2500Akuolleita

2000
1500
1000

500

=5 7.223 - 1.29" kulutus (Iitrai!
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Ohjelma antaa funktioksi flx) = 87,223 - 1,29x.
Vastaus: fix) = 87,223 - 1,29x

b) Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli.
7hkuctieita 33.757-0.847

9 kulutus (litrag)
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Ohjelma antaa funktioksi g(x) = 33,757 - 0,84x.

Vastaus: g(x) = 33,757 - 0,84x
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¢) Piirretddn funktion f'kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x =9 ja
x = 11 kautta, ja méédritetddn ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

Akuolleita
1600
(11, 1435/657)
1400
1200
1000
800 (9, 862.746)

600

== 87.223 - 1.29” kultus (itrag)
2 4 6 8 0 12 14 18 18

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi 286,455, joten a-kohdan
mallin mukaan alkoholiperiisiin sairauksiin ja alkoholimyrkytykseen
kuolleiden méaéara kasvaa litran kulutuksen kasvua kohti keskiméarin
286,455 =~ 286:1la.

Piirretddn funktion g kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x =9 ja

x = 11 kautta, ja mééaritetddn ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.
25 hicioned33.757 - 0.84°

(9,7.011)
(11, 4.945)

@ kulutus (litragg

2 4 6 8 10 12 14

Sekantin kulmakerroin on —1,033, joten b-kohdan mallin mukaan
henkirikosten uhrien médra pienenee litran kulutuksen kasvua kohti
keskimaarin 1,033 =~ 1:114.

Vastaus: kasvaa 286:1la ja pienenee yhdelld
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d) Selvitetddn mallien selitysasteet.
Tiedosto Muokkaa Naytd Asetukset Tydkalut lkki
K|l 02 X

> Algl gt[ﬂ] Yhden muuttujan analyysi

Fui
° ' g‘ « Kahden muuttujan regressioanalyysi
@ |
; 2
Tilastot _~ Pistekaavio - ®C
PR
0 . Rq-
5 23473 Y: B1:B26
e
0 8717 2000
Sxx 4004

=

Z

SSE

17
_gananssh’ 35142
XV 6937
0
8

X: A1:A26

Regressiomalli

Kasvu ~ _i} — 8?22‘{ c 1291
Ohjelma antaa a-kohdan mallin selitysasteeksi R*>=0,7683 = 76,83 %,
joten alkoholin vuosikulutus selittdd 76,83 % =~ 77 % alkoholiperiisiin
sairauksiin ja alkoholimyrkytyksiin kuolleiden maéréan kasvusta.

Tilastot ~ Pistekaavio  ~ 00
KeskiarvoX |11.3192  ~
KeskiarvoY | 4.8723 Y: D1:D26
Sx 0.8343
Sy 1.3499
r -0.5691
P -0.6319
Sxx 17.4004
VarianssiY [45.5539
Sxy -16.0212
2 ° "
R losw |- 10 11 12 13
SSE [305645 | X: c1:c26
Regressiomalli
Kaswu Y y=33.7570.84"

Ohjelma antaa b-kohdan mallin selitysasteeksi R?>=0,329=32,9 %,
joten alkoholin vuosikulutus selittdd 32,9 % =~ 33 % henkirikosten
maédrin vihenemisesta.

Vastaus: R* = 0,77 ja R* = 0,33
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124.

a) Koska funktion fkeskiméardinen muutosnopeus on kaikilla valeilla 2,
niin funktion f'kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 2. Funktion f'
lauseke on siis muotoa f{x) = 2x + b.

Sijoitetaan funktion flausekkeeseen x = 5 ja f{5) = —1. Ratkaistaan
vakiotermi b yhtélon avulla.

-1=2-5+b

-1=10+b
b=-1-10
b=-11

Vastaus: fix) =2x—11

b) Funktio f'on toisen asteen polynomifunktio, joten sen lauseke on
muotoa f{x) = ax’ + bx + c.

Koska f{0) = —1, joten sijoitetaan funktion flausekkeeseen x =0 ja
f(0) =—1 ja muodostetaan yhtilo.

~1=a-0°+b-0+c
c=-1

Funktion f'keskiméardinen muutosnopeus vililld [0, 2] on 1, joten
f2)=f0)+2-1=-1+2-1=1.

Sijoitetaan funktion flausekkeeseen x =2 ja f{2) = 1 ja muodostetaan
yhtalo.

l=a-2>+b-2-1
l=4a+2b-1
4qa+2b=2

Funktion f'keskiméardinen muutosnopeus vililld [2, 4] on 4, joten
fAH=f2)+2-4=1+2-4=9.

Sijoitetaan funktion flausekkeeseen x = 4 ja f{4) = 9 ja muodostetaan
yhtalo.

9=a-4 +b-4-1
9=16a+4b-1
16a +4b=10
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Muodostetaan edelld saaduista yhtéldistd yhtdlopari ja ratkaistaan
siitd a.

4a+2b=2 [:(-2)

16a+4b=10 [:4

—2a-b=-1
+) da+b=2
L 2

—2a+4a—b+b=—1+%
2a = [:2

a =

Alwro|w

Sijoitetaan yhtdloon 4a + 2b = 2 edelld saatu a =% ja ratkaistaan b.

3
4.2 42p=2
4+ b
3+2b=2
2b=2-3
2b=-1 |:2
p=-1

2

Funktion f lauseke on siis f'(x) =% ? —%x— 1.

Vastaus: f(x)= %xz —%x -1
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125. a) Sievennetdin.

f(x)‘m
L

= e
Kéayttdmalla samankantaisten potenssien tulon laskusaantod
am -an =a"" " oikealta vasemmalle saadaan
L
() =——
/ 14+e . e
__ L
1+ .e™
Koska e, k ja xo ovat vakioita, luku e on vakio, ja siti voidaan
merkitd lyhemmin yhdelld kirjaimella. Valitaan tuoksi kirjaimeksi

kirjain .
I0= 1w
L kx,
=——— jossab=¢e™,
1+be™ !

b) Sovitetaan aineistoon logistinen funktio.
‘metse‘istysm aara

150

100

1+ 2.043 0143z

aika (vuottg)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

196,453
Ohjel taa funktion lausekkeeksi —_—

jelma antaa funktion lausekkeeksi f(x)= 12,043
196,453

Vastaus: f( ) W
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¢) Vuonna 2010 vuodesta 1996 on kulunut aikaa 14 vuotta ja vuonna
2020 24 vuotta. Piirretddn funktion f'kuvaajalle sekantti niiden
pisteiden kautta, joiden x-koordinaatit ovat 14 ja 24, ja mééritetdén
ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.
Ametsésiysmééréu
(24, 184.169)

200
(14, 153.769)

150

100

e 196.453

1 s 2.043 6,—().1 13z

aika (yuottg)
0 5 10 15 20 25 30

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi & = 3,04, joten b-kohdan
mallin mukaan metséstettyjen supikoirien méiréd kasvaa vuodessa
ajanjaksolla 2010-2020 keskiméérin 3,04 =~ 3 yksil6d vuodessa.

Vuonna 2020 vuodesta 1996 on kulunut aikaa 24 vuotta ja vuonna
2030 34 vuotta. Piirretddn funktion f'kuvaajalle sekantti niiden
pisteiden kautta, joiden x-koordinaatit ovat 24 ja 34, ja méaéritetdén
ohjelman avulla sekantin kulmakerroin.

Ametsastysmaaré

(24, 184.169)

200

P (34, 193.354)

%) 196.453

1+ 2.043 0143z

aika (vuotta'
0 5 10 15 20 25 30 '35

Ohjelma antaa sekantin kulmakertoimeksi k£ = 0,919, joten b-kohdan
mallin mukaan metséstettyjen supikoirien mairé kasvaa vuodessa
ajanjaksolla 2020-2030 keskiméaérin 0,919 = 1 yksilon vuodessa.

Vastaus: 3 yksiload ja 1 yksilo



Huippu 7  Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 10.12.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

d) Kuvaajan perusteella supikoirien médard nayttéisi vakiintuvan hieman
alle 200 yksilon tasolle. Tdma johtuu siité, ettd funktion f'lausekkeessa
196,453
X)=——
/) 1+2,043¢ 1
silld e '*3* > 0. Kun positiivinen luku 196,453 jaetaan lukua 1
suuremmalla luvulla, on osamiéré aina jaettavaa pienempi.

osoittaja on 196,453 ja nimittdjd on aina yli 1,

Vastaus: hieman alle 200 yksiloon
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1.2 Hetkellinen muutosnopeus

126. a) Kuvasta ndhdéén, ettd kuvaajalle kohtaan x = 3 piirretyn tangentin
kulmakerroin on 2. Funktion f derivaatta kohdassa x = 3 on siis 2.

Vastaus: 2

b) Kuvasta ndhdiin, ettd kuvaajalle kohtaan x = —1 piirretyn tangentin
kulmakerroin on —2. Funktion f derivaatta kohdassa x = —1 on siis —2.

Vastaus: —2

127. a) Kuvan perusteella pisteet (—1, —2) ja (0, 4) ovat funktion f kuvaajalle
kohtaan x = —1 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on

3:2:?; = % =6, joten funktion f'derivaatta kohdassa x =—1 on 6.
Vastaus: 6

b) Kuvan perusteella pisteet (1, 0) ja (2, —2) ovat funktion f kuvaajalle
kohtaan x = 1 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on
-2-0 -2 . . .
BN = T =-2, joten funktion f'derivaatta kohdassa x =1 on —2.

Vastaus: —2
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128. a) Kuvan perusteella pisteet (100, 5) ja (120, 6) ovat funktion fkuvaajalle
kohtaan x = 55 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on siis
6-5 _ 1 _
120100 20 0,05,

joten funktion f derivaatta kohdassa x = 55 on 0,05.

Kuvan perusteella pisteet (40, 0) ja (60, 2) ovat funktion fkuvaajalle
kohtaan x = 105 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on siis
2-0 _ 2

60—40 20 %

joten funktion f derivaatta kohdassa x = 105 on 0,1.

Vastaus: 0,05 ja 0,1

b) Tulokset tarkoittavat, ettd vuonna 1955 maailman vakiluvun
kasvunopeus oli 0,05 miljardia eli 50 miljoonaa vuodessa, ja vuonna
2005 kasvunopeus oli 0,1 miljardia eli 100 miljoonaa vuodessa.

Vastaus: Vuonna 1955 maailman vikiluvun kasvunopeus oli 50
miljoonaa vuodessa, ja vuonna 2005 kasvunopeus oli 100 miljoonaa
vuodessa.

129.  Kuvaajalle kohtiin x = =2 ja x = 1 piirretyt tangentit ovat x-akselin
suuntaisia, joten niiden kulmakerroin on 0. Funktion f'derivaatta on siis
molemmissa kohdissa 0.

Vastaus: 0ja 0
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130.

a) Kuvaajan perusteella ldmpdétila laskee noin klo 0—6 ja 17-24 ja nousee

noin klo 6-17.

Vastaus: laskee n. klo 0—6 ja n. klo 17-24, nousee n. klo 617

b) Kuvan perusteella pisteet (7; 13,9) ja (17, 20) ovat funktion f

kuvaajalle kohtaan x = 7 piirretylld tangentilla.

20-13,9 6,1
17-7 10
joten funktion fderivaatta kohdassa x =7 on 0,61.

Tangentin kulmakerroin on k = =0,61,

Kuvan perusteella pisteet (18, 20) ja (21; 14,6) ovat funktion f
kuvaajalle kohtaan x = 21 piirretylld tangentilla.

14,6-20 -5,4
21-18 3
joten funktion f derivaatta kohdassa x =21 on —1,8.

Tangentin kulmakerroin on k = -1,8,

Tulokset tarkoittavat, ettd klo 7.00 1&mpotila nousi 0,61 °C/ h ja
klo 21.00 ldmpétila laski 5,4 °C/h.

Vastaus: 0,61 ja —5,4; klo 7.00 lampétila nousi 0,61 °C/h ja klo 21.00
lampdtila laski 1,8 °C/h
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131. a) Siirretddn tangentti kohtaan x = 2.

. ~

‘pltuus(cm) /.
180
160
140
120
¥
80
/:;(
20

ik (vuotta) -

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

L

Henkildn pituus 2-vuotiaana oli noin 88 cm.
Kohdassa x = 2 tangentin kulmakerroin on £ =9,9 =~ 10. Henkilon
kasvunopeus 2-vuotiaana on noin 10 cm/vuosi.

Vastaus: 88 cm, 10 cm/vuosi
b) Ikévuosien 10 ja 20 vélilla henkild néyttéisi kasvavan nopeimmin noin

14-vuotiaana. Siirretdén tangentti kohtaan x = 14.

pituus (cm) =/

ik (vuotta)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Kohdassa x = 14 tangentin kulmakerroin on £ = 8,7 = 9. Henkil6
kasvoi nopeimmin noin 14-vuotiaana, jolloin kasvunopeus oli noin
9 cm/vuosi.

Vastaus: 14-vuotiaana, 9 cm/vuosi
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132.

a) Piirretdin funktion g(x) = 0,5x* —x — 4
kuvaaja sopivalla ohjelmalla.

b) Piirretdén ohjelman avulla funktion g
kuvaajalle tangentit kohtiin x =1 ja
x=3.

¢) Madritetddn b-kohdassa piirrettyjen
tangenttien kulmakertoimet ohjelman
avulla.

Kohtaan x = 1 piirretyn tangentin
kulmakerroin on 0. Funktion f
derivaatta kohdassa x = 1 on siis 0.

Kohtaan x = 3 piirretyn tangentin
kulmakerroin 2. Funktion f derivaatta

kohdassa x = 3 on siis 2.

Vastaus: 0 ja 2

y=9(x)

y = g(x)

N (1 at)
y
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VAHVISTA OSAAMISTA

133.  a) Syke on korkeimmillaan noin 153 lyontié/minuutti.

NEYIR: 5

syke (lyontid/min)

Q)

175
(196,68, 152.98)

TS0

1
125

100

Vastaus: n. 153 lyontid/min =

. aika (s)
BEE | Sybttokentts... [©)
b) Aika sekunteinaon2 min 10s=2-60s+10s=130s.
Syke nousee hetkelld 130 s DEIZE: =
noin 1,3 lydntid minuutissa. syke (y6ntia/min) Z

175
150
125

100

Vastaus: n. 1,3 lyontid/min ”

aika (s)
/ 60 120 180 240 300

Sydttokentta.. @

¢) Aika sekunteinaon3 min30s=3-60s+30s=210s.

Syke alenee hetkelld 210 s EVIAES )
noin 1,10 lyontid minuutissa. syke (yontia/min) @)
150 2!910],'144.81)

125

100

Vastaus: n. 1,10 lyontid/min ™

60 120 180 240 300 N

Sybttokentt... ®
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134.

135.

a) Kuvaaja nousee kohdassa A jyrkemmin kuin kohdassa B, joten Hilla
kulkee nopeammin hetkelld A.

Vastaus: ajanhetkelld A

b) Juuri ennen hetked C kuvaaja nousee eli Hilla liikkuu. Hetken C
jilkeen kuvaaja on x-akselin suuntainen, joten Hilla ei liiku. Hetkelld C
Hilla siis pyséhtyy.
Vastaus: Hilla pyséhtyy.

¢) Hetkesti C hetkeen D kuvaaja on aika-akselin suuntainen, eli kuljettu
matka ei muutu. Hilla on siis tuon ajan paikallaan.

Vastaus: Hilla ei liiku.

Piirretdéin funktion g(x) = x* — 2x° kuvaaja ja sille tangentit kohtiin x = 5 ja
x=-3.
by 5.15) |

400

= x4 - 23 300
\(-3, f(-3) 2°

T

-100

-200

-300

-400

Kohtaan x = 5 piirretyn tangentin kulmakerroin on 350, joten funktion f
derivaatta kohdassa x = 5 on 350.

Kohtaan x = —3 piirretyn tangentin kulmakerroin on —162, joten funktion f
derivaatta kohdassa x = —3 on —162.

Vastaus: 350 ja —162
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136. a) Kuvan perusteella pisteet (0, 6) ja (1, 0) ovat funktion fkuvaajalle
kohtaan x = 0 piirretylld tangentilla. Tangentin kulmakerroin on

k= % =—6, joten funktion f'derivaatta kohdassa x = 0 on —6.
Vastaus: —6

b) Kuvan perusteella kohtiin x = =2 ja x = 3 piirretyt tangentit ovat x-
akselin suuntaisia, joten niiden kulmakerroin on 0. Siis funktion f
derivaatta on 0 kohdissa x =—2 jax = 3.

Vastaus: x=—2jax=3
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137. a) Siirretddn tangentti kohtaan x = 200.

0

korkeus (km)

200
150

100 (200, 85
k =~ 0.62

50

aika (s)
100 200 300 400 500 600 700

Funktion derivaatta kohdassa x = 200 on tangentin kulmakerroin
k=0,62.

Siirretédn tangentti kohtaan x = 500.

0

A korkeus (km)

200 (500, 185)

k =~ 0.06

100

50

aika (s)
100 200 300 400 500 600 700

Funktion derivaatta kohdassa x = 500 on tangentin kulmakerroin
k= 0,06.

Vastaus: n. 0,62 jan. 0,06



Huippu 7  Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 10.12.2018

Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

b) Funktion f derivaatta on suurin siind kohdassa, johon piirretyn

tangentin kulmakerroin on suurin. Appletin mukaan tangentin
kulmakerroin on suurin, kun tangentti on piirretty kuvaajan pisteeseen,
jonka x-koordinaatti on valilla [211, 221].

korkeus (km)

200

150

(221,98
100
k =~ 0.63

aika (s)

&

200

150

100

100 200 300 400 500

@

korkeus (km)

aika (s)

0

Funktion f derivaatta on pienin siind kohdassa, johon piirretyn

100

200

300

400

500

tangentin kulmakerroin on pienin. Appletin mukaan tangentin
kulmakerroin on pienin, kun tangentti on piirretty kuvaajan pisteeseen,
jonka x-koordinaatti on vililla [687, 700].

A korkeus (km) s
o (700, 189)
k=0
150
100
50
aika (s)
0 -
100 200 300 400 500 600 700
@

600

700

Vastaus: suurin aikavililld 211 s—221 s, pienin aikavélilld 687 s—700 s

¢) Derivaatta ndyttdd ajan kuluessa ldhestyvén arvoa 0.

Vastaus: ldhestyy nollaa
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d) Kohdan a tulos tarkoittaa, ettd ajanhetkelld 200 s raketti etdantyy
maasta 0,62 km sekunnissa ja ajanhetkelld 500 s 0,06 km sekunnissa.

Kohdan b tulos tarkoittaa, ettd raketin korkeus maanpinnasta kasvaa
nopeimmin aikaviélilld 211 s—220 s ja hitaimmin
aikavalilld 687 s—700 s.

Kohdan ¢ mukaan raketti ei endd etddnny maanpinnasta.

Vastaus: a-kohta: Ajanhetkelld 200 s raketti etdfintyy maasta 0,62 km
sekunnissa ja ajanhetkelld 500 s 0,06 km sekunnissa. b-kohta: Raketin
etiisyys maanpinnasta kasvaa nopeimmin aikavélilld 211 s—221 s ja
hitaimmin aikavélilld 687 s—700 s. c-kohta: Raketti ei enéd etdénny
maanpinnasta.



Huippu 7  Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 10.12.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

138. a) Nopeuden kasvu on suurin kohdassa, johon piirretyn tangentin
kulmakerroin on suurin. Appletin mukaan tdmé kohta on x = 161.

0

nopeus (m/s)

8000

6000

4000

(161, 236

2000

aika (s)
0 200 400 600 800 1000

Lihde : NASA (2017)

Nopeuden kasvu on suurin ajanhetkelld noin 161 s.
Vastaus: 161 s

b) Nopeuden kasvu on pienin kohdassa, johon piirretyn tangentin
kulmakerroin on pienin. Appletin mukaan pienin kulmakerroin on

tangenteilla ajanhetken x = 549 jilkeen.
}

~
(>4

nopeus (m/s)

8000

(549, 6416

6000

4000

2000

iki
5 aika (s)r

0 200 400 600 800 1000

Nopeuden kasvu on pienin ajanhetkestd 549 s eteenpdin.

Vastaus: ajanhetkestd 549 s eteenpiin
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¢) Ajanhetkind x = 161 ja x = 548 kuvaajassa on terdvit kérjet. Naihin
voidaan piirtdd useita tangentteja, joten derivaattaa ei voi méadrittéa
ajanhetkind x = 161 ja x = 548.

T~
nopeus (m/s) =~

8000
6000
4000

(161, 2365
2000

0 aika (s)
0 200 400 600 800 1000
‘@
~

lnopeus(m/s) L

8000
(548,6410
6000
4000
2000
0 aika (s)
0 200 400 600 800 1000 o
‘@

Vastaus: Derivaattaa el voi maérittaa.
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139. a) Koska kesdkuun alusta syyskuun loppuun on 30 + 31 + 31 +30 =122
paivad, malli on jarkevé vililld 0 < x < 1220. Piirretdén funktion

g(x)=250-2%, jossa 0<x <122, ja piirretdin kuvaajalle tangentit
kohtiin x =30 ja x =90.

Asairastuneita y =51.357x - 2473.

3000
2500
2000
1500
1000

(30, g(30))
500 o

aila (d)

0 b
0 20 4V 60 80 100

Kohtaan x = 30 piirretyn tangentin kulmakerroin on 12,24, joten
funktion g derivaatta kohdassa x = 30 on 12,24.

Kohtaan x = 90 piirretyn tangentin kulmakerroin on 51,357, joten
funktion g derivaatta kohdassa x = 90 on 51,357.

Tulokset tarkoittavat, ettd 30 vuorokauden kohdalla tartunnan
saaneiden maira kasvoi 12,24 =~ 12 henkil6lla vuorokaudessa ja 90

vuorokauden kohdalla 51,357 = 51 henkil61la vuorokaudessa.

Vastaus: 12 ja 51, tartunnan saaneiden maéra kasvoi 12 henkil6lla ja
51 henkildlld paivassa

b) Kuvaaja on jyrkin tutkittavan ajanjakson lopussa eli hetkelld x = 122.
Tama vastaa syyskuun loppua.

Vastaus: syyskuun lopussa
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140. a) Piirretddn funktion f{x) = —2x + 3 kuvaaja sopivalla ohjelmalla.
Piirretddn kuvaajalle tangentit kohtimx=—1,x=0jax=1.
Madritetdén tangenttien kulmakertoimet ohjelman avulla.

Tangenttien kulmakertoimet ovat —2, joten funktion f derivaatta
kohdissax=—1,x=0jax=1on—2.

Vastaus: —2, —2 ja —2

b) Kohdan a mukaan suoralle piirretty tangentti on suora itse, joten
tangentin kulmakerroin on sama kuin suoran kulmakerroin.

Funktion g(x) = kx + b kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on .
Funktiolle mihin tahansa kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin on &

ja funktion f derivaatta jokaisessa kohdassa on siis £.

Vastaus: k
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141.  Eksponentiaalisen mallin alkuperdinen arvo on 39 ja muutoskerroin
100 % — 1,5 % = 98,5 % = 0,985.
Malli on siis fix) =39 - 0,985x.

a) Piirretdén funktion f'kuvaaja ja piirretdén kuvaajalle sekantti niiden

pisteiden kautta, joiden x-koordinaatit ovat 0 ja 60.
“myrkyn madrd (kg)

o wn
30 \ y = —0.38752 + 39

N

20 f(z) =39-0.985" —_ (60, £(60))
—
10
aika (vrk) -
0 10 20 30 40 50 @ e

Sekantin kulmakerroin on noin —0,39, joten jarvessi olevan myrkyn
madrd vihenee ensimmadisen 60 pdivin aikana keskimaérin noin
0,39 kg =390 g vuorokaudessa.

Vastaus: 390 g/vrk

b) Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 30.
Amyrkyn miird (kg)

\m\\\
f(x) = 39-0.985"
30 \/(I' 4

30, £(30))

20

y = —0.37462 +36.0196 S~

~—
——
10
aika (vrk) .
0 10 20 30 40 50 60 70 o

Tangentin kulmakerroin on noin —0,37, joten 30 vuorokauden kuluttua

onnettomuudesta myrkyn méérd vihenee noin 0,37 kg =370 g
vuorokaudessa.

Vastaus: 370 g/vrk
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142. a) Kaupungin A vikiluku kasvaa vuodessa 1,2 %, joten vékiluku tulee

1,012-kertaiseksi vuosittain.

Kaupungin B vékiluku vihenee vuodessa 2,9 %, joten vékiluku tulee

0,971-kertaiseksi vuosittain.

Kaupungin A vikilukua kuvaa lauseke 50 000 - 1,012x ja kaupungin B

véakilukua 60 000 - 0,971x. Muodostetaan funktio kaupunkien
yhteenlasketulle vikiluvulle.
flx)=50000-1,012x + 60 000 - 0,971x

Piirretddn funktion kuvaaja sopivalla ohjelmalla. Piirretdén kuvaajalle

tangentti kohtaan x = 5 ja mééritetdén tangentin kulmakerroin.

y (asukasta)
120000

(5,104863.047) o) = 50000 - 1.012" + 60000 - 0.971"

100000 S — —

k = —891.04

80000

60000

40000

20000

X (Vuotta)
0 5 10 15 20 25] 30 35

Tangentin kulmakerroin on £ = —891,04, joten kaupunkien
yhteenlaskettu vikiluku véhenee noin 890 asukasta vuodessa.

Vastaus: 890 asukasta/vuosi
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b) Méiritetddn ohjelman funktion analysointi-toiminnolla kohta, jossa

vikiluku on alhaisimmillaan.

y (asukasta) eC e Funktion analysointi
w‘ f(x) = 50000 (1.012AX) + 60000 (0.971... & &
y = 50000 - 1.0127 + 60000 - 0.971° pisteet
100000 —
P o Arvo
Min (26.2434 , 96095.8672)
80000 Max (0, 110000)
Nollakohta Ei juuria
60000
Integraali 3973567.5319
PintaAla 3973567.5319
#9000 Keskiarvo 99339.1883
Pituus 16870.9698
20000
X (vuotta) 0 <x= 40
9 2 015 0 B 300 3 A |

Vikiluku on alhaisimmillaan 26,243... vuoden kuluttua, joten

kaupunkien yhteenlaskettu vikiluku vihenee noin 26 vuoden ajan.

Piirretddn funktion kuvaajalle sekantti, joka kulkee kohtien x = 0 ja

x = 26,243 kautta ja madritetddn sekantin kulmakerroin.

120000

—

100000

80000

60000

40000

20000

A y (asukasta)

(0,110000)

y = 50000 - 1.012" + 60000 - 0.971"

k = —529.823 (26.243,96095.867)

X (vuotta) .
30 35

Sekantin kulmakerroin on k£ = —529,82, joten kaupunkien

yhteenlaskettu vikiluku véhenee keskimdérin noin 530 asukasta
vuodessa.

Vastaus: 26 vuoden ajan, 530 asukasta/vuosi
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143.

Sovitetaan aineistoon 5. asteen polynomifunktio.

ly(m)

f(x) = —0.0023 x° + 0.0667 x* — 0.7456 x* + 4.2246 x* — 0.5091 x
120

Funktion lauseke on
Ax) =-0,0023x%° + 0,0667x* — 0,7456x° + 4,2246x* — 0,509 1x.

Madritetdén funktiolle kohtiin x = 1 ja x = 7 piirrettyjen tangenttien
kulmakertoimet.

ly(m)
f(x) = —0.0023 x° + 0.0667 x* — 0.7456 x° + 4.2246 x* — 0.5091

L = 5.9588

S0
/—n’//‘ 2 3 4 H 6 7 8 9 10 11 12

x@
13

Funktion derivaatta kohdassa x = 1 on 5,958... = 5,96 ja kohdassa
x=7o0n12,416... =12,42.

Kohdan derivaattojen erotus on
12,416... —5,958... = 6,457... = 6,46.

Boltin juoksunopeus kasvoi aikavililld 1 s - 7 s yhteensé 6,46 m/s.
Vastaus: f{x) = —0,0023x> + 0,0667x* — 0,7456x° + 4,2246x> — 0,5091x.

Derivaatat ovat 5,96 ja 12,42 ja derivaattojen erotus 6,46. Juoksunopeus
kasvoi vililld [1 s, 7 s] yhteensd 6,46 m/s.
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SYVENNA YMMARRYSTA

144. a) Sovitetaan aineistoon muotoa f{x) = a% oleva funktio.
x

A

siteilyteho (W/m2)
250

200
1366, 406

)

22

100

50

etiisyys (AU)
Ohjelma antaa funktioksi f(x) = ~>00:406
X
Vastaus: f{x) = M
X

b) Piirretddn funktion fkuvaajalle sekantti niiden pisteiden kautta, joiden
x-koordinaatit ovat 0,5 ja 1,5.

Asdeeilytého (W/m?)

6250

1366, 406
Y= 2
(0.5,5465.623)

5000

3750
y = —4858.332x + 7894.789

2500

1250
(1.5,607.291)

0 0.5 1 1.5\ 2 2.5 3

Sekantin kulmakerroin on —4858,332, joten séteilyteho vihenee
keskimiirin 4858,332 W/m* = 4900 W/m? yhden AU:n etiisyytti
kohti.

Vastaus: 4900 W/m? yhden AU:n etiisyytti kohti
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¢) Piirretddn funktion f'kuvaajalle tangentti kohtaan x = 1.

‘péiteilytiho (W/m?)
1366, 406
\ V=T,

000 \

3750

= —2732.812x + 4099.217
2500

(1,1366.406)
1250

0 0.5 1 1}\ 2 2.5 3
Tangentin kulmakerroin on —2732,812, joten funktion f derivaatta

kohdassa x = 1 on —2732,812. Siteilyn voimakkuus vidhenee siis Maan
kohdalla 2732,812 = 2700 W/m? yhden AU:n etiisyytti kohti.

Vastaus: 2700 W/m? yhden AU:n etiisyytti kohti
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145. Kopioidaan taulukko sopivaan ohjelmaan ja sovitetaan aineistoon
logaritminen funktio.

Akansanedustajat

f(x) = 74.482 + 102.826 In (x)

500

100

0 vék luku(mili)
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Ohjelma antaa funktioksi f{x) = 74,482 + 102,826 In x.
Piirretddn kayrille sekantti, joka kulkee kohtien x = 5 ja x = 10 kautta, ja
madritetddn sekantin kulmakerroin.

Akansanedustajat

f(x) = 74.487+ 102.826 In (x)

0 vak luku(milj)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Sekantin kulmakerroin on 14,225, joten kansanedustajien mééra kasvaa
noin 14 kansanedustajalla miljoonan asukkaan kasvua kohti.
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Piirretddn kayrélle tangentti kohtaan x = 5, ja mééaritetdan tangentin
kulmakerroin.

Akansanedustajat °

f(x) = /4.482 + 102.826 In (x)
400

ky =20.565

0 vak luku(milj)

/ o 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Tangentin kulmakerroin on 20,565, joten kansanedustajien madarin
kasvunopeus on noin 21 kansanedustajaa/miljoonaa asukasta.

Vastaus: f{x) = 74,482 + 102,826 In x, 14 kansanedustajaa, 21
kansanedustajaa miljoonaa asukasta kohti
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146.  Piirretddn funktion f{x) = ex kuvaaja ja sille tangentteja eri kohtiin.
Madritetdén tangentin kulmakertoimet.

Taulukoidaan funktion arvoja ja derivaattoja muutamissa kohdissa.

x=-3|x="2|x=-1|x=0|x=1| x=2 x=3
Funktion arvo | 0,05 0,135 | 0,368 1 2,718 | 7,389 | 20,086
Derivaatta 0,05 0,135 | 0,368 1 2,718 | 7,389 | 20,086

6“’

0, 1)

1
Z U

-4 3 1 2 4l

(-3, 0.05)

Kuvaan on merkitty pisteet, joiden x-koordinaatit ovat —3, 0 ja 1 sekd
kyseisiin kohtiin piirretyt funktion ftangentit ja niiden kulmakertoimet.
Huomataan, ettéd pisteen y-koordinaatti eli funktion arvo on sama kuin
pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin.

Vastaus: Funktion arvot ja derivaatat ndyttiisivét olevan yhté suuria.



Huippu 7  Tehtavien ratkaisut  Kustannusosakeyhti6 Otava e pdivitetty 10.12.2018
Julkaiseminen sallittu vain koulun suljetussa verkossa.

147.

Koska derivaatta on negatiivinen kohdassa x = 50 (km/h), funktion
kuvaajalle piirretty tangentti on laskeva suora. Hahmotellaan tilannetta
kuvan avulla.

kulutus(l/100, km)

0 nopus(km/b)
0 10 20 30 40 50 60 70 807

a) Funktion f derivaatta kohdassa x = 50 on negatiivinen, eli kuvaajalle
kohtaan x = 50 piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen.
Lyhyelld matkalla funktion kuvaaja kulkee likimain tangenttia pitkin.
Koska tangentti on laskeva suora, niin suoran pisteen x-koordinaatin
kasvaessa y-koordinaatti pienenee. Autoilijan kasvattaessa nopeutta
hieman x-koordinaatti kasvaa, joten polttoaineen kulutus alenee.

Vastaus: vihenee

b) Funktion fderivaatta kohdassa x = 50 on negatiivinen, eli kuvaajalle
kohtaan x = 50 piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen.
Lyhyelld matkalla funktion kuvaaja kulkee likimain tangenttia pitkin.
Koska tangentti on laskeva suora, niin suoran pisteen x-koordinaatin
pienetessd y-koordinaatti kasvaa. Autoilijan alentaessa nopeutta
hieman x-koordinaatti pienenee, joten polttoaineen kulutus kasvaa.

Vastaus: kasvaa
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148.

a) Funktio filmaisee kahvikupillisesta saadun myyntivoiton, kun

muuttujana on kahvikupillisen hinta x euroina. Funktion derivaatta
kuvaa kahvikupillisesta saadun myyntivoiton muutosta.

Kun x = 3, on kahvikupillisen hinta 3 €. Myyntivoitto saadaan, kun
myyntituloista vihennetddn menot. Menot yhti kahvikupillista kohden
eivit muutu hinnan noustessa, joten mitd suuremmaksi kahvikupin
myyntihinta kasvaa, sitd enemméan myyntivoittoa yhdesta
kahvikupillisesta saadaan.

Funktion derivaatta kohdassa x = 3 on siis positiivinen.

Vastaus: positiivinen

b) Funktio filmaisee kahvilassa myytyjen kahvikupillisten maarad, kun

muuttujana on kahvikupillisen hinta x euroina. Funktion derivaatta
kuvaa myytyjen kahvikupillisten mé4ran muutosta.

Kun x = 3, kahvikupillisen hinta on 3 €. Yleensa tuotteen hinnan
noustessa tuotetta myydadn vihemmain kuin ennen. Myyntimaéré siis
véhenee tuotteen hinnan noustessa.

Funktion derivaatta kohdassa x = 3 on siis negatiivinen.

Vastaus: negatiivinen
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149.

Koska valaistusvoimakkuus y on kddntden verrannollinen etdisyyden x

neliodn, voidaan merkitd y = iz, jossa k on vakio.
X

Ratkaistaan vakio k seké lampulle A ettd lampulle B.

Lamppu A:
Koska valaistusvoimakkuus on 100 lx, kun etéisyys lampusta on 1 m,

saadaan yhtilo 100 = 1%, josta vakioksi & saadaan & = 100. Siis lampulle

A on voimassa y = @, jossa x on etdisyys lampusta A.
X

Lamppu B:
Koska valaistusvoimakkuus on 200 1x, kun etéisyys lampusta on 1 m,
saadaan yhtdlé 200 = liz’ josta vakioksi & saadaan k& = 200. Siis lampulle
200

2 9
X

B on voimassa y = jossa x on etdisyys lampusta B.

Merkitdén kirjaimella x etdisyyttd metreind lampusta A. Lamput ovat
10 metrin etdisyydelld toisistaan, joten etdisyys metreind lampusta B
merkitdan silloin 10 — x.

Lampun A aiheuttama valaistusvoimakkuus noudattaa lauseketta y = @

200 . .
5. Lamppujen yhteinen

(10-x)
valaistusvoimakkuus noudattaa siis funktiota f(x)= @ + %,
X -Xx

ja lampun B lauseketta y =

jossa x on etdisyys lampusta A.
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a) Piirretddn funktion fkuvaaja vilille [0, 10] ja sille tangentti kohtaan
x = 2. Mééritetdédn tangentin kulmakerroin.

Avalaisthisvoimakkuus(Ix)

etdisyys(ng

1 0 1 2 3\ 4 s 6 7 8 9 10

Kulmakerroin on £ =—24,219, joten valaistusvoimakkuus pienenee
kahden metrin etéisyydelld lampusta A nopeudella 24,2 Ix/m.

Vastaus: 24,2 Ix/m

b) Maédritetddn funktion analysointi-toiminnolla kohta, jossa
valaistusvoimakkuus on pienin.

valaistlisvoimakkuus(lx)
f(x) = Jos[0 = x < 10, 100... (@] (&)
S0 m Pisteet
Ominaisuus Arvo
Min (4.4249, 11.5...
%0 Max (7 ,24.263)
Nollakohta Ei juuria
40 Integraali [77.381
PintaAla 77.381
Keskiarvo 15.4762
Pituus 30.3056
20
2 =x=<7
o etilsyysig)
1 ) 9 10 11 12 13 14

Valaistusvoimakkuuden pienin arvo on kohdassa x =4,424... .
Etdisyys lampusta B on télloin 10 m —4,424... m = 5,575... m.

Henkilo padsee noin 5,6 metrin padhin lampusta B.

Vastaus: 5,6 m:n padhin
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ALOITUSAUKEAMAAN LIITTYVIA TEHTAVIA

1. Sovitetaan aineistoon eksponentiaalinen malli sopivalla ohjelmalla.

Apaksuus(cm)

600

500

f(x) = 2.86242 - 1.00049"

ikd(uott;
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000

Eksponentiaaliseksi malliksi saadaan f{x) = 2,86242 - 1,00049x.

Vastaus: f(x) = 2,86242 - 1,00049x

2. Lampi on 10 000 vuotta vanha, joten 2000 vuotta sitten sen ik oli
10 000 — 2000 = 8000 vuotta.

Piirretdédn tehtdvassa 1 saadulle funktiolle tangentti kohtaan x = 8000 ja
médritetdédn tangentin kulmakerroin.

Apaksuus(cm)

600
500
400
f(x) = 2.86242 - 1.00049"
300

200

100

ika(\‘uotti

Q
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan k£ = 0,07121.
Pohjasedimentin paksuus kasvoi siis 2000 vuotta sitten nopeudella
0,07121 cm = 0,7121 mm = 0,7 mm vuodessa.

Vastaus: 0,7 mm:n vuosinopeudella



