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KOKOAVIA TEHTAVIA

1. a) Keskimédrinen muutosnopeus on kuvaajalle kohtienx =0jax =1
kautta piirretyn sekantin kulmakerroin. Sekantti kulkee pisteiden (0, 1)
ja (1, 1) kautta.

Sekantin kulmakerroin on
_1-1_4

k =10 0, joten

funktion f'keskiméairdinen

muutosnopeus valilld

[0, 1] on 0.

Vastaus: 0

b) Hetkellinen muutosnopeus kohdassa x = 1 on tdhdn kohtaan kuvaajalle
piirretyn tangentin kulmakerroin. Tangentti kulkee pisteiden (1, 1) ja
(4, 4) kautta.

i
y
Tangen‘zri 11<ulmakerr01n Ty = f(z)

on kzﬁzl, joten (4 4)

funktion f hetkellinen
muutosnopeus kohdassa
x=1onl.

Vastaus: 1 / (1,1
0 .S
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¢) Kuvan perusteella funktio on kasvava, kun vasemmalta oikealla
luettaessa kuvaaja nousee ylospdin, ja vastaavasti vahenevi, kun
kuvaaja laskee alaspdin.

Funktio f'on kasvava likimain, kun x <0 tai x > 0,7. Funktio fon
viheneva likimain, kun 0 <x <0,7.

Vastaus: kasvava likimain, kun x < 0 tai x > 0,7, vdheneva likimain,
kun 0 <x <0,7
a) D> +2x—2)=2x*"'+2-0=2x+2

b) Sievennetdédn lauseke ennen derivointia.
3x(x —2) = 3x* — 6x

DBx*—6x)=2-3x*"'-6=6x—6

¢) Sievennetididn lauseke ennen derivointia.
(Bx—3)=3x-3x+3x-(3)+(-3):3x+(-3)-(-3)=9x*—18x+9

DOX*—18x+9)=2-9x"'—18+0=18x—18

d) Sievennetddn lauseke ennen derivointia.
4x* +32x7 _4x*  32x7 1 2
6 16 T 16 —av tH

D(%x8 +2x2):%-8x8’1 +2-2x=2x" +4x

a) flr)y=x*+3x—1
fi)=2>+3-2-1=9

b) f'(x) =D(*+3x—1)=2x+3
f'=2-2+3=7
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4.

a) Ratkaistaan epayhtdld —3x + 6 > 0.
Merkitddn f{x) = —3x + 6.

Ratkaistaan funktion nollakohta yhtéldsta f{x) = 0.

-3x+6=0
-3x=-6 ||:(—3)
x=2

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan vasemmalla puolella olevassa

pisteessd x = 0.
f0)=-3-0+6=6>0

Lasketaan funktion f arvo nollakohdan oikealla puolella olevassa

pisteessd x = 3.
f3)--3-3+6=-3<0

Laaditaan merkkikaavio.
2

fo) *] =

Merkkikaaviosta ndhdéén, ettd epayhtdlon —3x + 6 > 0 ratkaisu on
x<2.

Vastaus: x <2
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b) Muokataan epiyhtild 2x* + 5x < 3 muotoon, jossa toisella puolella on
luku 0, 2x* + 5x — 3 <0.
Merkitddn f{x) = 2x* + 5x — 3.

Ratkaistaan funktion nollakohdat yhtdldsta f{x) = 0.
2% +5x—3=0

Sijoitetaan kertoimet a = 2, b = 5 ja ¢ = —3 toisen asteen yhtidlon
ratkaisukaavaan.

= —b+Nb* —4ac

2a

—5+4/5"—4-2-(-3)

2-2

—5++/49
4

=5+7

Valitaan kohdat nollakohtien rajaamilta lukusuoran vileilté ja
lasketaan funktion f arvot niissa.

f—4)=2-(-4P2+5-(—4)—-3=9>0
f0)=2-0*+5-0-3=-3<0
f)=2-1"+5-1-3=4>0

Laaditaan merkkikaavio.
-3
fx) + | -

Merkkikaaviosta nihdisn, ettd epiyhtilon 2x* + 5x — 3 < 0 ratkaisu on

1
2
| +

-3<x< % T4mi on my0s epayhtilon 2x” +5x <3 ratkaisu.

Vastaus: —-3<x< %
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Funktio on kasvava jollakin vililld, jos sen derivaatta on kyseisella valilla
positiivinen tai nolla vélin yksittiisissé pisteissé. Derivoidaan funktio ja
tutkitaan derivaatan merkkikaaviota.

fix)=—x*+8x—7

f'(x)=—2x+38

Laaditaan derivaatalle merkkikaavio. Lasketaan derivaatan nollakohta.
—2x+8=0

2x=-8 |[:(~2)
x=4

4 f'(0)=-2-0+8=8

fr(x) + | _ f(5)2—2'5+8:—2

Merkkikaaviosta ndhdéan, ettd derivaatta on positiivinen, kun x <4 ja 0
kun x = 4. Joten funktio on kasvava vililla [0, 4].

Vastaus: on

Kuvassa on funktion derivaatan kuvaaja. Laaditaan kuvaajan avulla
derivaatan kulkukaavio ja péaétellddn sen avulla funktion f dériarvokohdat.
Derivaatan nollakohdat ovat
x=-3,x=2,x=5jax=6.
Merkitdan kulkukaavioon
derivaatan nollakohdat ja merkit
kullakin valilla.

—4 -3 2 5 6 8
/() T - + = T
£x) y | A" y | Y] y |

min max min max min max

Vastaus: paikalliset minimikohdat x = —4, x =2 ja x = 6, paikalliset
maksimikohdat x =—-3,x=5jax =38
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Polynomifunktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa suljetun vilin
péétepisteissa tai vilille kuuluvissa derivaatan nollakohdissa.

a) Derivoidaan funktio.
fo) =~ +3
f'(x)="2x

Lasketaan derivaatan nollakohta.
—2x=0 |:(=2)
x=0

Lasketaan funktion arvo kohdissax =—4,x=0jax=1.
fi—4)=—(-4)*+3=-16+3=-13 (pienin)
f0)=—0*+3=3 (suurin)
f)=-1"+3=-1+3=2

Vastaus: suurin 3, pienin —13

b) Derivoidaan funktio.
fr)=—"+12x+2
fi0)=-32+ 12

Lasketaan derivaatan nollakohta.

—3x*+12=0
-3x*=-12 |:(-3)
=4
x==2

Lasketaan funktion arvo kohdissa x = -2, x = 2.
fA2)=—=(2P+12-(2)+2=8-24+2=-14 (pienin)
A2)=-22+12-2+2=-8+24+2=18 (suurin)

Vastaus: suurin 18, pienin —14
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APUVALINEET SALLITTU

8. Derivoidaan funktiot.

(@) =35 =5
S =x
gx)=x—2x°
g'(x) =3x* — 4x
a) Muodostetaan annettu yhtalo ja ratkaistaan siitd muuttujan arvo.
S'(x)=g'x)
x=3x*—4x
3x'—5x =0
Sijoitetaan kertoimet a = 3, b = —5 ja ¢ = 0 toisen asteen yhtdlon
ratkaisukaavaan.
o —(=5)£+/(-5)*-4-3-0
B 2-3
_5%5
6
_5+5_10_5 .. _5-5_
xX= % =% tal x % 0

. 5
Vastaus: x=0tai x =—
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b) Muodostetaan annettu epayhtilo ja ratkaistaan se.
110> g)
x>3x% —4x
-3x*+5x>0

Merkitddn /(x) = —3x* + 5x.

Funktion nollakohdat saadaan yhtalosta A(x) = 0.

Sijoitetaan kertoimet a =—3, b =5 ja ¢ = 0 toisen asteen yhtdlon
ratkaisukaavaan.

. —5+4/52—4-(=3)-0

2-(3)
_ 545
-6
545 o _-5-5_-10_5
=— =0 tal x= % - ¢ 3
0 5
3
h (x) - 1+ 1 -

B(-1)=-3- (-1 +5-(-1)=-8
h(1)=-3-1>+5-1=2
h2)=-3-22+5-2="2

Merkkikaaviosta ndhdéédn, ettd lauseke saa nollaa suurempia arvoja,

kun 0<x<§, joten f'(x) > g'(x), kun 0 < x<%

Vastaus: 0<x < %
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Merilinnun sukellus noudattaa funktiota, jossa muuttujana on aika, ¢ > 0.
Sukellus kestdd niin kauan kuin etéisyys on negatiivinen, eli merilintu on
vedenpinnan alapuolella. Muodostetaan funktion merkkikaavio ja
maédritetddn merkkikaavion avulla sukelluksen kesto.

Ratkaistaan funktion nollakohdat symbolisen laskennan

yhtélonratkaisutoiminnolla yhtdlosta %tz - %t =0.

Ratkaisuiksi saadaan ¢ = 0 tai ¢ = 25.
Muodostetaan merkkikaavio (¢ > 0)

0 25

fo - [+

h(lO)_ 102—— 10=2-5=-3

_L- 2——- = _ =
h(lOO)—50 100 > 100 =2000-50=1950

Lintu on vedenpinnan alapuolella kun 0 < < 25, joten sukellus kestda 25
sekuntia.

Funktion /4 kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joten pienin arvo
saavutetaan paraabelin huipussa. Derivoidaan funktio 4.

h(t) :it2 t

1
2
h(t)_—t—l
2

Lasketaan derivaatan nollakohta.
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Sukellus on siis syvimmilldan, kun ¢ = 12,5.

=Ligas_Llins=3125~—
h(12,5)=5512,5" - 5+12,5=-3125~ 31

Sukelluksen syvyys on noin 3,1 m.

Vastaus: 25 sekuntia, 3,1 metrin syvyydelld
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10.

Muodostetaan pyorailyreitin mékiprofiilia noudattavan funktion
kulkukaavio. Derivoidaan funktio.

s(x) =—0,009x* + 0,132x* + 1,388x + 10

5'(x) = —0,027x* + 0,264x + 1,388

Mairitetdén derivaatan nollakohdat yhtilon s'(x) = 0 avulla.
—0,027x* + 0,264x + 1,388 =0

Sijoitetaan kertoimet a = —0,027, b = 0,264 ja ¢ = 1,388 toisen asteen
yhtélon ratkaisukaavaan.

| —0,264+1/0,264> —4-(~0,027)-1,388
*= 2-(-0,027)
x=-3,789... tai x=13,566...

Hylétddn negatiivinen nollakohta, koska x > 0.

Lasketaan derivaattafunktion arvo nollakohtien madrdamilla vileilla.
s'(1)=-0,027 - 12+ 0,264 - 1 + 1,388 =1,625>0
5'(20) =—-0,027 - 20> + 0,264 - 20 + 1,388 =—4,132<0

0 13,566... 21

s (x) + —

s '(x) 7 b
Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktio on kasvava, kun
0<x<13,566...
0<x<13,57

Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd alusta 13,566... km kohdalle noustaan

yldmékeen, joten nousun mééra saadaan funktion arvojen erotuksena talla

vililla.

5(13,566...) — s(0)

=—0,009 - 13,566...3 + 0,132 - 13,566...2+ 1,388 - 13,566... + 10
—(~0,009 - 0° + 0,132 - 02+ 1,388 - 0 + 10)

=20,65...

Nousua on 20,65... = 20,7 metrii.

Vastaus: 0 <x <13,57; 20,7 metrid
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11.

Polynomifunktio saa suurimman arvonsa suljetun vélin péaétepisteessa tai
valille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa. Derivoidaan funktio.

fix)=—x+13,5x* —41x + 50
f'(x)=-3x"+27x - 41

Madritetdédn derivaatan nollakohdat yhtalosta f'(x) = 0.
—3x°+27x—41=0

Sijoitetaan kertoimet a = —3, b =27 ja ¢ = —41 toisen asteen yhtalon
ratkaisukaavaan.

—27 44277 —4.(=3)-(-41)
2:(-3)
x=1,93419... tai x = 7,06580...

X =

Lasketaan funktion arvot kohdissa
x=0,x=1,93419..., x=7,06580... jax = 10.

f0)=—0*+135-0°—41-0+50=50

£(1,93419...) =—1,93419.. 3+ 13,5 - 1,93419...> —41 - 1,93419... + 50
=13,9669...

A(7,06580...) =—7,06580...° + 13,5 - 7,06580...> — 41 - 7,06580... + 50
= 81,5330...

A10)=-10*+13,5-10*—41-10+50=~-10

Suurin arvo on 81,5330... = 81,533 ja sitd vastaava muuttujan arvo on
7,06580... = 7,066.

Funktio f'kasvaa nopeimmin kohdassa, jossa derivaatan arvo on suurin.
Derivoidaan funktion f'derivaatta.

f'(x)=-3x"+27x - 41
f(x)=—6x+27

Madéritetdén nollakohta yhtélon f'(x) = 0 avulla.
—6x+27=0

—~6x=-27 |:(~6)
x=4,500
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Laaditaan funktion /" kulkukaavio.
f")=—6-1+27=21>0
f"(5)=—6-5+27=-3<0

4,500

[ -

f'(x) 7 A

max

Kulkukaaviosta huomataan, etti derivaatta /' saa suurimman arvonsa
kohdassa x = 4,500, joten funktio ' kasvaa nopeimmin muuttujan arvolla
x=4,500.

Piirretddn funktion kuvaaja sopivalla ohjelmalla.

by

Vastaus: suurin arvo 81,533 kohdassa x = 7,066, kasvaa nopeimmin
kohdassa x = 4,500,

100
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12.

Merkitéén tehtyjen kahden euron suuruisten hinnan muutosten maéraa
kirjaimella x. Muodostetaan funktio myyntitulolle. Taulukoidaan
myyntihintoja, myynnin méérid ja myyntituloja hinnan muutoksen avulla.

Myyntihinta (€ / kpl) Myynnin mééri (kpl) Myyntitulo (€)
80 60 80 - 60
80+2-1=82 60—1-1=59 82-59
80+2-2=84 60—1-2=58 84 - 58

80+2-x 60—1-x (80 + 2x)(60 — x)

Myyntitulo noudattaa funktiota
x) = (80 + 2x)(60 — x) = —2x> + 40x + 4800

Koska tuotteiden hinta on vahintdin O euroa, myyntihintaa voidaan laskea
enintédn 40 kertaa kahdella eurolla. Jos myyntihintaa nostetaan 60 kertaa,

myynnin mééra laskee nollaan kappaleeseen. Hinnanmuutosten lukuméaara
on vililla [-40, 60].

Polynomifunktion suurin arvo 16ytyy vilin paétepisteista tai vélilld
olevista derivaatan nollakohdista. Derivoidaan funktio.
fix) =—2x* + 40x + 4800

f'(x)=—4x+40
Madritettddn derivaatan nollakohta yhtélosta f'(x) = 0.
—4x+40=0
—4x=—40 |:(-4)
x=10

Madritetdéin myyntitulon arvo kohdissa x = —40, x = 10 ja x = 60.
f(—40) =—2 - (—40)* + 40 - (—40) + 4800 =0
f10)=-2-10*+40 - 10 + 4800 = 5000

£(60)=—2 - 60>+ 40 - 60 + 4800 =0

Suurin myyntitulo saadaan, kun hintaa nostetaan 10 kertaa, eli asetetaan
myyntihinnaksi 80 + 10 - 2 = 100 euroa. Suurin myyntitulo on 5000 euroa.

Vastaus: 100 euroa, 5000 euroa
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13. Merkitéén laatikon pohjanelion sivun pituutta kirjaimella x ja korkeutta
kirjaimella y.

a) Laatikossa on 12 pohjanelion sivun mittaista sivua. Pohjanelion sivun
mitan on oltava vahintddn 0 cm, muutoin laatikolla ei ole tilavuutta.
Liséksi, jos pohjanelion sivut kuluttavat kaiken kaytettdvan
terdstangon, laatikolla ei ole tilavuutta. Joten
12x <960 [|:12

x <80

Pohjanelion sivun mitta on valittava vélilta [0, 80]

Laatikossa on 4 pystysuoraa tankoa. Pystysuoran tangon on oltava
my0s vahintddn 0 cm. Jos pystysuorat tangot kuluttavat kaiken
kéytettdvin terdstangon, laatikolla ei ole tilavuutta. Joten
4y <960 |:4

y <240

Korkeus on valittava vililta [0, 240]

Vastaus: pohjanelion sivun mitta valilta [0, 80], korkeus valilta
[0, 240]
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b) Laatikon tilavuus on V'=x - x - y.

Tiedetddn, ettd

12x + 4y =960
4y=960—-12x |4
y =240 — 3x.

Sijoitetaan y:n lauseke tilavuuden lausekkeeseen, jolloin muodostuu
tilavuuden funktio pohjanelion sivun pituuden x avulla.

V(x)=x - x - (240 — 3x) = 240x* — 3x°

Edellisessa kohdassa havaittiin, ettd x on vélilla [0, 80].
Polynomifunktio saa suljetulla vililld suurimman arvonsa vélin
péétepisteessa tai valilld olevassa derivaatan nollakohdassa.
Derivoidaan tilavuuden funktio.

V(x) = 240x* — 3x°
V'(x) = 480x — 9x°

Madritetddn derivaatan nollakohdat yhtdlosta V '(x) = 0 sopivalla
ohjelmalla.

Yhtilon ratkaisut ovat x = 0 tai x = %

Tilavuuden suurin arvo on joko kohdassa x =0, x = % tai x = 80.

Lasketaan funktion arvo néissa kohdissa.

7(0)=240-02—3-0°=0

V(lgo) 240. (120) _3. (120) 227 555.55...

V(80) =240 - 80°—3 - 80°=0
Tilavuus on suurimmillaan 227 555,55... cm® = 228 dm®

Vastaus: 228 dm®
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14. a) Sovitetaan aineistoon eksponenttifunktiot.

180
160

1o f(x) = 51.364 - 1.032

glx) = 112.285 - 0.973"

Funktio miesten aineistolle on f{x) = 51,364 - 1,032".
Funktio naisten aineistolle on g(x) = 112,285 - 0,973".

Vastaus: miehet: f{x) = 51,364 - 1,032*, naiset: g(x) = 112,285 - 0,973*

b) Mairitetdén keskiméédrdinen muutosnopeus annettujen pisteiden kautta

piirretyn sekantin kulmakertoimen avulla.
h/

180
160

140 flx) = 51.364 - 1.032"
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Koska tupakoitsijoiden osuus kasvaa x-akselilla siirryttidessé oikealle,
kulmakerroin kertoo kuinka monta uutta keuhkosyop4 tapausta
muodostuu lisdd vuodessa, jos tupakoitsijoiden osuus kasvaa yhdella
prosentilla.

Miehille muodostuu 3,526 tapausta enemmén yhté prosenttiyksikon
kasvua kohden.
Naisille muodostuu 1,561 tapausta vihemmén yhté prosenttiyksikon
kasvua kohden.

Vastaus: miehet: 3,526/prosenttiyksikko,
naiset: —1,562/prosenttiyksikko

Madritetdén hetkellinen muutosnopeus kohtaan x = 15 piirretyn
tangentin kulmakertoimen avulla.

180
160
140 f(x) =51.364- 1.032"
20
~]

100

80
60

—

AT}

20

0 X

-20

-40

Micehille muodostuu 2,569 tapausta enemmaén yhtd prosenttiyksikon
kasvua kohden.
Naisille muodostuu 2,052 tapausta vihemmaén yhté prosenttiyksikon
kasvua kohden.

Vastaus: miehet: 2,569/prosenttiyksikko,
naiset: —2,052/prosenttiyksikko



