Maaratty integraali

Olkoon funktio f maaritelty ja jatkuva vélilla [a, b]

Jos F on funktion f jokin integraalifunktio, niin erotus

F(b) — F(a) on funktion f mddirdtty integraali a:sta b:hen.
Maaratylle integraalille kaytetaan merkintaa

a = alaraja

b
j f(x)dx — F(b) — F(Cl) b =ylaraja

(yleensd siis b > a, mutta tama ei ole valttamatonta)

Maaratyn integraalin laskeminen:

(Kdytdnnossa se integraali-

1. Madritetaan jokin funktion f integraalifunktio F. funkio,jossavakio c=0.

2. Muodostetaan ja lasketaan erotus F(b) — F(a) kdyttamalla

sijoitusmerkintdd

b

b
f f(x)dx =/F(x) = F(b) — F(a)



Maaratty integraali ja pinta-ala

 Maaratyn integraalin avulla voidaan esimerkiksi laskea
jatkuvan funktion rajaamia pinta-aloja (vrt. pinta-alafunktio)

1. f(x) = 0valilla [a, b]

y = f(x)
b _
4= [ Foas TN
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2. f(x) < 0valilla [a, b]

a b X

A= —fabf(x)dx

y =f(x)



Maaratyn integraalin ominaisuuksia

Olkoon f ja g ovat valilld [a, b] jatkuvia funktioita. Lauseiden todistukset suoraan
maaritelmasta (ks. oppikirja 72-73, 76)

b b b
Lineaarisuus: f (f(x) + g(x))dx = j f(x)dx + j g(x)dx
a a a
b b . )
k dx = k d amat saannot siis patee kuin
L f(x) X Lf(x) x “tavallisillekin” integraaleille.

Integroimisvalin jakaminen osiin:

b c b
J f(x)dx=f f(x)dx+j f(x)dx a<c<b
b a
Rajojen vaihto: J f(x)dx = —j f(x)dx
a b

a
Tyhja vali: j f(x)dx =10
a



t. 323, s5.77
f(x) = cos 2x

Yksikkdympyran (ja kuvaajan) perusteella
f(x) = 0 valilta |0,%].

Kysytty pinta-ala saadaan siis maarattyna integraalina
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A =j cos 2x dx
0

/4
_/1 -
= 2sm X
0 0
1 T 1! !
zzsin(Z-Z)—Esin(Z-O)
1 /m 1 1
=ESIH(E)=E'1=—

0.5

cos2-0=cos0=1

22 = cos= =0
Cos 4_COSZ_

w/



3

Esimerkki: Laske j (13x2 — 3x| + x)dx.
0

Esitetddn lauseke |3x?% — 3x| + x ilman itseisarvomerkintaa.

Itseisarvolausekkeen nollakohdat:

3x2 —=3x=3x(x—-1) =0 ,
Kuvaaja:

Sx=0taix =1 -1

Siis

—(3x% —3x) + x {—sz-k4x
3x% —3x|+x = =
| | {(sz —3x) +x 3x% — 2x

Nyt maaratty integraali voidaan laskea osissa:

\ /y3x23x
T X\
\/1 o

JkuindO<x <1
Jkunx > 1

3 1 3
j (13x2 — 3x| + x)dx = J (—3x2% + 4x)dx + J (3x% — 2x)dx
0 0 1
1

3

= /(—x3 + 2x%) +/(x3 —x?)

=%—13+2-1?)+%33—3?)—(13—1?)

=-142+27-9=19



y=‘3x2 —3x‘+x
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Tarkistus kuvaajasta:

19 pinta-ala-
yksikkoa




