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Juustoa myydaan suoran ympyralierion muotoisessa pakkauksessa. Lierion korkeus on 4 ja
sen pohjan sade on r. Juusto leikataan ensin pystysuorassa suunnassa kahteen yhta suureen
osaan. Toisesta puolikkaasta leikataan vinosti kuvion osoittama pienempi pala, jonka korkeus
on A. Laske taman juustonpalan tilavuus integroimalla.

<http://www.valio.fi/tuotteet/juustot/valio-oltermanni>. Luettu 12.3.2013.



Mallikuvion tekeminen GeoGebran 3D-tilassa:

Mallinnetaan tilannetta kayttamalla sopivia sateen r ja korkeuden h arvoja.

Laskussa naita arvoja ei saa itse valita, mutta tehdaan mallikuvaa varten lierio,
jossa esimerkiksi r = 3 jah = 5.
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Leikataan juustosta siivu tasolla, joka maaraytyy pisteen C = (3,0, 5) ja y —akselin avulla.
Pisteen koordinaatit kannattaa kirjoittaa syottokenttaan.
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Siivun reuna saadaan kahden pinnan leikkauksena:
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Taso kannattaa piilottaa pois nakyvista, kun leikkauskayra on saatu muodostettua.

Tehdaan seuraavaksi integroimissuunnassa eli y —akselilla liikkuva piste liukusaatimella. (Myds
”Piste objektilla” toimintoa voi kayttaa, mutta pistetta voi olla hankala liikuttaa kuvion sisalta.)

Kirjoittamalla sy6ttokenttaan esim. (0, s, 0) saadaan liukusaadin ja y —akselilla liikkuva piste
(jos kirjain s ei ole jo muussa kaytossa.) Liukusaatimen asetuksista voi valita valiksi [—3, 3].
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Tehdaan seuraavaksi integroimissuuntaa vastaan kohtisuora taso, joka kulkee liikkuvan pisteen

kautta.
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Maaritetaan nyt kohtisuoran tason leikkauspisteet pohjaympyran ja vinon leikkauskayran
kanssa. (Tarvitaan kaksi pistetta kolmiota varten. Kolmas piste on jo liukusaatimella maaritetty.)
Ylimaaraiset muodostuvat pisteet kannattaa piilottaa pois nakyvista.
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Kun pisteet on saatu muodostettua, kannattaa toinenkin taso piilottaa pois nakyvista.

Piirretaan viela lopuksi kolmio naiden pisteiden kautta, niin integroimissuunnassa liikuteltava
leikkauskuvio on valmis. (Kolmion lapinakyvyytta ja varia voi halutessaan muuttaa asetuksista.)

Laskua varten kannattaa piirtaa viela apujana (sade) pohjaympyraan (ja lisata tarvittavat tekstit).
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Ratkaisu:

Kun integroimissuunta on y —akselin suunta, niin
palasen poikkileikkaukset ovat suorakulmaisia
kolmioita.

Kolmion kannan pituus a voidaan maarittaa
pohjaympyran avulla.




Maaritetaan poikkileikkauksen korkeus b
vhdenmuotoisten kolmioiden avulla.

Sivusta katsottuna huomataan suorakulmaiset
kolmiot, jotka ovat yhdenmuotoisia (kk, yhteinen
kulma a ja suorat kulmat).

Siis vastinsivut ovat verrannollisia:
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Poikkileikkauksen pinta-alan lausekkeeksi saadaan:
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Palasen tilavuus saadaan nyt maarattyna integraalina. Symmetrian perusteella riittaa integroida valilta
0 < y < rjakertoa tulos kahdella.
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Integroimissuunnan voi valita toisinkin (mutta
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Maaritetaan poikkileikkauksen korkeus b
vhdenmuotoisten kolmioiden avulla.
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Palasen tilavuus saadaan nyt maarattyna integraalina:
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GeoGebran CAS-tilassa:

Integraali(2*h*x/r*sqrt(r*2-x*2),0,r)
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(Koska r > 0, niin itseisarvoa ei tarvita.)



Integraalin laskeminen ilman teknisia apuvalineita malliksi:
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