Pinta-alafunktion derivaattalause

Olkoon f jatkuva funktio ja A(x) pinta-alafunktio, joka kertoo kayran ja x-akselin
rajaaman pinta-alan jostain kiinteasta alarajasta a pisteeseen x.
Erityistapaus: f on aidosti kasvava pisteen x ympdristossd.

(Aidosti véhenevdlle funktiolle perustelu voidaan tehdd
vastaavalla tavalla.)

Perustellaan, etta A’(x) = f(x):

Kuvan oikean reunan kaistaleen pinta-ala on
A(x + h) — A(x). Tata pinta-alaa voidaan myos
arvioida kahden suorakaiteen avulla:

h-f(x)< A(x+h)—A(X)<h- f(x+h) |:h

A(x+h)—A(x)
h

Kun kaistaleen leveys h lahestyy nollaa, niin erotus-
osamaara lahestyy pinta-alafunktion derivaattaa:

A(Xx+h)—A(x)

f(x) < < f(x+h)

— A'(X)

Lisdksi f(x+h)— f(x) ,kun h—0 (koskafon jatkuva.)

Erotusosamaara on naiden toisiaan lahestyvien funktion arvojen valissa, joten

A'(x) = T(x)



Nain saatiin tarkea tulos:

Pinta-alafunktion derivaattalause
Vilin [a, b] jokaisessa pisteessi on
A'l(x) = f(x),

eli pinta-alafunktio A(x) on vililli [a, b] funktion fix) integraa-
lifunktio.

Pinta-alalause

Oletetaan, ettdi funktio f on vililld [a, b] jatkuva ja epinegatiivi-
nen. Talloin funktion f kuvaajan ja x-akselin vililld [a, D] ra-
jaaman alueen pinta-ala on

A=F(b)-Fl(a),

missd F on funktion f (miki tahansa) integraalifunktio.

Todistus:

VA

y = f(x)

Alx)

a X b

Oletus: Funktio f on vdlilld [a, b]
jatkuva ja epdnegatiivinen.

Koska mikdé tahansa funktion f integraali-
funktio F kdy, niin valitaan integroimis-
vakioksi C = 0. (Joka tapauksessa C hdvidd
véhennyslaskussa.)

Derivaattalauseen perusteella A(x) = F(x) + C, missa F on funktion f jokin integraalifunktio.

Erityisesti A(a) = F(a) + C=0, josta saadaan C=— F(a).
Siis A(x) = F(x) — F(a) ja A = A(b) = F(b) — F(a).



