Y1a- ja alasumma

e Kayran ja x —akselin rajaamaa pinta-alaa voidaan arvioida suorakulmioiden avulla.

* Jaetaan tarkasteltava vali [a, b] osavéleihin. Jos osavéleja on n kappaletta, niin kunkin
. b—
osavalin leveyson h = Ta

 Jokaiselle osavilille muodostetaan suorakulmio, jonka leveys on h.

e Yldsumma saadaan valitsemalla suorakulmion korkeudeksi funktion suurin arvo
kyseisella osavalilla ja laskemalla suorakulmioiden kokonaispinta-ala.

Y

Yldsumma vélilla [a, b].
Osavalien maaran = 10. i |

a “J b



 Alasumma saadaan vastaavasti valitsemalla osavaleilla aina funktion pienin arvo.

Alasumma vélilla [a, b].
Osavalien maaran = 10.

a b

* Merkitaan ylasumman suorakulmioiden korkeuksia M, M,, ..., M,, ja alasumman
suorakulmioiden korkeuksia m{, m,, ..., m,,.

* Ylasumma on n
h'M1+h‘M2+°"+h‘Mn=Zth

k=1
ja alasumma

n
h-m1+h-m2+---+h-mn=2hmk.
k=1



e Jos jatkuvan funktion f arvot ovat vélilla [a, b] epanegatiivisia, niin kuvaajan ja
L : b
x —akselin rajaama pinta-alaon A = fa f(x)dx.

 Tama pinta-ala on yla- ja alasumman valissa:

n n
z hm, < A < z hM,
k=1 k=1

e Kun osavalin leveys h lahestyy nollaa (samalla n = ), niin yla- ja alasummat lahestyvat
pinta-alaa A.

n n
lim Z hM,, = lim z hm,, = A
h—-0 h—-0

e Geogebralla yla- ja alasummat voidaan helposti maarittaa (ja piirtaa) komennoilla
"Ylasumma” ja "Alasumma”.



t. 460, s. 110

Yla- ja alasummia kannattaa tutkia GeoGebralla joko liukusdaadinta (n) tai taulukkolaskentaa apuna kayttaen.
Pienin valien lukumaara, jolla summa pyoristyvat kahden desimaalin tarkkuudella samaan arvoon, on 935.
Pinta-alan likiarvo on 4 = 1,49.

=Alasummalf, -1, 1, A2)

5 : = y ~d A B C
L N 2 valien lkm. alasumlﬁa lasumma
Funktio 'IO[ 1.3623126053 | 1.6151607663
i 1.5 100 1.4809568901 1.5062415409
O f(x)=e~ 1000 1.4923836087 1.4949119417
Luku

950 1.4923170083 1.4949784362

a = Alasumma(f,—1,1,n) 930 1.4922883624 1.4950070349

935 |1.4922956436  1.4949997706

= 1.4922956436
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5 900 1.4922430121 1.4950523082
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9

934 1.4922941898 1.4950012172

b = Ylasumma(f,—1,1,n) ¢ 0 05 10

) a =1.4922956436 »
= 1.4949997706 b =1.4949997706

=05 12

O n = 935 : 13

10 @®- 1000 (») 1 14




Keskipistesaantd

* Keskipistesddntod kaytettaessa suorakulmioiden korkeuksiksi valitaan funktion arvot
osavalien (n kpl) keskipisteissa.

 Epdnegatiivisen sekad jatkuvan funktion f kuvaaja ja x —akseli rajaa vélilld |a, b] pinta-
alan A. Keskipistesaanndlla saadaan talle pinta-alalle likiarvo

A=~ h(f(xy) + f(xz) + -+ f(xp)),

missa X4, X», ..., X, ovat osavalien keskipisteita.

Geogebrassa kayta komentoa
”Suorakulmiosumma” ja laita
parametrin “suorakulmion paikka”
arvoksi 0.5.

Keskipistesaannon mukaiset
suorakulmiot vélilld [a, b].
Osavalien maaran = 10.




Esimerkki:

Tehtavan 460 pinta-alan likiarvo A = 1,49 saadaan keskipistesaannolla jo 14 osavalilla. (Tama ei kuitenkaan
varmuudella osoita likiarvon olevan oikea, kuten ala- ja ylasummia kadytettdessa.)

S N y @
Funktio 15
O fx)=¢e* -
TS
Luku
05
® a =| Suorakulmiosumma(f, —1,1,n,0.5) |}
X\
= 1.4949010442 t 25 0 05 1 15 2 25
n= 14 : a=1.4949010442
O 05
10 @ 1000 (3 -

\

Suorakulmiosumman parametrit: funktion nimi, alaraja, ylaraja, suorakulmioiden lukumaara, suorakulmion
paikka (keskipistesaannolla 0.5)
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