Pinta-alan ja integraalien yhteys

* Olkoon f jatkuva ja epanegatiivinen funktio ja A(x) pinta-alafunktio,
joka kertoo kayran ja x —akselin rajaaman pinta-alan jostain kiinteasta

alarajasta a pisteeseen x.
* Perustellaan, etta A’(x) = f(x)

— Oletetaan, etta f on kasvava
kohdan x ymparistossa.
Vahenevalle funktiolle tulos
voidaan todistaa vastaavalla

tavalla.




Kuvan oikean reunan kaistaleen pinta-ala on
A(x + h) - A(x).

Tata pinta-alaa voidaan myos arvioida kahden
suorakulmion avulla:

h-f(x) SA(x+h) —Ax) < h-f(x +h) /

Jaetaan epayhtalo puolittain suorakulmion
leveydella h.

Funktion arvojen valiin jaa lauseke, joka on erotusosamaaran muotoa:

) < Alx + h})l — A(x) < flx+h)




Kun suorakulmion leveys h lahestyy nollaa, niin

erotusosamaara lahestyy pinta-alafunktion derivaattaa:

A(x + h) — A(x)
h

> A’ (x),

Lisdksi f(x + h) — f(x), kun h — 0, koska f on
jatkuva.

Erotusosamaara on naiden toisiaan lahestyvien
funktion arvojen viliss3, joten A'(x) = f(x).

Derivaatan maaritelma: f L fx+h)— ()
J () = Jimy h

foo+1) = fxo) _

h X—=>Xq X — xO

! = 1
[ (x0) lim

J(x) = f(xo)
m

funktion f derivaattafunktio

derivaatta kohdassa x,




Taten valin [a, b] jokaisessa pisteessa pinta-alafunktiolle 4 patee

A'(x) = f(x).

Toisin sanoen tulos tar
on funktion f integraa

Vi
v = fix)

Alx)

-

da X b

koittaa sita, etta pinta-alafunktio 4 valilla [a, b]
ifunktio.

Pinta-aloja voidaan las

Oletetaan, etta funktio
Talloin funktion f kuva
pinta-ala on

kea seuraavan tuloksen (pinta-alalause) avulla:

f onvalilla [a, b] jatkuva ja epdnegatiivinen.
ajan ja x —akselin valilla [a, b] rajaaman alueen

A =F(b)—-F(a),

missa F on funktion f (mika tahansa) integraalifunktio.



Pinta-alalauseen todistus:

Edella todistetun perusteella pinta-alafunktio on jokin f:n integraalifunktio.
Tama tarkoittaa, ettd A(x) = F(x) + C, missa F'(x) = f(x).

Erityisesti A(a) = F(a) + C = 0, koska yhtaan pinta-alaa ei ole viela kertynyt
alarajan kohdalla.

Tasta saadaan integroimisvakiolle arvo C = —F(a).

SiisA(x) =F(x) —F(a)jaA=A(b) = F(b) — F(a).



t. 306, s. 63

a)

b)

Funktio f on jatkuva ja epanegatiivinen, joten pinta-
alafunktion derivaatalle patee A'(x) = f(x). Siis A on
f:n erds integraalifunktio.

1
Alx) = jf(x)dx =j(x2 + 1)dx = §x3 +x+C
Vakio C voidaan maarittda ehdosta A(0) = 0:
1
A(0)=§03+0+C=0 & =0

Siis A(x) = %xS + x.

Kysytty pinta-ala on (pinta-alalauseen perusteella)

A=AQ3) ,4(1)—1 33 43 L 13 +1 —32—102
B 3 3 3 73

A(x)
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