Pinta-alafunktion derivaattalause

Olkoon f jatkuva ja epanegatiivinen funktio ja A(x) pinta-alafunktio, joka kertoo kayran ja
x —akselin rajaaman pinta-alan jostain kiinteasta alarajasta a pisteeseen x.

Perustellaan, ettd A’(x) = f(x):  Erityistapaus: f on kasvava kohdan x ympdristéssa.
(Vidhenevidille funktiolle perustelu voidaan tehdd vastaavalla tavalla.)

Kuvan oikean reunan kaistaleen pinta-ala on
A(x + h) - A(x).

Tata pinta-alaa voidaan myds arvioida kahden

suorakulmion avulla:
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- Jaetaan epayhtalo puolittain suorakulmion leveydella h.
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Liséksi f(x + h) — f(x),kunh — 0.

(Koska f on jatkuva.)
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Kun suorakulmion leveys h ldhestyy nollaa, niin erotusosamaara
|lahestyy pinta-alafunktion derivaattaa:

A(x + h) — A(x)

h > A'(x), kunh — 0.

Kertaa tarvittaessa derivaatan maaritelmal!
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Erotusosamaara on naiden toisiaan lahestyvien funktion arvojen vilissa, joten A'(x) = f(x).



Nain saatiin tarkea tulos, pinta-alafunktion derivaattalause:

Vilin [a, b] jokaisessa pisteessa patee 1 .
A'(x) = f(x)
eli pinta-alafunktio A on valilld [a, b] funktion f integraalifunktio. p . i -

Pinta-alalause:

Oletetaan, ettd funktio f on valilla [a, b] jatkuva ja epanegatiivinen. Talloin funktion f kuvaajan ja
x —akselin valilla [a, b] rajaaman alueen pinta-ala on

A=F(b)—F(a),

missa F on funktion f (mika tahansa) integraalifunktio.

Koska mikd tahansa funktion f integraalifunktio F kdy, niin valitaan integroimisvakioksi C = Q.
(Joka tapauksessa C hdvidd vihennyslaskussa.)

Todistus:

Derivaattalauseen perusteella A(x) = F(x) + C, missa F on funktion f jokin integraalifunktio.
Erityisesti A(a) = F(a) + C = 0, josta saadaan C = —F(a).

Siis A(x) = F(x) — F(a)jaA = A(b) = F(b) — F(a).



t. 306, s. 63

a)

b)

Funktio f on jatkuva ja epanegatiivinen, joten pinta-
alafunktion derivaattalauseen perusteella A'(x) = f(x)
eli A on f:n erds integraalifunktio.

1
Alx) = jf(x)dx =j(x2 + 1Ddx = §x3 +x+C
Vakio C voidaan maarittda ehdosta A(0) = 0:
1
A(0)=§03+0+C=0 S =0

Siis A(x) = %xS + x.

Kysytty pinta-ala on (pinta-alalauseen perusteella)
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