Maaratty integraali

* Olkoon funktio f maaritelty ja jatkuva valilla [a, b].

* Jos F on funktion f jokin integraalifunktio, niin erotus F(b) — F(a)
on funktion f mddrdtty integraali a:sta b:hen.

* Maaratylle integraalille kaytetaan merkintaa

b
| reax = Fe) - Fe@

a = alaraja
b = ylaraja

Yleensa siis b > a, mutta tama ei ole valttamatonta.



Maaratyn integraalin ominaisuuksia

* Olkoot f ja g valilld |a, b] jatkuvia funktioita. Seuraavat ominaisuudet
voidaan todistaa maaritelman perusteella (ks. oppikirja s. 69-73):

1. Lineaarisuus (eli termeittain integrointi ja vakion siirto):

b b b
f (F(0) + g(x))dx = f F()dx + f g(0)dx

fbkf(x)dx = kfbf(x)dx

"Tavallisten integraalien” laskusaant6jen taytyy patea myos maaratyille integraaleille.



2. Integroimisvalin jakaminen osiin:

Integroitava funktio voi joskus
olla maaritelty osissa, jolloin

b C b
j f(x)dx — f f(x)dx + f f(x)dx' a<c<b funktion lauseke saattaa
a a C

vaihtua integroimisvalilla.

3. Rajojen vaihto:

Joskus sijoituslauseketta voi
sieventaa vaihtamalla rajat

b a
f f(x)dx — _j f(X)dX toisin pain. (Miinusten kanssa
a b

sattuu usein virheita...)

4. Tyhja vali:

faf(x)dx =0



Maaratyn integraalin laskeminen

1. Maaritetaan jokin funktion f integraalifunktio F. Kaytannossa
valitaan aina C = 0.

2. Muodostetaan erotus F(b) — F(a) kayttamalla
sijoitusmerkintéd

b

b
j f(x)dx =/F(x) = F(b) — F(a).

a

3. Lasketaan ja sievennetaan erotus. Tarkista huolellisesti!



Esimerkkeja:
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”Ylaraja miinus alaraja”
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Maaratty integraali ja pinta-ala

 Maaratyn integraalin avulla voidaan esimerkiksi laskea jatkuvan
funktion kuvaajan rajaamia pinta-aloja (vrt. pinta-alafunktio)

1. f(X) > (0 valilla [Cl, b] v =f(x) Maaratty integraali ei
T aina liity pinta-alaan,
b A mutta kuvaajaa voi silti
A= f(x) dx p b N\ x kdyttad vastauksen
a mielekkyyden arviointiin.
2. f(x) < 0valilla [a, b]
al I i Huom!

A Maaratty integraali antaa

b
_ negatiivisena x —akselin
A= _j f(X)dX y =/ alapuolisen pinta-alan.
a



t. 322,s.74
f(x) = cos 2x

Yksikkdympyréan (ja kuvaajan) perusteella f(x) = 0

mmahﬂ.

Kysytty pinta-ala saadaan siis maarattyna integraalina
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3
Esimerkki: Laske J (|3x2% — 3x| + x)dx.
0

Esitetddn lauseke |3x2 — 3x| + x ilman itseisarvomerkint&a.

Itseisarvolausekkeen nollakohdat: Kuvaaja: \ / y =3x*—3x
X

3x?—3x=3x(x—1)=0 - 6\/ K
& x=0taix=1

Itseisarvon sisalla oleva lauseke on negatiivinen vain vdlilla 0 < x < 1, joten

—(3x2—3x)+x_{—3x2+4x Jkun 0 < x <1

3x% —3x| +x = =
| | {(3x2—3x)+x 3x?2 —2x ,kunx>1

Nyt maaratty integraali voidaan laskea osissa:

3 1 3
j (|3x?% — 3x| + x)dx = j (—3x2 + 4x)dx + J (3x2 — 2x)dx
0 0 1



3

1 3 1
j (—3x2 + 4x)dx + j (3x?% — 2x)dx =/(—x3 + 2x2%) + /(x3 — x?)
0 1

=(-1°+2-19)+(3°-39)—-(1°-1%)=—-1+4+2+27-9=19

o A A A A A A A NN
O O = N W & OO O N e 0w O = N

- N W & O O ~N 0@

y = |3x% = 3x| + x

19 p.a —yks.
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