Yo-tehtava 12. Arvioitava integraali 12 p.

K2025/12 Olkoon n > () kokonaisluku. Todista epayhtalo
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Vihje: Jos f(x) < g(x) valilla [0, 1], niin J'l]} flx)dx < j':} g(x) dx.
Ratkaisu:

Integraali on lilan monimutkainen laskettavaksi suoraan. Vihjeen mukaisesti
pyritaan korvaamaan integroitava funktio sellaisella funktiolla, joka on valilla
[0, 1] alkuperaista suurempi.

Tutkitaan tata varten funktiota f(x) = x(1 + x)(1 — x).

Mahdollisimman yksinkertainen funktio, jolla funktion f voisi korvata, on
vakiofunktio. Vakion arvoksi pitaa valita funktion f suurin arvo valilla [0, 1].

Tutkitaan funktiota f suljetulla valilla [0, 1] derivaatan f'(x) = 1 — 3x? avulla.

f): = (1+x)- (1) Valmis
g(x);zi(f(x)) Valmis
glx) o

1
f sin(mx) =
0

Tama saattaa auttaa oivaltamaan,
etta polynomia x(1 + x)(1 — x)
voisi arvioida ylapuolelta vakiolla.
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Funktio f on polynomifunktiona derivoituva kaikkialla, joten erityisesti se on derivoituva myos suljetulla
valilla [0, 1]. Taten funktion f suurin, ja vastaavasti pienin arvo, on joko valin [0, 1] paatepisteissa, tai
derivaatan nollakohdissa talla valilla.

Derivaatan ainoa nollakohta valilla |0, 1[ on x = \/; solve(g(x)zo,x)|0<x<1 E
=t
3
Lasketaan funktion arvot erityispisteissa:
Tarkasteluvalilla funktion f pienin arvo on ) 0

nolla, joten x(1 + x)(1 —x) = 0.

Vastaavasti funktion f suurin arvo on 3 9
f<\/§> 23 2 £1) 0
3 9 343

joten tarkasteluvalilla

0Sx(1+x)(1—x)£i

3v3

Tama epayhtalo sailyttaa jarjestyksen potenssiinn = 0, 1, 2, 3, ... korotettaessa, koska lausekkeet ovat
epanegatiivisia. Nain epayhtaldo saadaan muotoon



-sin(rx) = 0

0<(x(1+x)(1—2x)" < <i> . n=0,123,..
3V3

0 < sin(mx) (x(1 + (1 —x))" < sin(mx) (%)

Alkuperaista integraalia voidaan nyt arvioida vihjetta hyodyntaen ylapuolelta seuraavasti:
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j sin(nx)(x(l + x)(1 — x))ndx < j sin(mx) <i> dx
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Tama todistaa vaitteen.
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