Toispuoliset raja-arvot

* Jos funktion f arvo lahestyy lukua b, kun x lahestyy kohtaa
a vasemmalta, niin b on funktion f vasemmanpuoleinen

raja-arvo kohdassa a ja merkitdan lim f(x) = b.
X—>aA—

* Jos funktion f arvo lahestyy lukua c, kun x |ahestyy kohtaa
a oikealta, niin ¢ on funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo

kohdassa a ja merkitdan lim f(x) = c.
xX—->a+

* Vasemman- ja oikeanpuoleisia raja-arvoja sanotaan

______________

toispuolisiksi raja-arvoiksi.
* Funktiolla on raja-arvo lim f(x) = b, jos ja vain jos
X—a

toispuoliset raja-arvot kohdassa x = a ovat olemassa ja

lim f(x) =b = xl_i)r(£1+ f(x).

X—a—




lim f(x) =b # xl_i)r&f(x) =c

X—a—

Toispuoliset raja-arvot ovat eri suuret, joten funktiolla f ei ole
raja-arvoa kohdassa a.

\/a

lim f(x)=»b =xl_i)r£1+ f(x)

X—a—

Toispuoliset raja-arvot ovat yhta suuret, joten funktiolla f on
raja-arvo b kohdassa a.




t. 125,s5.31

a)

b)

f3x—6, kuinx < 6

10, kunx = 6
f(X)=< x2—36
kunx > 6

\x—6'
F(0)=3-0—6=—6 ja f(6)=10

Ensimmainen raja-arvo voidaan laskea suoraan:

: T . _ Funktio f on (polynomifunktiona) jatkuva alueessa x < 6,
= —6)=3-0—6=—6
,l}_rf(l) fx) }Cl_r%(gx 6) =3 joten raja-arvo on sama kuin funktion arvo f(0) = —6.

Kun lasketaan paloittain maaritellyn funktion raja-arvoa ”“lausekkeiden rajalla”, taytyy laskea
ensin toispuoliset raja-arvot:

lim f(x) = lim (3x—6)=3:-6—6 =12
X—6— X—6—

x% —36 x+6)(x—6
lim f(x) = lim =lim( ) )=lim(x+6)=6+6=12

xX—6+ x-6+ X — 6 xX—6+ x—6 xX—6+

Koska toispuoliset raja-arvot ovat yhta suuria, raja-arvo lirré f(x) = 12 on olemassa.
X—

Huom! Raja-arvon kannalta ei ole merkitysta, etta f(6) = 10 + 12 = lirré f(x). (f eisiis ole jatkuva kohdassa x = 6.)
X—



Jatkuvuus

Jatkuvuus maaritelldaan tasmallisesti raja-arvon avulla:
Funktio f on jatkuva kohdassa x = a, jos )lci_rgf(x) = f(a).

)lci_r;rcll f(x)=0>b
* f(a)
Funktio f eiole

jatkuva kohdassa
> X =a.

lim £ (x) = f(a)

Funktio f on jatkuva
kohdassa x = a.

f(a)

~—L Ia

Funktio on jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa maarittelyjoukkonsa pisteissa.

Funktio on jatkuva kaikkialla, jos se on jatkuva (ja maaritelty) reaalilukujen joukossa R.
Polynomi-, rationaali-, juuri-, potenssi-, eksponentti-, logaritmi ja trigonometriset
funktiot seka naiden yhdistetyt funktiot ovat jatkuvia.

Paloittain maaritellyille funktioille jatkuvuus pitaa tarkistaa toispuolisia raja-arvoja
kayttaen kohdassa, jossa funktion lauseke vaihtuu.



t.134,s. 32
2* + a, x <3

f(x):{ ix—8 x=3

Funktiolla f on raja-arvo kohdassa x = 3, jos sen toispuoliset raja-arvot ovat yhta suuret.

lim f(x) = lim 2*+a)=23+a=8+a
X—3— X—3-—

lim f(x) = lim V4x —8=v4-3—-8=+4 =2
xX—3+ xX—3+

> 8+a=2 & a=-6

Siis vakion arvolla a = —6 funktion f raja-arvo kohdassa x = 3 on 2.

Funktio on jatkuva kohdassa x = 3, silld funktion arvo f(3) = V4 - 3 — 8 = 2 on sama kuin raja-arvo
lim f(x) = 2.
X—3

Funktio f on eksponenttifunktiona jatkuva, kun x < 3, ja juuri- ja polynomifunktion yhdistettyna
funktiona jatkuva, kun x > 3.

Funktio f on siis (kaikkialla) jatkuva.
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