Analyysin peruslause s vas

Kertausta
Tahan mennessa opittua: maaraamaton integraali, “integroiminen”, eli
etsitdan funktiota F, jolle F’ = f (kdanteistoimenpide derivoimiselle).

Toisaalta on opittu, ettda maaratty
integraali tietylla valilla on raja-arvo
porrassummista, jotka lahestyvat
reaalilukua, joka voidaan tulkita
pinta-alojen erotuksena. W
RO TP
— Ay = luku

b
f f(X)dx=A1 +A3 +A5—A2
a

Lisdksi, jos f on ei —negatiivinen tarkas- |
teluvalilla [a, b], niin maaratty integraali
vastaa pinta-alaa, joka jaa kayran
y = f(x) ja x-akselin valiin.

Olkoon f jatkuva ja a € R vakio. Tarkastellaan funktion f maarattya
integraalia ylarajansa funktiona eli funktiota

Ky Ka(x) = f £ dt.

Funktiota K, sanotaan f:n kertymafunktioksi (tdssa integroimismuut-
tuja on t, koska x tarkoittaa ylarajaa).

Maaritelma, kertymdfunktio:
Jatkuvan funktion f kertymafunktio (kohdasta a € R alkaen) on

Ko KO = [ f(dt (x>a). =
Jos f on ei-negatiivinen, niin luku K, (x) y=fx)
lImoittaa sen pinta-alan, joka "kertyy”

kayran y = f(x) ja x-akselin valiin koh- Y

dasta a alkaen kohtaan x asti. Ka(x) = fa i
Lisaksi maaritellaan o e —
Ko(a) = [T f(®)dt = 0. a T
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Esimerkki: Olkoon f: f(x) = 2x. Maarita, maaratyn integraalin pinta-
alatulkintaa kayttaen, kertymafunktio 6] /

a) Ko(x) = [; (D) dt, (x = 0)

5
I y=f)
b) K1 (x) = [, f(D)dt, (x=1)
a) Varjostetun kolmion pinta-ala on 4
1. . — 22
KW=} x - 2 =x
kanta korkeus 3]
Esim. jos x = 2, niin K,(2) = 4 r
2]
b) Varjostetun puolisuunnikkaan b =2x
pinta-ala on a = f(l)
a+b 2+2x
Kix)=—h=—"=x-1 =2
0
=(x+1Dkx-1)=x%2-1 1 0 4T 3

X
A h=x_1

Derivoidaan (huvikseen, eli ilman mitddan merkittavaa syytd) molem-
mat esimerkin kertymafunktiot, saadaan

Ky(x) = 2x

Ki(x) = 2x
eli ovat samat.

Lisaksi havaitaan, ettd derivaatat = integroitava funktio f(t) = 2t. Toi-
sin sanoen, kertymafunktiot K,(x) ja K;(x) ovat maaritelman nojalla
funktion f integraalifunktioita, jotka toteuttavat alkuehdot

0 1
K,y (0) = f FOdE=0 ja K1) = f F(0)dt = 0.
0 1

Tasta heraa tietysti mielenkiinto tutkia yleisesti kertymafunktion
X
Ko@) = | rode
a

derivaattaa, kun f on ei-negatiivinen ja jatkuva funktio.
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Derivaattaa varten muodostetaan erotusosamaara kohdassa x > a (ja
lisdksi x < b).

: - y=f)
Muuttujalle x annetaan lisdys Ax,
jolloin pinta-alan lisays on

AK, = K,(x + Ax) — K, (x)
Kun Ax — 0, niin pinta-alan lisayk-
selle AK, saadaan

AK,

18 2 22 24 28 2a 3 a2 34 38 3a 2 a4 28 48 & &2

a xx+Ax b

AK, - f(x) - Ax, —
—— N (534,142}

korkeus kanta Ax

ja arvio AK,; = f(x)Ax on f:n jatkuvuuden nojalla sitd tarkempi, mita
pienempi Ax on.
Nain ollen funktion K, erotusosamaara on

AKg,  Ka(x + Ax) — Kq(x) _ f(x)Ax

Ax Ax Ax =/

sita tarkemmin mitd pienempi Ax on.

Vastaava tulos patee, jos Ax on negatiivinen. Antamalla nyt Ax — 0,

saadaan kertymafunktion K, derivaatta kohdassa x: Tamé tulos voidaan johtaa
K analyyttisesti, kurssi 13 ja
a

A .
K'(x) = lim — x). samalla voidaan luopua
a( ) Ax—0 Ax f( ) funktion f ei-negatiivisuu-
desta. Ndin ollen vain f:n
jatkuvuus valilld [a, b] on

Lause, kertymdfunktion derivaatta: oleellista.
Jatkuvan funktion f kertymafunktiolle K, (x) = f;f(t)dt patee
Ka(x) = f(x),

eli K, on funktion f integ.funk., joka toteuttaa alkuehdon K, (a) = 0.

GRANDE FINALE!
Olkoon f valilla [a, b] maaritelty jatkuva funktio ja F jokin sen inte-

graalifunktio. My6s kertyméafunktio K, (x) = f;f(t)dt on funktion f
integraalifunktio, joten
K,(x) =F(x) +C, C € R.

MUISTA: Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat muotoa F + C.
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Alkuehdosta K, (a) = 0 saadaan
K,(a)=F(a)+C=0
eli C = —F(a), siis
Ka(x) = F(x) — F(a).

Valitaan kohta x = b, jolloin
b
K,(b) = f F(0)dt = F(b) — F(a) = luku € R.
a

Madratyn integraalin f;f(t)dt arvo saadaan siis muodostamalla f:n
mika tahansa integraalifunktio F ja laskemalla sitten erotus integraali-
funktion arvoista paatekohdissa b ja a, eli F(b) — F(a).

Tata merkitaan

b
/F(x) = F(b) — F(a).
a
b
Merkintd /F (x) luetaan: "sijoitus a:sta b:hen F x”.
a

Kun vield integroimismuuttujaa merkitdaan t:n sijasta x:I1a, niin saadaan
maaratyn integraalin ja madaraamattoman integraalin eli integraali-
funktion valinen yhteys ja lukiomatematiikan yksi tarkeimmista (ellei
perati tarkein) matematiikan yhtalo/kaava

Lause, Analyysin peruslause eli mddrdtyn integraalin ja integraali-
funktion F viilinen yhteys:

Jos F on jatkuvan funktion f jokin integraalifunktio valilld [a, b], niin
tallgin

b b
f F()dx = JF(x) = F(b) — F(a).
a a

Integraalifunktioksi F kannattaa valita se, jossa C = 0.

Enda ei siis tarvitse laskea porrassummia ja tehda rajankayntid maara-
tyn integraalin laskemisessa. Riittda, kun loytyy jokin integraalifunktio,
jonka arvot valin paatepisteissa osataan laskea.



29.1.2018

Vastaava tulos patee, jos Ax on negatiivinen. Antamalla nyt Ax — 0,
saadaan kertymafunktion K, derivaatta kohdassa x:

, . AK,
Kq(x) = Alm ——= = f ().

Katsotaan tata tulosta analyyttisesti, ilman geometrista pinta-ala-
tulkintaa. Tarvitaan tulos (tehtdva 138, sivu 143):

Integraalilaskennan viliarvolause: A
Jos funktio f on jatkuva valilld [a, b],
niin talla valilld on ainakin yksi sel-
lainen luku t, etta

b
[ redx =0 -0 10

Eli kdyran alle jaava (kun f on ei- ¥ | L
negatiivinen) pinta-ala on sama kuin £ 3 iy
suorakulmion f(t) - (b — a) pinta-ala.  at t t b
Oikean puolen kuvan esimerkissa kolme eri t:ta |oytyi.

Derivoidaan kertymafunktio K, maaritelmastad (erotusosamaaran raja-
arvo) kasin. Mita on derivaatan arvo K/,(x) kohdassa x:

K (x) = li AK, T Kq(x + Ax) — Ky (x)
o) = S0 Ax T axo (x +Ax) — x

_ ¥ Fde - [F ot
= axo (x +Ax) —x

f®dt

im ———
Ax—-0 (x + Ax) — x

f;c+Ax

% Kohdassa * on kaytetty
) f(c)((x + Ax) — x) integraalilaskennan vili-

Ax—0 (x + Ax) —x Arvolausetta jollekin
arvolle x < ¢ < x + Ax.

= limf(c) ¢ - x koska Ax = 0
X

= f(x)



