29.1.2018

Integraalilaskenta
T~ Maratty

e Etsitdan reaalilukua

* Pinta-alan/tilavuuden ratkaise-
minen tai maarittaminen

* Vilin jako ja porrasfunktiot >
arviointi ja rajankaynti, jolloin

Zef , Ax — dx

* Kertymafunktion maaritelma

K(x) = xf(t) dt
Yo *o

Xo x

<
1l

f Kertynyt pinta-ala
vastaa funktion K
arvoa, tassa viivoi-
tettu pinta-ala on
funktion K arvo

K (x) muuttujan t
‘f arvolla x.

Havainto: K(x) on eras f:n
Integraalifunktio, eli...

INTEGRAALI-

Maaratty integraali i, v

Johdantoa
Madaratty integraali eli maaritetaan/lasketaan (pinta-aloja, tilavuuksia,
jne.) = saadaan jokin reaaliluku. Muista ero mairaamattomaan integraaliin.

Madritelman takana on rajankdynti, aivan kuten derivaatan maari-
telmassa "erotusosamaaran raja-arvo”.

Yleisen tasoalueen reuna voi sisadltdd kayraviivaisia osia. Tallaisen
alueen pinta-alalle saadaan likiarvo eli approksimaatio korvaamalla

alue sellaisella monikulmiolla, joka yhtyy tasoalueeseen riittavan
tarkasti. Reunaviiva-approksimaatio Porraskuvio approksimaatio
A=A+ -+ Ag

4, (42|43 | Ay




Maaritelldan yleisen tasoalueen pinta-ala sellaisten monikulmioiden
alojen raja-arvona, jotka yhtyvat yha tarkemmin kyseiseen alueeseen.

Esimerkki Ympyran (sdde= r) pinta-ala A = lim A4,,, missa A,, on

n—oo
ympyran sisdan piirretyn saannollisen n-kulmion pinta-ala.
Koska

ah 1 1
An=n-7=§hna=§hpn, a
missd a ja h ovat keskuskolmion kanta h
ja korkeus seka p;,, on n-kulmion piiri,

niin T

1
A= lim A, = lim -hp, = =7 2nr

= 1r?

Saannoéllinen 12-kulmio peittaa jo hyvin!

Esimerkki

Tarkastellaan aluetta, jota rajoittaa
paraabeli y = ixz + 1, x-akseli ja
suoratx = 0, x = 4.

Lasketaan alueen A pinta-alalle liki-
arvoja hyoédyntdaen ns. porrassum-
mia.

Jaetaan védli [0,4] neljddn yhta
suureen osavaliin, joiden jokaisen
pituus on Ax = 1.
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Muodostetaan suorakulmioiden eli
"portaiden” avulla  monikulmio.
Suorakulmion korkeus on funktion

1
arvo  f(x) = ixz +1 osavdlin .| y= sz +1
keskipisteessa xj. Keskipisteet ovat 3
1 5 7 25
X1 =5,X2=5,X3=5,X =73, ]
jolloin .
2
1 1 /1 17 ~—
_l==.(= 1=—"—
f (2) 4 (2) + 16 o
3 _ 1 3 2 + 1 B 25 DED:ﬂ 05 1 15 2 25 3 35 :4 45
"\2)=3\z ~ 16 N N
) x=0 x=4
5 1 (5 41
f 2] =2 \2 t1= 16 Taulukoidaan saadut tiedot:
(7)_1 (7>2+1_65
"z)=2\3 16

Osavili Keskipiste Osavalin pituus
X Ax
0<x<1 l 1
2
1<x<2 3 1
2
2<x<3 5 1
2
3<x<4 7 1
2

Suorakulmioiden=portaiden alojen f(x;)Ax
summa eli funktion f porrassumma yli valin
[0,4] antaa likiarvon pinta-alalle A:
A=1 ! 1 i 2 0 4 ! 9,25
AT AR T R TR T

Kuten derivaatan madritelmdssa annetaan se-
kanttien lahestyd tangenttia, niin nyt tihennetdan
valin jakoa, jolloin osavalit Ax kapenevat ja liki-
arvo pinta-alalle A tarkentuu. (Tama on rajan-
kayntia!)

Funktion arvo

Suorakulmion ala

fOx) fxg) - Ax
17 17_11
16 16~ " 16
25 25 9
16 16 " 16
41 41_29
16 16 “16
65 65 1
16 16 16
4 1 /
' y=2x2+1
T~
x=0 x=4
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Osavaleja Osavalin pituus Ax Porrassumma eli arvio pinta-alalle
4 % =1 9,2500
llm A orras
10 4 0,4 9,3200 Ax=0 P
10
100 0,04 9,3320
1000 0,004 9,3333
10000 0,0004 93333 ¢

Nayttaisi silta, ettd kysytyn pinta-alan A arvo olisi 9;.
Maaritelma, porrassumma:
Olkoon f valilla [a, b] maaritelty funktio ja olkoon D tdman valin jako n
yhtasuureen osaan, jolloin yhden jakovalin pituus on
b—a

—-
Jakoon D liittyva porrassumma, ns. Riemannin summa on

flx)Ax + f(x)Ax + ... + f(x;,)Ax,

missa x4 on valittu ensimmaiseltd, x, toiselta jne. ja x, viimeiselta
jakovalilta. Kohtien x4, ..., Xy, ei tarvitse olla jakovdlien keskikohtia!

Ax =

Jos f on ei-negatiivinen, niin porrassumma il- . /
moittaa suorakulmioista (kanta Ax, korkeudet !
f(x;),i=1,2,.. ) koostuvan monikulmion =
pinta-alan .

]
o5 fo b5 1 15 2 25 3 35 14 s

Maaritelma, pinta-ala porrassummien raja-arvona:

Olkoon funktio f jatkuva ja ei-negatiivinen valilld [a, b]. Talldin sen
alueen pinta-ala, jota rajoittavat kdyra y = f(x), x-akseli ja suorat
X =a,x =b , saadaan porrassummien raja-arvona, kun jakoa
tihennetaan rajattomasti, eli kun jakovalin pituus Ax ldhenee nollaa.

- Geogebra http://www.cs.helsinki.fi/u/kairema/GeoGebra/harjoitus18a.html
- Geogebra
http://www.geogebra.org/search/perform/search/m%C3%A4%C3%A4r%C3
%A4tty%20integraali/materials/
- Wolfram: http://integrals.wolfram.com/index.jsp
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Maaritelma, ala- ja yldisumma:
Olkoon f vaélilla [a, b] madritelty jatkuva funktio, ja olkoon D vilin
[a, b] jako n yhtd suureen osaan. Olkoot m4, m,, ..., m,, funktion f pie-
nimmat arvot ja My, M,, ..., M, funktion f suurimmat arvot jako-
valeilla. Talléin jakoon D liittyva alasumma on

Sp = mAx + myAx + ... + m,Ax
ja yldsumma

Sp = M{Ax + MAx + ... + M, Ax.

Jos lisdksi f on ei-negatiivinen ja A on sen alueen pinta-ala, jota rajoit-
tavat kdyrd y = f(x), x-akseli ja suorat x = a ja x = b, niin patee

Shn <ALZS,
Likiarvon A = E(Sn + §,,) virhe (virheen itseisarvo) on tall6in enintdan

1
2 (Sn — sn).

Esimerkki |
Tarkastellaan edellista esimerkkia.
Koska funktio f: f(x) = ixz +1, on .
positiivinen ja kasvava valilla [0,4], L
niin se saa pienimman arvonsa jako-
valin alkupisteessa ja suurimman ar-
von loppupisteessa.

e

—lv24n
y =%

Kun véli [0,4] jaetaan neljdén yhta .
suureen osaan, vastaavat ala- ja
ylésummat OVat : 105 0 05 1 15 2 25 3 35 4 {IE

— . 5- . 13' = E
se=1-1+31+2-1+21=71
Sp=31+2-1+8.1+5-1=111

Joten pinta-alalle, virheelle ja tulokselle saadaan

Az%(7%+11%)=9,5, 6A=%(11%—7%)=2,0 = A=95+20
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Alla olevaan taulukkoon on laskettu tihenevia jakoja vastaavia ala- ja
yldsummia, niiden keskiarvoina saadut likiarvot alalle A seka naiden
likiarvojen maksimivirheet

\J/::(:- Alasumma Yldasumma  A:n likiarvo A:n virhe Arvio A:ll
o s Sn HsatS)  HSu—s) e AT
4 7,5 11,5 9,5 2,0 A=95%2,0
10 8,56 10,16 9,4 0,8 A=94+08
100 9,254 9,414 9,33 0,08 A=933+0,08
1000 9,3253 9,3413 9,333 0,008 A =9,333+0,008
10000 9,3325 9,3341 9,3333 0,0008 A =~9,3333+0,0008

Ala-ja yldasummat (tarkemmin arvot my ja M;) voivat olla hankalia
maarittaa, jos funktio on haastava. Tallin voi hyddyntaa vélisummaa,
n
Svilin = Zk fx)Ax,
jossa arvoille f(x;) patee: my, < f(xk) < M, kaikilla osavaleilld. Ndin

ollen valisummalle on 5, < Sy4; < S5, ja rajankdynti antaa pinta-alan,
koska valisumma on aina ala- ja ylasumman valissa. Kirjan kuvat s. 54.

Maaratty integraali

Olkoon f edelleen jatkuva valilld [a, b], mutta luovutaan ei-negatiivi-
suusehdosta, silla yleisessd porrassummassa voi olla negatiivisiakin
termeja. Syy, tulo f (x)Ax on aina samanmerkkinen kuin f(x).

-‘y=f(x)—cosx—sin x Ty = f(x) = cosx —sin®x
Ax \ Ax Ax Ayx b aAx ; Ax Ax Ax xb
ALASUMMA s, YLASUMMA S

Jakoa tihennettdess3, eli kun n — oo, porrassummat (seka ala- etta yla-
summa) lahestyvat talldinkin tiettya raja-arvoa, jota kutsutaan funktion
f mddrdétyksi integraaliksi a:sta b:hen. Kyseinen raja-arvo, joka on
reaaliluku, on niiden alueiden pinta-alojen erotus, jotka kdyra tarkas-
teltavalla valilla rajoittaa x-akselin ja yla- ja alapuolelle, voi olla negat.
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ALASUMMA s, : YLASUMMA S,
Ylapuolisissa kuvissa n = 10 ja alapuolisissa n = 20.

ALASUMMA s, YLASUMMA S,
Jos vilina olisi —3:sta 6:een niin taman esimerkkifunktion tapauksessa maaratyn
integraalin arvo olisi jotain negatiivista (tarkastele x-akselin ala- ja ylap. pinta-aloja).

Maaritelma, mddirditty integraali:
Olkoon f valilla [a, b] maaritelty jatkuva funktio. Funktion f mddrdtty
integraali talla valilla, merkitaan

b
f f(x) dx,

on porrassumman raja-arvo, kun vélin [a, b] jakoa tihennetdan rajat-
tomasti, eli kun jakovalin pituus Ax |dahenee nollaa.

Siis
=Sn =Sn
b O n
ff(x)dx= lim zmkAx= lim M Ax .
n—oo n—->oo
a k=1 k=1

Vélia [a, b] sanotaan integroimisvdliksi ja paatepisteita a ja b integroi-
misrajoiksi: a on alaraja ja b on ylaraja.

Merkinta f:f(x) dx luetaan: "maaratty integraali a:sta b:hen fxdx”,
integraalimerkki f tulee summaa tarkoittavasta S-kirjaimesta ja dx
on darettdman pieni, infinitesimaalinen suure, tulee kun Ax — 0.



Esimerkki Laske a) f13(4 —x) dx, b) f46(4 —x)dxjab) f16(4 —x)dx

a) Koska funktio f(x) =4 —x on valilla
[1,3] positiivinen, kysytty integraali on
varjostettu ala (puolisuunnikas), eli

3

3+1

f(4—x)dx=T-2 =4

1
b) Vililla [4,6] f(x) = 4 — x on ei-positii-
vinen, joten kysytty integraali on varjoste-
tun alan vastaluku, eli

c) Nyt kysytty integraali on alojen erotus,
eli

6

3.3 2:2
J(4—X)dX—T—T—2§.
1

A= 1,1536.. y = f(x) = cosx — sin

2

X

o A =~ 0,3048 ...

Esimerkkifunktiolle f: f(x) = cos x — sin? x saadaan pinta-alat tai
pinta-alojen vastaluvut. Ndin ollen maaratty integraali on

6
J(cosx —sin®x) dx = 1,1536 ...+ 0,3048 ... — 2,0055 ... — 4,2952 ...
=3

~ —4,84229 ..., <

5-sin6

+sin2 —=
sin 2
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Maaratyn integraalin yhteys pinta-alaan
(tdssa vaiheessa)

Yleisesti maaratty integraali ei anna pinta-alaa vaan reaaliluvun. Pinta-
ala ei voi olla negatiivista mutta maaratty integraali voi.
Milloin maaratty integraali sitten antaa pinta-alan? Silloin, kun funktio
on ei-negatiivinen kyseisella tarkasteluvalilla.
Olkoon f: f(x) = 0,5x% — 2x + 2, jolloin f on ei-negatiivinen. Talldin
kdyrany = 0,5x2% — 2x + 2, x-akselin jasuorien x = 0,x = 4 valiin
jaava pinta-ala on sama kuin
maaratty integraali 0:sta 4:3an:

4

2
f(O,sz —2x+2)dx = 65
0
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