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INTEGRAALILASKENTA, MAA9

Tilavuuden laskeminen

Pinta-alan maarittamisessa summattiin pinta-alkioita dA. Nyt summa-
taan tilavuusalkioita dV. Kuinka dV voidaan ilmoittaa muuttujan x ja
dx:n kautta on haasteellisin osa tilavuuden maarittamisessa.

Viipaloidaan annettu kappale x-akse-
lia kohtisuorasti dx-levyisiin osiin.
Talloin muodostuu ohuita viipaleita,
leveys dx, joiden pinta-ala on A(x).

v

N&in ollen ohuen viipaleen tilavuus
on

dav = A(x) - dx ) dx Ax) eli pinta-
—— —
viipaleen viipaleen ala, joka riip-

pinta—ala korkeus
ja koko kappaleen

V=fde=JbA(x)dx.

dv puu x:sta.

Huomaa, ettd pinta-ala A = A(x) on funktio, joka on usein kohtuu
hankala maarittaa, jos kyseinen kappale ei ole pyoérahdyskappale.

Esimerkki Pyorahdyskappaleen tilavuus.
Kayra y = 2 + cos x pyorahtaa x-
akselin ympari. Laske pyorahdys-
kappaleen tilavuus, kun vélind on
[0,27].

Havaitaan, ettd ohuet Vviipaleet
ovat sylintereita, jolloin niiden pin- —2

ta-ala on ympyran pinta-ala, 7r?. -3
dx
Mika on sade? Sehan on funktion —  f) =7
f arvo kohdassa x, elir = f(x). dv
Siis

A = n(f(x))"

ja tilavuus
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sz n-(2+cosx)2dx=rtf (4 + 4 cos x + cos? x) dx
0 - 0
=A(x) Muista: coszx=%+%c052x
2T 2T

=T (4+4cosx+%+%c052x)dx=n (%+4cosx+%c052x)dx
0 0

21
=7T/§x+4sinx+%sin2x=1T[(91T+O+O)—(O+O+O)]
0

= 92
Jos pydrahdysakselina on y-akseli, niin

d
V=f - (g()" dy,

missa g(y) on funktio, joka riippuu muuttujasta y.
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Jos pyorahdysakselina on x-akselin suuntainen suora y = h, niin koh-
dassa x olevan tilavuusalkion dV pohjaympyran sdade saadaan itseisar-
vosta

r=|f(x)—hl.

Ja tilavuus

szdezn-fb(f(x)—h)zdx,

koska |f(x) — h|* = (f(x) — h)2.

y
Vastaavasti jos pyorahdysak-
selina on jokin y-akselin suun- /

tainen suora x = k. Talldin

r=|g(y) -kl

r=|f(x) —hl )

y=h

ja

d 0 1 ”’: . '/’,
J— 2 - / I
V—ﬂfc (9(y) —k)?dy \\&l/ X X

Esimerkki Kun pyorahdysakseli on suora x = x;. YO S01/12

Laske sen pyorahdyskappaleen tilavuus, joka syntyy x-akselin, suorien
x =3 jay =09 sekd kdyran y = x3 + 1 rajoittaman alueen pydrahta-
essd suoran x = 3 ympari.

Kayrasta y = x° + 1 saadaany — 1 = x° jax = {/y — 1 (hyvin maar.).
Piirretaan kuvat 2>

X o y /
y=9 10
x:3 8
m 4
i ; y=x>+1 B
x=3y—1
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Ajatuksena on tehda suorasta x = 3 ns. "uusi y-akseli”, jonka suhteen pyo6-

raytys tehdaan. Siis
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Huomaa, etta kayré, jota integroidaan on nyt x = 3/y — 1 — 3. Néin ollen

V=7T-j9(i/yT—3)2dy=n-f9((y—1)§—6(y—1)%+9>dy
0 0

93 5
=7T'/§(J’—1)3
0

3 4
—6-Z(y—1)3+9y=

Esimerkki Kuutio, jonka sarman pituus on 1,
leikataan suoralla kahteen osaan yhdesta karjes-
ta alkaen niin, ettd kahdelle vierekkaiselle sivulle
syntyvat leikkausurat ovat muodoltaan neljan-
nesympyran kaaria. Katso kuva. Laske pienem-
man osan tilavuuden suhde suurempaan osaan.

Ratkaisu Valitaan akselit kuten kuvassa.
Talloin leikkauskuvio korkeudella x  on
tasakylkinen kolmio, jolle pinta-ala

A: A(x):%-(ﬂ)z 1 1,
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Nain ollen pienemman osan tilavuus on

b 1/1 1 laskin 1
Voieni =fA(x)dx=f (———x2>dx= To==
pieni osa . s \27 2 3
2
Visoosa =1 — Vpieni osa — §
Kysytty suhde
1
Vpieni osa _ i _ l
Viso osa 2 2
3



