INTEGRAALILASKENTA, MAA9

Pinta-alan laskeminen

Esimerkki Vililld [a, b] jatkuvan, ei-
negatiivisen funktion f maaratty inte-
graali antaa suoraan pinta-alan, eli

fbf(x)dsz.

Toisaalta, jos f on vilillad [a, b], ei-
positiivinen, eli f(x) <0 Vx €ER,
niin maaratty integraali antaa pinta-
alan vastaluvun, eli

fbf(x)dx =—A.

Maaratty integraali on yleisesti “arvoiltaan ddrettéman pienistd ter-
meista eli integrointialkioista muodostettu aaretéon summa”. Tahan
ideaan nojautuen sekd pinta-alan etta tilavuuden maarittamisessa las-
ketaan eli summataan yhteen
* pinta-alkioita dA = f(x) dx, missa funktio f riippuu muuttu-
jasta x.
* Tilavuusalkioita dV = A(x) dx, missa pinta-alafunktio A riippuu
muuttujasta x.

Huomautus Sovelluksissa (fysiikka) lasketaan maarattyja integraale-

Ja
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missa d{) on infinitesimaalinen integrointialkio ja  on funktio, joka
riippuu muuttujasta x. Muuttujahan voi olla myds muu kuin x.
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Pinta-alan maarittaminen

Pinta-ala-alkion dA = f(x) dx merkki riippuu funktion f arvosta f(x),
eli

y=f()

Jos funktio vaihtaa merkkia +/-, niin jaetaan integroimisvali osiin funk-
tion nollakohtien mukaan:

Esimerkki Varitetty ala on

y= f(x)
f £ dx— f o f f@dx, ” |
=4, =14,

jossa siis maaratty integraali
f f(x)dx
c

antaa negatiivisen reaaliluvun ja siksi miinus tarvitaan eteen (pinta-ala
ei voi olla negatiivista, maaratty integraali voi).

Kahden kayran valiin jadva pinta-ala vastaavalla tavalla. Nyt pinta-ala-
alkion dA korkeus saadaan erotuksesta

fG)=g(),  kunf(x) =z g().

Esimerkki Laske kdyrien y = sinx ja y = cosx kahden perakkai-
sen leikkauspisteen valisten kaarien rajoittaman alueen pinta-ala.

- Piirretaan kuva
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T ...(kun ratkaistaan yhtdlé y = y eli yhtalo sinx = cos x,
josta seuraa yhtalo tanx = 1).

veyepyee | ST .. . .
Valilla [Z’T] patee sin x = cos x, joten

sm St/4
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A=j;t (sinx —cosx)dx = |/ —cosx—sinx =...=2vV2 = 2,83.
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Vastaavasti valilla [Tn,%n] patee cos x = sin x, joten
%ﬂ o /4
A= . (cosx —sinx)dx = / sinx+cosx =...=2vV2~283.
= S5n/4

Ja ndin on kayty kaikki mahdolliset tapaukset, silla jaksollisuus toistuu.
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Yleisesti kayrat y = f(x) ja y = g(x) voivat leikata useasti, joten
kahden kayran valisen pinta-alan, valilld [a, b], antaa maaratty inte-
graali

b
fQIf(x)—-g(x)Idx,

missa integroinnin voi suorittaa funktion h = |f — g| nollakohtien
maaradamien osavalien mukaan (ei ole tarvetta, saa tehda).

Huomautus Funktio h = |f —g| on aina ei-negatiivista, joten
maaratty integraali antaa suoraan pinta-alan, vrt. kirjan kuvat kpl 2.3.

£(x) = sin(x), ¥ y
gx) = —2x*— 04x3 +6x%2 -2
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Palataan viela ”lahtéruutuun”. Miksi pinta-ala saadaan niin kuin se saa-
daan?
Maaritelman kautta...OK, mutta havaitse, ettd f(x) = f(x) — 0, jolloin

f;f(x) dx = f:(f(x) —Q) dx, ja kylla nollafunktiokin ihan hyva funk-
tio on! g(x)
Esimerkki Vililla [a, b] jatkuvan, ei-

negatiivisen funktion f maaratty inte-
graali antaa suoraan pinta-alan, eli

jbf(x)dsz.

Toisaalta, jos f on vililld [a, b], ei- a b
positiivinen, eli f(x) <0 Vx ER, ; ;
niin maaratty integraali antaa pinta- A= _f f(x) dx
alan vastaluvun, eli — a
b
x)dx =—A. ~/
Lf() y=f@)



Integrointi y-akselin suhteen

Tarkastellaan tehtdvaa. Periaatteessa osataan maarittaa alat A ja A,
mutta muodostuu “haastavia integraaleja”, eli

[ (7T (EF D)+ [ (FFT- G- D)dr =2

Entdpad ndin: Muodostetaan portaat (suorakulmiot) y-akselin suhteen.
Mika on portaiden korkeus?
Nyt muuttuja y on riippu- y 3
maton ja x = x(y) on y:n
funktiona riippuva. 2 y=vx+1
- Integrointirajat saa-
daan kayrien leikkaus-
pisteista, alaraja —1,
ylaraja 2

-4 -3 -2 -
Eli mita tassa on tehty?

y=x-—1
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Eli kierretaan ja peilataan, saadaan x-akse-
li pystyakseliksi ja y-akseli vaaka-akseliksi.
Nyt havaitaan, ettd ollaan tutussa tilan-
teessa ja pinta-alalle saadaan integraali
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Lasketaan vield, kun jako on tehty muuttujan x suhteen (alkuperaine tilanne)
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